Réduction d'endomorphismes (corrigé niveau 3).

Valeurs propres, vecteurs propres, spectre.
72. a. Il est clair que I'image d’une suite convergente est une suite convergente, puisque U opére sur ces

73.

a.

suites un « décalage vers la gauche ».
De plus, la linéarité de u se vérifie sans peine.

Si on cherche les valeurs propres (et les vecteurs propres) de U, on cherche (X,) convergente non
nulle, et A réel tels que : u((x,)) = A.(x,),soit: O n ON, X, =AX,.
(X,) doit donc étre géométrique, et valoir: 0 n ON, x, = A".X,.
Comme de plus, elle doit étre convergente, on doit avoir : —1<A<1,ou: X, =0.
Réciproquement, soient: —1< A <1, et (x,) définiepar: O n ON, x, =A".
Alors (X,) est non nulle (méme si: A =0, valeur pour laquelle : (x,) = (1L00,...0,...)), et:
u((x,)) = A.(%,).
Donc : Sp(u) =] -1,+1], et: O AOSHu), E, (u) =Vect(1")), et est donc de dimension 1.

. vV opere lui un décalage vers la droite.

C’est, comme pour U, un endomorphisme de E.
On cherche de méme les vecteurs propres et valeurs propres de V, en posant :

(x,) OE,AOR,tels que : (y,) =V((X,)) = A.(X,), soit :
Yo =0=AX,,et:ONnON, Y., =X, =AX,,;-
Distinguons alors deux cas :
esi: A#0,alors: X, =0, puis par récurrence : O n ON, x, =0, car: X, =%, et: (x,)=0.
Donc une valeur propre de Vv ne peut étre non nulle.
esi: A=0,alors: 0 nON, X, =AX,,, =0Xx,,, =0, donc a nouveau : (x,) =0.
Finalement, v n’a pas de valeur propre.

Notons tout d’abord que, pour X fixé, les fonctions sous les intégrales définissant u( f)(x) et v(f)(x)

sont des fonctions de t définies et continues sur [-1,+11, ce qui garantit I'existence de ces intégrales.
Puis on peut écrire : O x O [-1,+T11,

u(f)(x) = f:[cos(x).cost) +sin(x).sin(t)]. f (t).dt
= cos) ( [Tcos).f (t).dtj + sin(x).( [7sing).f (t).dt).

De méme : 0 X O [-T+7d, v( £ )(X) = sin(x).( [Teost).f (t).dtj - cos(x).( [Tsing). (t).dtj .

. Sous la forme précédente, il estimmédiat que u(f) et v(f) sont des fonctions définies et continues de

[-+1] dans R, et ceci pour toute fonction f de E.
Comme la linéarité de u et de v est immédiate, ce sont bien des endomorphismes de E.

. La forme établie en a. montre que : O f O E, u(f)JVec{sin,cos), de méme pour V.

Soit maintenant f un vecteur propre de u et A une valeur propre associée.
Onadonc: u(f)=A.f = Asin+ B cos.

On distingue alors deux cas :
esi: A#0,alors f estcombinaison linéaire de sin et cos, donc on peut poser : f =a.sin+b cos.

Mais alors : [ "cosf).f (t).dt=br, et: [ sin@).f (t)dt=as, d'ou: u(f)=bncosransin=r.f.
Donc mest valeur propre de U (et c’est la seule non nulle) et I'espace propre associé est Vec{(sin,cos).
e si: A =0, alors (sin,cos) étant libre, on doit avoir : fncos@.f (t)dt= J'_”Tsin(t).f (t)dt=0.

Réciproquement, si f vérifie cette double condition, alors : u(f) =0.
Donc 0 est valeur propre de U (il existe des éléments de E non nuls vérifiant les deux conditions
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au-dessus car il suffit de prendre : f =1, comme vecteur propre) et son espace propre associé est :
Eo(u) ={ f OE, [ cost). (t).dt = [ 'sin).f () dt =0},

Pour v on raisonne de la méme facon.

Mais pour : A # 0, (avec les mémes notations), on doit avoir :
v(f)=bn.sin—ancos=A.@.sint+b.cos),

soit: Aa=hbn, = Ab=-arn, et en multipliant la premiére égalité par a, et en soustrayant la deuxieme

multipliée par b, on aboutit a: A.(a*> +b?) =0, soit: a=b =0, etfinalement: f =0.

Donc v n’a pas de valeur propre non nulle.

En revanche, 0 est encore valeur propre de Vv pour le méme espace propre que U.

74. a. Lafonction g obtenue a partir de f est clairement définie sur R, continue sur R*.
En 0, g a une limite finie, car si on note F une primitive de f sur R (qui existe puisque f est continue
F(x)-F(©) FO)-FQO) _ .
—= —————=2=F'(0)=1f(0)=g(0).
x-0 x-0
Autrement dit, g est continue en 0, et donc sur R.

Enfin, la linéarité de ¢ est immédiate :
O(f,f,) 0B, 00, A\)OR?, 0 x#0, ¢(A.f, +A,.1,)(X) zl.J‘OX(/]l.fl +A,.f,)(t).dt, soit :
X

PULE, + A £)00 = A [ £, 08 A [ 1,088 = (L g(F) + A, SEN(Y).

et cette égalité étant évidemment vraie aussi pour : X =0, on en déduit la linéarité de ¢.
b.Soit: f OE,et:A\0OR,telsque: ¢(f)=A.T.
En notant F la primitive de f sur R s’annulant en 0, alors :
OxOR, A.f(X).x=F(X), soit encore : A.F'(X).x=F(X),
et F est solution de I'équation différentielle : A.xy'-y=0.
Si: A=0,alors: F=0,et: f =F'=0, donc 0 n'est pas valeur propre de ¢.

sur R), alors: 0 x#0, g(x) = et: Iirr(1) ag(x) = Iirrg

1 1

Si: A#0,alors sur R, F vaut: 0 x>0, F(X) =C|x1 =C.x".
1

On en déduit que f vaut, sur R™: 0 x>0, f(x)=F'(x) :%.C.x” "

Mais comme f doit étre continue sur R, elle doit admettre une limite finie en 0, ce qui entraine :
1 .
;—120, soit:1=A>0.

Les seules valeurs propres possibles de u sont donc les réels de l'intervalle ]0,1].

Réciproquement, pour un tel réel A, on a vu (avec les notations précédentes) que :
1

= 1
0 x>0, f(x)=C,x* ,et:0x<0, f(x)=C_|¥1".
Distinguons alors deux cas :
« A=1,et f estconstante a droite et a gauche de 0.
On doit prendre : C, =C_ = f (0), et les fonctions constantes non nulles sont bien (comme on le

vérifie) vecteurs propres de ¢ pour la valeur propre 1, 'espace propre associé étant de dimension 1,
« 0<A<1,et f tend adroite et a gauche vers 0 en 0, et ceci pour tout choix (indépendamment) de

C, et C_, autrement dit les vecteurs propres (comme on le vérifie) sont définis pour ces A par :
1

0x>0, f(X)=C.x"

l_
0 x<0, f(x)=C_|¥17,
f(0)=0;
et forment un espace vectoriel de dimension 2.
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75. a. Soit: X Oe#na(K), X#0, ABX =AX.
Alors : B.AB.X =A.B.X, et comme B.X est non nul, puisque :
(BX=0)=(ABX=AX=0)= (X =0,0u: A=0), ce qui est exclu,

on vient de trouver un vecteur propre de B.A associé a A.
Conclusion : A est bien valeur propre (non nulle) de B.A.
L’implication inverse est évidemment vraie, A et B jouant des rbles symétriques.

b. Supposons maintenant que 0 est valeur propre de AB.
Alors AB n’est pas inversible (puisqu'il existe : X 0o 1(K), X #0, AB.X =0), et: det(AB) =0.
Puis : det(B.A) = det(B).det(A) = det(A).det(B) = det(AB) =0, et B.A n’est pas non plus inversible.
Dans ce cas, 0 est aussi valeur propre de B.A.

c. Toute valeur propre de AB étant valeur propre de B.A (nulle ou pas), et cette implication étant aussi

vraie dans l'autre sens puisque A et B jouent des roles symétriques, on en déduit que :
Sp(AB) = Sp(B.A).
Remarque : on ne dit rien ici des multiplicités.

76. a. Soit A une valeur propre de u et f un vecteur propre associé.
Alors : 0 x20, u(f)(x) = f(x+1) =A.T(x).
Si on note L la limite (finie) de f en +w, onadonc: L =A.L, ouencore: L.1-A)=0.
Donc,si: L#0,alors: A =1.
b. Réciproquement, 1 est valeur propre de U si on peut trouver f non nulle et avec une limite finie en +co,
telle que : 0 x=0, f(x+1) = f(x).
f est donc une fonction périodique de période 1.

Mais une telle fonction ne peut admettre une limite finie en +o que si elle est constante.
On vérifie alors sans peine que 1 est valeur propre de U et son espace propre associé est I'ensemble
des fonctions constantes.

c. On sait qu'il existe une valeur X, telle que : f(X,) # 0, et il estimmédiat par récurrence que :
OnON, f(x,+n)=A"f(x,).
f étant supposée tendre vers 0 en +o, la suite ( f (X, +n)) tend aussi vers 0, donc : |)l| <l.
d. Soit enfin A tel que : || <1.
Soit alors une fonction affine sur [0,1] telle que : f(0) =1, f (@) = A, ettelle que:
OnON,OxO[nn+1[, f(x)=A"f(x-n),soit: 0 x=0, f(x)=Af(x=]x]).
Alors f est affine sur chaque intervalle [n,n+1] et se raccorde en toutes les valeurs entiéres.
On vérifie de plus que : 0 x>0, f(x+1 =A.f(X),
etenfin f a bien une limite finie nulle en +, puisque : max f(x)| =1 .Xrlg}gl)]{f ()

Autrement dit, on a trouvé un vecteur propre associé a A pour U dans E.
Finalement : Spu) =] —1,+1].

77. a. Si: rg(u) =1, alors : dim(ker(u)) =n-21, donc 0O est valeur propre de u de multiplicité au moins n—1
et la somme des valeurs propres de U valant tr(u), la derniére valeur propre de u vaut tr(u).

Donc : X, (X) = (x=0)" . (x—tr(u)) = x"*.(x—tr(u)) = x" —tr (u).x"".
b. Si: rg(u) =2, alors : dim(ker{u)) =n-2,

Soit: % = (e,...,6,), une base de E, telle que (&;,...,&,) soit une base de ker(u) .
acO0 -0
b d )
Alors la matrice de U dans % s'écrit: maig (u) =* *

* x 0 ... 0
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b. On peut alors calculer : y, (X) = x"%.(x* - (a+d).x+ (ad - bc)).
a’+bc c(a+d) 0 --- 0
b.(a+d) bc+d? :
De plus : maig (u?) = * * : . |, par exemple avec un calcul par blocs et :

* * 0 --- 0
tr(u®’) =a®*+d*+ 2bc=(a+d)*-2ad+ 2hc, donc: a,d—hc:%.(tr(u))2 —tr(u®).

Finalement : y, (X) = X" 2.(x* —tr (u).x+%.(tr (u)® —tr(u?)).

Diagonalisation, trigonalisation.
78. a. Le rang de A vaut 2 puisque les deux premiéeres colonnes forment une famille libre et les suivantes
sont égales a la premiére.
Donc 0 est valeur propre de A puisque A n’est pas inversible.
b. Puisque le noyau de A (ou de 'endomorphisme de C* canoniquement associé & A) est de dimension

2, 0 est valeur propre de A d’ordre au moins 2 et )Y, est donc factorisable par x?, d’ou I'écriture
proposée de ce polyndme.

c. Latrace de A étant la somme des racines de X ,, on a évidemment: a+b+0+0=k, soit: a+b=k.
Puis A est trigonalisable et sur la diagonale d’'une matrice triangulaire T semblable a A, on trouve
a,b et deux fois O.

Or A? a comme éléments diagonaux 3+k? et 1 répété trois fois, et est semblable & T2 qui a sur sa
diagonale les carrés des éléments diagonaux de T .
Donc: 1+1+1+ (3+k?)=a® +b®+0+0, soit la deuxiéme égalité.
d.Lecas: a=Db,conduita: 2a=k,et: 6+k* =2a”, soit: 12+k* =k?, soit: k» =-12, et:
k =+2i+/3 , valeurs pour lesquellesona: a=b= +i~/3.
Pour: k = 2]..5\/1_%, avec: £ =1, A adonc:
« une valeur propre double 0 et un espace propre associé de dimension 2, d'une part,
« une deuxiéme valeur propre double &1 \/L_% pour laquelle I'espace propre associé est de dimension
1

i£A3 . . . :
1, de base 1 , comme on le vérifie en résolvant le systéme 4x4 : AX =&l .\/§.X .

1

e. Pour les deux valeurs de k précédentes, A n’est pas diagonalisable puisque la deuxieme valeur
propre (double) a un espace propre associé qui est de dimension 1.
Pour toutes les autres valeurs, 0 est valeur propre double avec un espace propre associé de dimension
2, et les deux autres valeurs propres sont distinctes donc simples avec un espace propre associé pour
chacune de dimension 1 : la matrice A est alors diagonalisable.
En conclusion, A est diagonalisable si et seulement si: k # £2i \/L_%

Remarque : pour k réel, la matrice A est symétrique réelle donc diagonalisable dans R.

79. Soit M un vecteur propre de ¢ et A sa valeur propre associée.
Alors: AM =M +tr(M).l ,, soit: (A=D.M =tr(M).l,.
Distinguons alors deux cas :
e A=1,entraine : tr(M) =0.
« A#1, entraine : M colinéaire a |,,.
Puisque les deux familles de matrices que I'on trouve sont dans des espaces respectivement de
dimension 1 et n? —1, on peut penser & une réciproque & savoir :
*0M=al, avec:a K, alors: gM)=a.l +nal, =(n+).M,
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c0OM Oesn(K),si:tr(M)=0,alors: ¢(M)=M.
En conclusion, @ est diagonalisable, puisqu’il admet deux valeurs propres.
* 'une qui vaut 1 est simple d’espace propre associé la droite Vec{(l ),

« l'autre qui vaut n+1, qui est d’'ordre n” —1, puisque son espace propre associé est I'hyperplan formé
par les matrices de ¢/ ,(K) des matrices de trace nulle.

80. Puisque A estde rang 2, le théoreme du rang appliqué a A (ou a son endomorphisme canoniquement
associé) montre que 0 est valeur propre de multiplicité au moins n—2.

Puisque : tr(A) =0, les deux derniere racines A et pde x, vérifient: 0.(n—2)+ A+ u =tr(A) =0, donc
elles sont opposées.

Si maintenant on suppose que : A =—u =0, alors ), admettrait comme seule racine la valeur 0.

On aurait alors : y,(X) = X", et le théoréme de Cayley-Hamilton montrerait que : A" =0 (on peut aussi
dire que A serait semblable a une matrice triangulaire supérieure stricte, soit avec des 0 sur la diagonale,
et cela entraine aussi que : A" =0).

Or A" est supposée non nulle.
Donc A et i sont non nulles et : A # i, puisqu’elles sont opposées.

Donc 0 est valeur propre d’ordre n—2 avec un espace propre de dimension n—2 et A et p sont des
valeurs propres simples : A est diagonalisable.

81. a. Un calcul a la main donne : A'A=(a’+b*+c*+d?).l,
Donc : det((A—x.I,)." (A=x.1,)) = (x.(X)? =det((@—x)* +b* +c* +d?).l,),
doti: (Xa(X)* =((@-x)*+b* +c*+d*)*,
et puisque X ,(X) est de coefficient dominant égal & 1, on conclut que :
Xa(X) =((@-x)°+b* +c* +d*)*,
b. Lesracines de x, sontdonc: A =az*i+b?+c?+d? =a+i.w, avec la notation proposée.
On distingue alors deux cas :
esi: b=c=d =0, alors a est valeur propre de multiplicité 4,
esi: (bcd)# (000), alors A a deux valeurs propres doubles qui sont ati.c.
c. A nouveau avec deux cas :
esi:b=c=d=0,alors: A=a.l,, auquel cas A est diagonalisable puisque diagonale,
si: (bcd)# (000), alors chaque valeur propre est double et en notant £/, ces valeurs propres

-igw -b -C -d
b -icw —-d C

avec: £=xl,ona: A, =A-u.l,= q . b |
C -icw -

d -C b -isw

autrement dit la méme matrice que A ou on aremplacé a par —i.£...
On sait alors que cette matrice A, n’est pas inversible donc : rg(A,) < 3.

Puis : dim(ker(A,)) < 2 (car la valeur propre est double), donc: rg(A,) = 2.

Enfin: A 'A =((-1lew)? +b*+c*+d?).l, =0, donc: Im("A) O ker(A,), et :
rg(‘A.) < dim(ker(A,)).

or: rg(‘A.)=rg(A),donc: rg(A)<4-rg(A),et: rg(A)<2.

On en déduit que : rg(A,) =2, et: dim(ker(A,)) = 2, autrement dit chaque espace propre est de

dimension 2, soit la multiplicité de la valeur propre correspondante.
A est donc diagonalisable.

82. a. La linéarité de cette application est due a I'unicité du reste garantie par la division euclidienne.
En effet, si P, et P, sont dans K,[X], et si A, et A, sont des éléments de K, alors :
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pour: i =12, 0(QR)OKXP X3P =AQ +R,et: degR) < 2, ot on a posé :
A=(X-a).(X=pB).(X-V).

Donc: X°.(A.R +1,.P,) = A(1,.Q +4,Q,) +(A4.R +4,.R,), etcomme : deg(),.R +1,.R,)<2,0na
ainsi le reste cherché soit : U(A,.P, +1,.P,) =A,.R + A,.R, = A,.u(P) + A,.u(R,).

b. On peut choisir de raisonner dans une base en lien avec la base de Lagrange associée aux valeurs a, 3
ety.
Onypose donc: L, =(X=-B).(X-y), Ly =(X-a).(X=-p), L, =(X-a).(X-p).
Alors: XL, =AQ+R,0u: Q OK,[X], et: degR) < 2.
En évaluanten [ et y, onendéduitque: R(8) =R(y) =0,donc: 0C OK, R=C.(X=/8).(X-p).
Enfin: a’.L,(@)=a’.(a-pB).(a-y)=R@)=C.(a-p).(a-y),et: C=a®, eton ades résultats
similaires pour L, et L,.
On a donc obtenu que : u(L,) = as.La, de méme pour les deux autres polynémes.

Autrement dit la famille proposée est une base de K,[X], formée de vecteurs propres de U et U est bien
diagonalisable.

83. a. Raisonnons par double implication.
[=]Si: AOSAB), alors :

Y
O X :(Z] 0 e 04(C), avec: (Y,Z) O (e#o(C))?, Y #0,0u: Z#0 telque: BX =A.X.

Donc en développant le produit par blocs: Z =AY ,et: AY =A.Z, donc:
AY = A (AY)=12Y et: AZ=AAY =1.Z,
et comme I'une des deux matrices Y ou Z est non nulle, on en déduit que A* est valeur propre de A.

Y
[0]Si: *OSHA), 0Y Oe,4(C), Y#0, AY = A°Y, etenposant: X =[}| Yj' on constate que :

e X D(’/f{g,nvl(C), X¢O,et:

8 (R {2 e

Donc X est vecteur propre de B associé a A, et: ASHB).
b. Soit: A0 SHB).
Y
Alors l'application ¢, définiepar: 0 XUOE,(B), X :(Z)’ 9, (X)=Y,

est un isomorphisme de E,(B) dans E ,(A).
En effet :
Y
«0 XUE,(B), X :(Z]’ ona: AY =AY, comme vu au-dessus, et : @, (X)0 E.(A),

* @, est clairement linéaire,
@, estinjective car toujours avec ce qu’on a vu au-dessus :

0 XOE,(B), X2(;],(Y=¢A(X)=O):>(Z=)I.Y=O):(X=O),

Y
* ¢, estsurjective car: 0 YUE , (A), sion pose : X :(A.YJ’ ona: BX=AX,et: ¢,(X)=Y.

Donc ¢, est un isomorphisme de E,(B) dans E . (A), et: dim(E,(B)) =dim(E . (A)) .
c. En plus de 0 comme éventuelle valeur propre de A (et donc de B d’apres la question a.) et qui
correspond & ker(A) (et a ker(B)), chaque valeur propre non nulle 4 de A correspond & deux

valeurs propres distinctes + A, de B, etles p valeurs propres distinctes non nulles de A fournissent
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84.

a.

ainsi 2.p valeurs propres distinctes pour B et ce sont les valeurs propres non nulles de B.
De plus pour chaque valeur propre non nulle £ de A, les deux espaces propres EMi (B)

correspondant ont méme dimension que I'espace propre E ,(A).

Raisonnons alors a nouveau par double implication :
[O]Si A estdiagonalisable et inversible, alors O n'est pas valeur propre de A et:
> dim(E,(A)=n,et: > dim(E,(B)) =2 > dim(E,(A)=2n,et B est diagonalisable.
LOSP(A) A0Sp(B) LOSH(A)
[=] Si B est diagonalisable, alors : 2n= Y dim(E, (B)) = dim(ker®)) +2. > _dim(E,, (A)).

A0Sp(B) ,uD/JSi{)A)

Donc : dim(ker(B)) =dim(ker(A)) = 2n- 2. Zdim(E#(A)) ,d'ou :

HOSH(A)
Huz0

dim(ker(d)) + > dim(E,(A)) =2n- > dim(E,(A)=n+n- > dim(E,(A) |zn.
HOSH(A) HOSP(A) HOSP(A)
40 H#0 2y
En effet, les espaces propres de A (pour les valeurs propres non nulles) sont en somme directe et la
somme de leurs dimensions vaut au plus n.

Mais la somme | ker(A) + Z E,(A) | est également directe donc la somme des dimensions vaut
HOSER)

également au plus n.

Finalement : dim(ker(A)) + Zdim(Eﬂ(A)) =n,et: n- Zdim(Eﬂ(A)) =0.

HOSE(A) HOSP(A)
H#0 H#O

Dol :
« dim(ker(A)) =0, et A estinversible et :
e n= Ydim(E,(A)= D .dim(E,(A), et A est diagonalisable.

/.1DﬂS¢pgA) HOSP(A)

A est trigonalisable dans C, et A est semblable a T, qui comporte sur sa diagonale les valeurs
propres de A, répétées avec leur multiplicité.

Aoty ,1'1< e e X

_ o . : ‘ 0 :
Deplus,si: T = A : ,alors: OKkON, T" =] |

0 - 0 A o - 0 X

Donc: Ok ON, tr(A“) =tr(T*) =) AC.

i=1

. Pour démontrer cette équivalence, on raisonne par double implication :

[O0]Si: SPA) = SAB), alors les valeurs propres de A et de B étant les mémes (avec la méme
multiplicité), on a immédiatement : 0 k ON, N, tr(A*) =tr(B*).
[=] Supposons maintenant que : 0 k O N, tr(A*) =tr(B*).
Notons f4,...,1 les valeurs propres distinctes de A etde B, et m,(4) (ou mg (L)) la multiplicité de
L comme valeur propre de A (ou de B), avec la convention que, si 4 n’est pas valeur propre de A
(ou de B), alors: m,(x) =0 (ou: my(u) =0).
N
Vu qu’on suppose I'égalité de toutes les traces, on adonc: O k TN, Z(mA(,ui) —mg (1)1 =0.
i=1
Or ces N égalités correspondent a un systéme linéaire dont est solution le N -uplet (X,...,Xy ) avec :
O1<sisN, x5 =my(4)-mg(4).
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Mais le déterminant de ce systeme est un déterminant de Vandermonde ou les f4,...,4, sont distincts
deux a deux.

Donc ce déterminant étant non nul, le systéme a une solution unique qui est le N -uplet nul.

Par conséquent: 0 1<i< N, x =0, soit: m,(x)=mg(4).

Donc A et B ontles mémes valeurs propres avec la méme multiplicité.

85. On connait des endomorphismes facilement diagonalisables : ceux qui, dans un K-espace vectoriel E de
dimension n, admettent T' valeurs propres distinctes.
Et on sait facilement calculer les valeurs propres de tels endomorphismes lorsque leur matrice
représentative est triangulaire.
L'idée est donc de partir de : u 00 ¥(E), de choisir une base % de E, de noter : A=matg (u), et de

montrer que A est la somme de deux matrices triangulaires a éléments diagonaux distincts deux a deux.
On note pour cela: M = maxa,; - aj'j‘, puis T et T' les matrices respectivement triangulaire supérieure

I<i<j<n

et triangulaire inférieure définies par :

«0Ol<i<jsn,t;=a;,
Ol<j<isn,t; =0,
Ol<i<sn,t;,=a; +i.(M +1), et:

+01l<i<jsn,t); =0,
ODl<j<isn, t) =a;,
Ol<isn, t;;=a;-i.(M +1).

Il estimmédiatque: T +T'= A.

Dautre part, si: J1<i<j<n, t; =t ,, alors: ‘a,-yi —aj’j‘ =|i - j|.(M +1) > M, ce qui est impossible.

D
Donc les éléments diagonaux de T sont distincts deux a deux, de méme pour T'.

Donc T et T' admettent chacune T' valeurs propres distinctes, égales a leur éléments diagonaux, et sont
donc toutes deux diagonalisables.

Si enfin, on note v et V' les endomorphismes de E ayant T et T' pour matrice représentative dans .%,

alors: u=v+V', v et V' étant diagonalisables.

86. a. Pour: n=1, notons :
« P, (et F,) les événements : « obtenir Pile (Face) au n"™™ lancer », et :

» C, I'événement : « obtenir 3 Pile consécutifs lors des n premiers lancers ».
Il estimmédiat que : p, = p, =1, puisqu’il n’y a pas assez de lancers pour obtenir 3 Pile.
Puis la probabilité g, d’obtenir 3 Pile consécutifs lors des 3 premiers lancers vaut :

9, = P(R n P, n R)=P(P).P(R,).P(R,) :%, par indépendance des lancers.

) : 7
Et par complémentaire : p, =1-q, = .

b. On utilise le systeme complet d’événements (F,, (P, n F._,), (P, n P nF. ), (PR, nP_nP._)).
Les événements proposés sont bien incompatibles et leur réunion forme bien l'univers et la formule des
probabilités totales permet d’écrire :

P(C,) =P (C,)P(F)+ Py .r ,(C)-P(R, N F)+ Py o e, (C)-P(P, 0 Py 0 FLy)
+ PPnnPn,ln P-2 (C_n)P(Pn N I:)n—l n I:)n—2)'
Or PFn (C_n) correspond a la probabilité de ne pas avoir 3 Pile consécutifs lors des n premiers lancers

sachant qu'on a obtenu Face au n*™ lancer.
C’est donc la probabilité de ne pas avoir 3 Pile consécutifs lors des n—1 premiers lancers et :

P (C_n) = Pna-

De méme : PF,annil (C.) =P, et: PF,nnF,HﬂFW2 (C.)=Pns-
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Enfin: B, » . (C,) =0, puisque les trois derniers lancers donne chacun Pile.

Finalement et par indépendance : 0 n=4, p, = P(C,) =%.pn_l +1.pn_2 +é.pn_3.

4
P, 0 10
c.Onposealors: 0 n=1, X =| p,,, |,et: A=|0 0 1|, etona:0n=1, X, =AX,.
1 11
P2 8 4 2
On en déduit classiquement: 0 n=1, X, = A"".X,.

2

: 1 .
On calcule ensuite : y,(X) = x° _E'X —Z.x—g, et on remarque que 0 n’est pas racine de X, .

Puis:DzDC*,(XA(z):o)j(1:2i+ 1.
2z

4.2° 872°

), et si de plus on suppose : |4 =1, alors :

1 1 1,117 <1, ce qui est absurde.

1
1= |1| = + >t s St 7
2|7 42* 8l4° 2 4 8
Donc les racines de Y, sont toutes de module strictement inférieur a 1.

. , 1 1 1
Enfin: 0 xO[-11], x,'(X)=3x° _X_Z = '(X_E}(X-FE)

ol
N -

: , 1 : L :
Donc X €eststrictement croissante sur [—l—6:| , Strictement décroissante sur [— }, et strictement

croissante sur [% ,1} , et comme de plus : y,(-1) = —%1< 0,et: x,( =% >0, on en déduit que X,

s’annule en un unique réel entre —1 et 1.
Les deux autres racines sont complexes conjuguées, et toujours de module strictement inférieur & 1.

La matrice A est donc diagonalisable, et: 0 n>1, X, =P.D"".P™.X,.
En développant, la premiére montre que la suite ( p,) est combinaison linéaire de (a"), (8"),(y"), a,

[ et y étant les racines de x,.
Mais comme ces trois suites (géométriques) tendent vers 0, on conclut que : lim p, =0.

n - +oo

+00
Remarque : sion note: A= ﬂCn , alors A est 'événement : « ne jamais obtenir 3 Pile consécutifs ».

n=1

Or:On0ON* C_ ,, U C_n donc par continuité décroissante : P(A) = lim P(C_n) = lim p, =0.
n— +oo n

+
n+l - 400

On en conclut que A est presque impossible et qu’on obtiendra 3 Pile consécutifs presque sirement au
cours des lancers.

Polynémes de matrices, utilisation de polynémes.

87.

On appelle u 'endomorphisme canoniquement associé & A (donc dans R®).

On cherche alors une base de R® telle que la matrice proposée représente U dans cette nouvelle base.
Pour la trouver, on peut raisonner comme par analyse-synthése.

Pour cela, sion note : % = (¢€,6€,,€,), alors :

» ¢ Uker(),
c ue) =8,
« ule,) =-e,, donc: u®(e,) =-e,, et: e, Okeru® +id.).
or: keru? +id.) # {0}, sinon u? +id_ serait inversible, A? + 1, aussi, et I'égalité : A(A*+1,)=0,
conduirait a : A=0 (en multipliant par (A* +1,)™).
Donc on peut trouver : e, Oker(u® +id;),et: e, #0.
On pose alors : &, = u(e,), qui est aussi non nul puisque : u(e,) =u’(e,) =-e, #0.
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88.

89.

Enfin, A étant de taille 3x3, a un polyndme caractéristique réel de degré 3, qui admet donc au moins une
racine réelle.

Or cette racine (valeur propre de A) doit étre racine du polynéme annulateur : P = X3+ X, qui lui
n'admet que 0 comme racine réelle.

Donc 0 est valeur propre de A et on peut trouver : &, OR® e #0, u(e)=0.
Montrons enfin que la famille ainsi construite convient.
Soit donc une combinaison linéaire nulle de ces trois vecteurs : a,.e, +a,.e, +a,.e; =0.

Alors en prenant deux fois I'image par u, on obtient: a,.e, —a,e, =0,et: —a,.e, —a,e, =0.

En multipliant la premiére égalité par a,, la deuxieme par a, et en ajoutant, on obtient : (6732 + azz).e3 =0.
Puisque e est non nul, on en déduit que : a, = a, =0, et en revenant a I'égalité de départ: a, =0.

La famille est donc libre et constitue une base de R®.

00 O
Enfin, la matrice de U dans cette base (notée &) estbien: B=|0 0 -1].
01 O

Conclusion : si on appelle P la matrice de passage de la base canonique a %, elle permet d’écrire :
A=PBP™, et A estbien semblable & B.

On dispose d’'un polyndme annulateur scindé a racines simples dans C, qui est X" —1.

Donc A est diagonalisable comme matrice a coefficients complexes, et ses valeurs propres sont des
racines p " de l'unité.

D'autre part, Y, esta coefficients réels (puisque A est une matrice réelle), donc ses racines sont réelles

ou complexes conjuguées.
Si x, ades racines réelles, elles ne peuvent donc valoir que *1, et A est semblable & une matrice

diagonale D comportant sur sa diagonale +1.

Ordanscecas: D*=1,,donc: A’ =1,,et: A®=1,.

Si x, n'a pas de racines reelles, alors elles sont complexes conjuguées et valent e*"?  pour une valeur :
6 OR,avec: 8#0(n).

Mais la somme de ces valeurs propres vaut tr(A), et également 2.cos@) .

Enfin, A étant a coefficients entiers, tr(A) est entier, et comme : 8 # 0 (77), on doit avoir :

2.cos@) O{- 10+1}.

* si: cosp) :%, alors: @ = ig (2m), et A estsemblablea: D = e’

Onaalors: D® =1,,donc: A®=1,,et: A®=1,.
i 0
e si: cosf) =0, alors : HZig (21, et A estsemblablea: D :(O J puis :

D*=A*=1,,et: A¥=1,.

2
e si: cosp) = —%, alors: @ = 12;372 (27), et A estsemblablea: D = e’ _QH , d’ou :
0O e 3

D®=1,,donc: A’=1,,et: A®=1,.
Finalement, dans tous les cas: A% =1,.

a. On peut remarquer que : ‘M? =1_—M, donc: detM — 1) =(-1)".(det(M))*.
Il est alors évident que : (LI SEM)) = (detM —1,)#0) = (det(M) Z0) = (M inversible).
b. De plus : ‘M 2 =1,—M, entraine : |, =M :(|\/|2—|n)2 :(|n—|v|)_(|n+|\/|),(|n—|v|2),etdonc:
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(1, =M)I(1, +M).(1, -M?)=1,]=0= (I, - M).(-M* - M2 +M).
On a donc le polyndme : P = (X —1).X.(X?+ X —1), qui est annulateur pour M , scindé & racines
simples et donc M est diagonalisable.

90. Puisque X" -1 est annulateur pour A, A est diagonalisable et ses valeurs propres sont parmi les
racines n'°"* de l'unité.

A 0 - 0
Sion note A,,...,A, ces valeurs propres, A estsemblablea: D = O
0O -~ 0 A

Considérons alors une combinaison linéaire : a,.l , +a,.A+...+a,_.A"" =0.
Elle est équivalente a :
«a,l,+a.D+..+a,_,.D"" =0, puis au systtme :

«+01<k<n, a,+a.A +..+a, A" =0,etenfina:

1A - AT a,
1A, o A

e M.X=0,avec: M =| "2 2 | et: X = ai
1A, - ,12‘1 a,_,

Si deux des valeurs propres sont égales, alors : det(M) =0, M n’est pas inversible et donc :
OX #0 OcA,1(C), tel que : M. X =0, donc :
0(ay,..»8,4) % (0,...0), tel que : a,.l, +a,.A+..+a _ A" =0,

autrement dit la famille (1, A,...,A”_l) est liée.

Par contraposée toutes les valeurs propres sont distinctes. ‘
On en déduit que les valeurs propres de A sont les n racines n'*™° de l'unité.

Donc : tr(A) = > w=0.
=]

91. P(0) étant nul et P'(0) non nul, on peut écrire: P=a,.X +...+a,. X", avec: a #0.
Donc : a,u+...+a,.u" =0, et en divisant par a, on peut écrire : U=a, .U’ +...+a,u".
Alors :
« O xOker(u), u(x) =0, etdonc : u*(x) =0, d'ou : xOkeru?),
« O xOker@?), u?(x) =0, donc: 0 k=2, u*(x) =0, et a l'aide de I'égalité précédente : u(x) =0.
Donc : ker(u) = ker(u?).
Soit: XUE.
Alors : U(X) = a@,.u*(X) +...+a, u"(X) =u?(a,.x+...+a,u"?(x), et:
X—u(a,x+..+a,u"?(x)) Oker).
Si donc on pose : X, =X—-U(@,X+...+a,u"*(X)), et: x =u(@,x+..+a,u"?(x)), alors :
« x, Oker(u),
o X OIm(u),
* X, X =X.
On adonc : Im(u) + ker(u) = E.
Montrons maintenant que la somme est directe, et pour cela, soit : yIm(u) n ker(u) .
Alors : OXOE, y=u(x), et: u(y) =0=u?(xX), donc: xOkeru?), dou: xOker(u), et: y=u(x) =0.
On a donc bien : E =Im(u) O ker(u) = E.
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92. a. On commence par calculer B¥, pour : k O N, par récurrence sur N, en prouvant que :

0Ok ON* B¥ = AT KA .
0 A

N
Vu les propriétés sur les polyndmes de matrices, on en déduit que si: P = Zak.x * O R[X], alors :
k=0

p(B):ia_Bk:ia{Ak k.AkJ: éak-A kZ:;ak'k'A :(P(A) A.P'(A)J.

k N
0 A 0 > a, A" 0 PA
k=0
b. Si B est diagonalisable, il existe un polynbme annulateur P scindé a racines simples dans R pour B.

P(A) AP'(A
0 P(A)
Donc A est diagonalisable.

De plus, soit A une valeur propre de A.
Puisque X.P' est également annulateur pour A, A estracine de P etde X.P',et: A.P'(A)=0.

Mais P et P' n'ayant aucune racine en commun, donc : P'(A)#0,et: A =0.

Autrement dit A est diagonalisable et sa seule valeur propre est 0: A est nulle.
Réciproquement, il est immédiat que si A est nulle, B est diagonalisable.

Onaalors: 0= P(B):( J,donc: P(A) = AP'(A) =0.

93. a. Puisque U est inversible, 0 n’est pas valeur propre de U ni de u®, u® étant aussi inversible.
 Si U est diagonalisable, alors dans une base de E formée de vecteurs propres de U, la matrice
représentative de U est une matrice diagonale D .

Il est alors évident que la matrice de u”® est D? donc u?® est bien diagonalisable.

« Supposons maintenant u® diagonalisable, et considérons le polynéme : A= |_| (X =A), qui est
A0Spu?)

scindé a racines simples.

Dans une base de vecteurs propres la matrice A de u” est diagonale, et ses éléments diagonaux

d,,...,d, sont les valeurs propres de u?.
Puis A(A) est diagonale et ses éléments diagonaux sont A(d,),...,A(d,) et sont tous nuls.
Donc : A(A) =0, puis : A(u?) =0, et A est annulateur pour u®.
On pose alors : B = |_| (X =) .(X + ),
HPOSRu?)
et B est scindé & racines simples car les valeurs propres de u? sont non nulles.
Puis : B(u) = |_| ((u=pid).(u+ pidy)) = |_| (u®-Aid.) = Au®) =0,
£20spu?) AOSHU?)
et B est annulateur pour u, scindé a racines simples, donc u est diagonalisable.
b. On a toujours I'implication : (u diagonalisable) = ( P(u) diagonalisable),
puisque si la matrice de U est diagonale dans une base de E, celle de P(u) dans cette méme base
I'est aussi.

Réciproquement, si P(u) est diagonalisable, notons : A= (X=A2).
ADSHP(u)
Alors A est comme précédemment annulateur pour P(u) (démonstration identique a la précédente a

I'aide cette fois d’une matrice diagonale A représentative de P(u)).
Puis le polynéme : B=(P-A,)...(P—A), est annulateur pour u (comme précédemment) et en I'état,

le polynbme B peut avoir des racines multiples.
Mais deux facteurs P -/, et P-4, avec: i # j, n'ont pas de racine commune.

En effet si c'était le cas, il existerait a telque: P(a)-A =0=P(a)-A,,soit: A =4;.

Supposons maintenant qu’'un des facteurs P — A, ait une racine au moins double & , et donc qu’on ait :
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B=(X-a)"C,avec: m=2,et: C OC[X].
Alors: P(a)-A =0=(P-A)(a)=P'(a).
Or a ne peut étre valeur propre de u car alors : 0= P'(a), serait valeur propre de P'(u), ce qui ne
peut se produire puisque P'(u) est inversible.
Donc I'endomorphisme U —a.id. est inversible et en composant par (U—a.d_)™, on peut écrire :
0=B(u) =(u—-aid.)"oC(u), donc: 0=((u-aid.)™)"o(u—-a.id.)"oC(u), et: C(u) =0.
Comme on peut reproduire cette simplification pour toutes les éventuelles racines multiples de B, on
obtient a la fin une égalité : R(u) = 0, ou R est un polynéme sans racines multiples.

Ayant mis en évidence un polyndme R annulateur pour U, scindé a racines simples, U est bien
diagonalisable.

94. a. Puisque H ne contient pas de matrice inversible,ona: |, OH , et: e/ ,(K) =H OVec(l ).
Soit maintenant A une matrice nilpotente.
Alors: Oa OK,OMOH, A=al +M.
La matrice M n’étant pas inversible, il existe : X O ,1(K), X #0, M.X =0, soit: AX =a.X.
Autrement dit X est vecteur propre de A associé a la valeur propre a.
Mais A étant nilpotente, elle a pour seule valeur propre possible 0 donc: a =0,et: A=M [UH .
b. Si H est un hyperplan de ¢/ (K), supposons qu'’il ne contienne pas de matrice inversible.
Alors il contient les matrices E;;,,, pour: 1<i<n-1, etlamatrice E, .

En effet, elles sont toutes nilpotentes (d’ordre 2 car leur carré est nul).
H étant stable par combinaison linéaire, H contient alors leur somme qui vaut :

01 0 -0

M=]: . -, 0}, etquiestinversible.
0 I |
10 - - 0

Donc H doit contenir au moins une matrice inversible, et: H n Gl (K) # 0.

Sous-espaces vectoriels stables.
95. a. Supposons donc que F est un sous-espace vectoriel de E stable par F, et que f est diagonalisable.

Notons .2 une base de E formée de vecteurs propres de f .
L’'endomorphisme f. induit par f dans F est aussi diagonalisable (et ses vecteurs propres sont des

vecteurs propres de F).
Considérons alors une base % de F formée de vecteurs propres de f. (donc de f).

On peut alors compléter % en une base de E a l'aide de vecteurs de %, en: B 0 L.
Si maintenant on pose : G =Vecl(.%"), alors G est clairement stable par f (car ayant une base
formée de vecteurs propresde f)et: FOG=E.
b. Notons E,(f),...,.E (f) les sous-espaces propresde f et: F =E (f)U...0E (f).
Alors F est un sous-espace vectoriel de E stable par f .
Donc F admet un supplémentaire G stable par f .
Mais si : dim(G) =1, alors I'endomorphisme f induit par f dans G admet au moins une valeur

propre et un vecteur propre (puisque tout polynbme complexe de degré au moins 1 admet au moins
une racine dans C).

Ce vecteur propre de f étant aussi un vecteur propre de f , il devrait appartenir a I'un des
sous-espaces propres précédents donc a F n G, ce qui n’est pas possible puisqu’il est non nul.
Donc: dim(G) =0,et: E=F =E(f)0...0E ().

E étant la somme des sous-espaces propres de f, f est diagonalisable.
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96. a. Il estimmédiat que C, estinclus dans £(E), non vide car contenant O et stable par combinaison

linéaire, du fait de la linéarité de u.
b. L'implication [=] est un théoreme.
Pour l'implication [[J ], supposons que tout sous-espace propre de U est stable par g.

Alors: 0 A0OSpu), O xOE, (u),
* u(g(x)) =A.9(x), car: g(x)UE,(u), et:
* g(u(x) =g(A.x) = A.9(x).
Donc pour ces vecteurs, on a bien : uog(x) = gou(x) .

Mais comme on peut former une base de E a I'aide de vecteurs propres de U, on en déduit que I'égalité
précédente est vraie pour tout vecteur d’'une base de E, donc que : uog = goL.

c. Puisque u est diagonalisable, on sait que :
0 A0Spu), dim(E, (u)) =m,.

Notons A,,...,A, les valeurs propres distinctes de U et % une base de E, (u) pourtout: 1<k < p.
Considérons alors I'application ¢ définie de C, dans £(E, (u))X...x‘,%(EAp(u)), qui & g dans C, fait
correspondre le p-uplet de ses restrictions dans les sous-espaces propres de U (qui sont tous stables
par g, d’aprés la question b.).
¢ est clairement linéaire.
De plus elle est bijective, car si on se donne g,,...,g, des endomorphismes de E, (u), ..., EAp (u), il

existe un unique g qui admet ces endomorphismes comme restrictions.

En effet, si g existe, alors pour tout : 1<k < p, et tout vecteur € de %, on doit avoir : g(e) = g, (e),
et 'unique endomorphisme g ainsi défini (puisque défini pour tous les vecteurs d’une base de E) a bien
pour restrictions dans les différents sous-espaces E, (u) les endomorphismes g, .

De plus, g commute alors avec u puisqu'il stabilise tous les sous-espaces propres de U.

Donc ¢ est un isomorphisme, et on en déduit que :
dim(C,) =dim(¥ (EA1 (W) +...+dim(¥ (EAp (w) = Zmﬂ2 .

A0SHu)
n
d. Dans ce cas, la relation précédente montre que : dim(C,) = Zl= n.
i=1
De plus, les n endomorphismes proposés commutent avec U donc sont dans C,.
Enfin, si: a,id; +...+ @, u"" =0, cela fournit un polynéme annulateur pour U qui est :
— n-1
P=a,+a, X+.+a X"
Or ce polyndme doit admettre comme racines les n valeurs propres distinctes de u : cela n’est
possible que si P est nul car : degP) < n-1.

Donc: a,=a, =...=a,, =0, la famille est libre et c’est donc bien une base de C, .

97. a. Soit F un sous-espace vectoriel de E de dimension p stable par u.
La matrice de U dans une base : & = % 0 .%’, de E adaptée a F est de la forme :

A B
mai g (U) = (O CJ =M, ou A est en fait la matrice dans .2 de U, endomorphisme induit par u

dans F.
Alors @ x,(X) =deti.l, —M) =deti.l , - A).detk.l,_, —C) = x;, (¥)-xc (%),
et donc yx, divise bien Y, .
b. Il'y a des entiers k tels que la famille (X,,U(X,),...,u“™(x,)) soit libre.
En effet, pour : k =1, la famille (x,) est libre, étant donné que X, est non nul.
De plus, les familles de type précédent ne peuvent comporter plus de n vecteurs, car : dim(E) =n.
Il existe donc un plus grand entier p tel que (X,,U(X,),...,u"(X,)) soit libre.
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Puis (X,,U(X,),..-,u"(X,)) est liée (par définition de p) et donc :

0(ay,....a,) O K™, non tous nuls, tel que : a,.X, +a,u(X,) +...+a,u"(x)) =0.
Orsi a, était nul, tous les autres le serait aussi de fait de la liberté de la famille (X, U(X,),...,u P(x%,))-
Donc a, estnon nul et u®(x,) s'écrit comme combinaison linéaire de X,,u(X,),...,u P7(x,) , donc

appartienta F, .

c. Tous les vecteurs parmi X,,U(X,),...,u"*(x,) ont évidemment une image par u dans F,, -

0 a,
1 .
. Lamatrice de O dans la base précédente de F, est: A=/0 "-. . I |,
0
0O - 0 1 a,,

Il est alors clair par combinaisons linéaires que tout vecteur de F, a sonimage par u dans F, , et F,

est stable par u.

ol la derniére colonne correspond aux coordonnées de UP(x,) dans la base (X,,U(X,),...,u" ™ (X,)).
Le polyndme caractéristique de 0 estalors : x,(X) =x” —a, x"" —..—ay,

comme on le montre en développant par exemple le déterminant correspondant par rapport a la
derniére colonne.

. On constate alors que : x; (U)(X,) =u® (%) —a,,u P (X,) = .= X, =0.

Enfin, ), divise x, etil existe : Q OKI[X], ¥, =Q.X;, donc: x,(u) = Q(u)ox,(u).
En particulier : x; (U)(X,) = Q(u)ox; (U)(%,) = Q(U)(Xa (U)(X,)) = QU)(0) = 0.

f.Onamontré que: O X, UE, x, Z0, x,(u)(%,)=0.

98. a.

Comme il est évident de plus que : ), (u)(0) =0, onamontré que : 0 XOE, x,(u)(x) =0.
Donc: x,(u)=0.

Le théoreme de Cayley-Hamilton fournit un polynédme normalisé annulateur pour u : X, .

. Puisque le degré de tels polyndbme est minoré par 1, il existe un degré minimum qu’on note p et au

moins un polynéme normalisé P annulateur pour U de degré p.

Supposons alors qu'il existe un autre polyndbme Q normalisé annulateur pour U et de degré p.
Alors P —Q est toujours annulateur pour U mais de degré strictement inférieur a p puisque P et Q
sont normalisés et que leurs termes de degré p s’annulent.

Mais si de plus P —Q est non nul, on obtient alors en divisant P —Q par son coefficient dominant un
polyndme normalisé annulateur pour U de degré strictement inférieur a p ce qui est impossible.
Donc: P-Q =0, etil y a unicité de ce polynéme P et on le note 1, .

c. Puisque 4, est annulateur pour U, toute valeur propre de U est racine de /4, .

d. Soit a une racine du polynéme minimal L, .

e.

Si on suppose que a n'est pas valeur propre de u, alors u—a.d;. estinversible.
Ecrivons alors : ¢, = (X —a).R, ou: degR) = p—1, etou R est normalisé.
On saitque : 0= 4, (u) = (u-a.id.)oR(u), et donc:
(u—aid.) ™ o(u—aid.)oR(u) = (u-a.id.) oy, (u) =0, dou: R(u)=0.
Or R serait alors un polynbme annulateur pour U normalisé et de degré strictement inférieur & p, ce

qui est impossible.
Donc a est valeur propre de U.

En conclusion, 4, et y, ont exactement les mémes racines.
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