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Réduction d'endomorphismes (corrigé niveau 3).  
 
Valeurs propres, vecteurs propres, spectre. 
72. a. Il est clair que l’image d’une suite convergente est une suite convergente, puisque u  opère sur ces  

    suites un « décalage vers la gauche ». 
    De plus, la linéarité de u  se vérifie sans peine. 
    Si on cherche les valeurs propres (et les vecteurs propres) de u , on cherche ( nx ) convergente non  

    nulle, et λ réel tels que : ).())(( nn xxu λ= , soit : ∀ n  ∈ �, nn xx .1 λ=+ .  

    ( nx ) doit donc être géométrique, et valoir : ∀ n  ∈ �, 0.xx n
n λ= . 

    Comme de plus, elle doit être convergente, on doit avoir : 11 ≤<− λ , ou : 00 =x . 

    Réciproquement, soient : 11 ≤<− λ , et ( nx ) définie par : ∀ n  ∈ �, n
nx λ= . 

    Alors ( nx ) est non nulle (même si : 0=λ , valeur pour laquelle : ,...)0,...,0,0,1()( =nx ), et : 

      ).())(( nn xxu λ= . 

    Donc : ]1,1])( +−=uSp , et : ∀ )(uSp∈λ , ))(()( nVectuE λλ = , et est donc de dimension 1.  

b. v  opère lui un décalage vers la droite. 
    C’est, comme pour u , un endomorphisme de E. 
    On cherche de même les vecteurs propres et valeurs propres de v , en posant : 
      ( nx ) ∈ E, λ ∈ �, tels que : ).())(()( nnn xxvy λ== , soit :  

      00 .0 xy λ== , et : ∀ n  ∈ �, 11 . ++ == nnn xxy λ . 

    Distinguons alors deux cas : 

      • si : 0≠λ , alors : 00 =x , puis par récurrence : ∀ n  ∈ �, 0=nx , car : 
λ

n
n

x
x =+1 , et : 0)( =nx . 

      Donc une valeur propre de v  ne peut être non nulle. 
      • si : 0=λ , alors : ∀ n  ∈ �, 0.0. 11 === ++ nnn xxx λ , donc à nouveau : 0)( =nx . 

    Finalement, v  n’a pas de valeur propre.  
 

73. a. Notons tout d’abord que, pour x  fixé, les fonctions sous les intégrales définissant ))(( xfu  et ))(( xfv  

    sont des fonctions de t définies et continues sur [-π,+π], ce qui garantit l’existence de ces intégrales. 
    Puis on peut écrire : ∀ x  ∈ [-π,+π],  
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    De même : ∀ x  ∈ [-π,+π], 




−





= ∫∫

+

−

+

−

π

π

π

π
dttftxdttftxxfv ).().sin().cos().().cos().sin())(( .  

b. Sous la forme précédente, il est immédiat que )( fu  et )( fv  sont des fonctions définies et continues de  

    [-π,+π] dans �, et ceci pour toute fonction f  de E. 
    Comme la linéarité de u  et de v  est immédiate, ce sont bien des endomorphismes de E. 
c. La forme établie en a. montre que : ∀ f  ∈ E, cos)(sin,)( Vectfu ∈ , de même pour v . 

    Soit maintenant f  un vecteur propre de u  et λ une valeur propre associée. 

    On a donc : cos.sin..)( BAffu +== λ . 
    On distingue alors deux cas : 
      • si : 0≠λ , alors f  est combinaison linéaire de sin  et cos, donc on peut poser : cos.sin. baf += . 

    Mais alors : π
π

π
.).().cos( bdttft =∫

+

−
, et : π

π

π
.).().sin( adttft =∫

+

−
, d’où : fabfu .sin..cos..)( πππ =+= . 

    Donc π est valeur propre de u  (et c’est la seule non nulle) et l’espace propre associé est cos)(sin,Vect . 

      • si : 0=λ , alors ( cossin, ) étant libre, on doit avoir : 0).().sin().().cos( == ∫∫
+
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    Réciproquement, si f  vérifie cette double condition, alors : 0)( =fu . 
    Donc 0 est valeur propre de u  (il existe des éléments de E non nuls vérifiant les deux conditions  
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    au-dessus car il suffit de prendre : 1=f , comme vecteur propre) et son espace propre associé est :  

      =)(0 uE { 0).().sin().().cos(, ==∈ ∫∫
+
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−
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π
dttftdttftEf }. 

    Pour v  on raisonne de la même façon. 
    Mais pour : 0≠λ , (avec les mêmes notations), on doit avoir :  
      cos).sin..(cos..sin..)( baabfv +=−= λππ ,  

    soit : πλ .. ba = , πλ .. ab −== , et en multipliant la première égalité par a , et en soustrayant la deuxième  

    multipliée par b , on aboutit à : 0).( 22 =+ baλ , soit : 0== ba , et finalement : 0=f . 
    Donc v  n’a pas de valeur propre non nulle. 
    En revanche, 0 est encore valeur propre de v  pour le même espace propre que u .    
 

74. a. La fonction g  obtenue à partir de f  est clairement définie sur �, continue sur �*. 

    En 0, g  a une limite finie, car si on note F une primitive de f  sur � (qui existe puisque f   est continue  

    sur �), alors : ∀ 0≠x , 
0
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    Autrement dit, g  est continue en 0, et donc sur �.  

    Enfin, la linéarité de ϕ est immédiate : 

      ∀ ( 21, ff ) ∈ E2, ∀ (λ1, λ2) ∈ �2, ∀ 0≠x , ∫ +=+
x

dttff
x
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0 22112211 ).)(..(.

1
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    et cette égalité étant évidemment vraie aussi pour : 0=x , on en déduit la linéarité de ϕ. 
b. Soit : f  ∈ E, et : λ ∈ �, tels que : ff .)( λϕ = . 

    En notant F  la primitive de f  sur � s’annulant en 0, alors :  

      ∀ x ∈ �*, )().(. xFxxf =λ , soit encore : )().('. xFxxF =λ , 

    et F  est solution de l’équation différentielle : 0'.. =−yyxλ . 

    Si : 0=λ , alors : 0=F , et : 0'== Ff , donc 0 n’est pas valeur propre de ϕ. 

    Si : 0≠λ , alors sur �+*, F  vaut : ∀ 0>x , λλ

11

..)( xCxCxF == . 

    On en déduit que f  vaut, sur �+* : ∀ 0>x , 
1

1

..
1
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−
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λ
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    Mais comme f  doit être continue sur �, elle doit admettre une limite finie en 0, ce qui entraîne :  

      01
1 ≥−
λ

, soit : 1 ≥ λ > 0. 

    Les seules valeurs propres possibles de u  sont donc les réels de l’intervalle ]0,1]. 
    Réciproquement, pour un tel réel λ, on a vu (avec les notations précédentes) que : 

      ∀ 0>x , 
1

1

.)(
−

+= λxCxf , et : ∀ 0<x , 
1

1
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−

−= λxCxf . 

    Distinguons alors deux cas : 
      • 1=λ , et f  est constante à droite et à gauche de 0. 

    On doit prendre : )0(fCC == −+ , et les fonctions constantes non nulles sont bien (comme on le  

    vérifie) vecteurs propres de ϕ pour la valeur propre 1, l’espace propre associé étant de dimension 1,  
      • 10 << λ , et f  tend à droite et à gauche vers 0 en 0, et ceci pour tout choix (indépendamment) de  

    +C  et −C , autrement dit les vecteurs propres (comme on le vérifie) sont définis pour ces λ par : 

        ∀ 0>x , 
1

1

.)(
−

+= λxCxf ,  

        ∀ 0<x , 
1

1

.)(
−

−= λxCxf , 

        0)0( =f  ; 
    et forment un espace vectoriel de dimension 2.      
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75. a. Soit : X  ∈ Mn,1(K), 0≠X , XXBA ... λ= . 
    Alors : XBXBAB ..... λ= , et comme XB.  est non nul, puisque : 
      ( 0. =XB ) ⇒ ( 0... == XXBA λ ) ⇒ ( 0=X , ou : 0=λ ), ce qui est exclu, 
    on vient de trouver un vecteur propre de AB.  associé à λ. 
    Conclusion : λ est bien valeur propre (non nulle) de AB. .  
    L’implication inverse est évidemment vraie, A  et B  jouant des rôles symétriques. 
b. Supposons maintenant que 0 est valeur propre de BA. . 
    Alors BA.  n’est pas inversible (puisqu’il existe : X  ∈ Mn,1(K), 0≠X , 0.. =XBA ), et : 0).det( =BA . 

    Puis : 0).det()det().det()det().det().det( ==== BABAABAB , et AB.  n’est pas non plus inversible. 

    Dans ce cas, 0 est aussi valeur propre de AB. .   
c. Toute valeur propre de BA.  étant valeur propre de AB.  (nulle ou pas), et cette implication étant aussi  
    vraie dans l’autre sens puisque A  et B  jouent des rôles symétriques, on en déduit que :  
      ).().( ABSpBASp = . 
Remarque : on ne dit rien ici des multiplicités. 
 

76. a. Soit λ une valeur propre de u  et f  un vecteur propre associé. 

    Alors : ∀ 0≥x , )(.)1())(( xfxfxfu λ=+= . 

    Si on note L  la limite (finie) de f  en +∞, on a donc : LL .λ= , ou encore : 0)1.( =− λL . 

    Donc, si : 0≠L , alors : 1=λ .  
b. Réciproquement, 1 est valeur propre de u  si on peut trouver f  non nulle et avec une limite finie en +∞,  

    telle que : ∀ 0≥x , )()1( xfxf =+ . 

    f  est donc une fonction périodique de période 1. 

    Mais une telle fonction ne peut admettre une limite finie en +∞ que si elle est constante. 
    On vérifie alors sans peine que 1 est valeur propre de u  et son espace propre associé est l’ensemble  
    des fonctions constantes.  
c. On sait qu’il existe une valeur 0x  telle que : 0)( 0 ≠xf , et il est immédiat par récurrence que : 

      ∀ n  ∈ �, )(.)( 00 xfnxf nλ=+ . 

    f  étant supposée tendre vers 0 en +∞, la suite ( )( 0 nxf + ) tend aussi vers 0, donc : 1<λ .  

d. Soit enfin λ tel que : 1<λ . 

    Soit alors une fonction affine sur [0,1] telle que : 1)0( =f , λ=)1(f , et telle que : 

      ∀ n  ∈ �, ∀ x  ∈ [ 1, +nn [, )(.)( nxfxf n −= λ , soit : ∀ 0≥x ,    )(.)( xxfxf x −= λ . 

    Alors f  est affine sur chaque intervalle [ 1, +nn ] et se raccorde en toutes les valeurs entières. 

    On vérifie de plus que : ∀ 0≥x , )(.)1( xfxf λ=+ , 

    et enfin f  a bien une limite finie nulle en +∞, puisque : )(max.)(max
]1,0[]1,[

xfxf
x

n

nnx ∈+∈
= λ . 

    Autrement dit, on a trouvé un vecteur propre associé à λ pour u  dans E. 
    Finalement : ]1,1])( +−=uSp . 
 

77. a. Si : 1)( =urg , alors : 1))dim(ker( −= nu , donc 0 est valeur propre de u  de multiplicité au moins 1−n   

    et la somme des valeurs propres de u  valant )(utr , la dernière valeur propre de u  vaut )(utr . 

    Donc : 111 ).())(.())(.()0()( −−− −=−=−−= nnnn
u xutrxutrxxutrxxxχ . 

b. Si : 2)( =urg , alors : 2))dim(ker( −= nu , 

    Soit : B = ( nee ,...,1 ), une base de E, telle que ( nee ,...,3 ) soit une base de )ker(u . 

    Alors la matrice de u  dans B s’écrit : matB
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b. On peut alors calculer : ))..().(.()( 22 cbdaxdaxxx n
u −++−= −χ . 

    De plus : matB
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u , par exemple avec un calcul par blocs et :  

      cbdadacbdautr ..2..2)(..2)( 2222 +−+=++= , donc : )())(.(
2

1
.. 22 utrutrcbda −=− . 

    Finalement : ))()(.(
2

1
).(.()( 2222 utrutrxutrxxx n

u −+−= −χ .   

 
Diagonalisation, trigonalisation. 
78. a. Le rang de A  vaut 2 puisque les deux premières colonnes forment une famille libre et les suivantes  

    sont égales à la première. 
    Donc 0 est valeur propre de A  puisque A  n’est pas inversible.  
b. Puisque le noyau de A  (ou de l’endomorphisme de �4 canoniquement associé à A ) est de dimension  
    2, 0 est valeur propre de A  d’ordre au moins 2 et Aχ  est donc factorisable par 2x , d’où l’écriture  
    proposée de ce polynôme. 
c. La trace de A  étant la somme des racines de Aχ , on a évidemment : kba =+++ 00 , soit : kba =+ . 

    Puis A  est trigonalisable et sur la diagonale d’une matrice triangulaire T  semblable à A , on trouve  
    ba,  et deux fois 0. 

    Or 2A  a comme éléments diagonaux 23 k+  et 1 répété trois fois, et est semblable à 2T  qui a sur sa  
    diagonale les carrés des éléments diagonaux de T . 
    Donc : 00)3(111 222 +++=++++ bak , soit la deuxième égalité. 

d. Le cas : ba = , conduit à : ka =.2 , et : 22 .26 ak =+ , soit : 2212 kk =+ , soit : 122 −=k , et :  

      3..2 ik ±=  , valeurs pour lesquelles on a : 3.iba ±== .  

    Pour : 3...2 εik = , avec : 1±=ε , A  a donc : 
      • une valeur propre double 0 et un espace propre associé de dimension 2, d’une part,  

      • une deuxième valeur propre double 3..iε , pour laquelle l’espace propre associé est de dimension  

    1, de base 
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εi
, comme on le vérifie en résolvant le système 4×4 : XiXA .3... ε= . 

e. Pour les deux valeurs de k  précédentes, A  n’est pas diagonalisable puisque la deuxième valeur  
    propre (double) a un espace propre associé qui est de dimension 1. 
    Pour toutes les autres valeurs, 0 est valeur propre double avec un espace propre associé de dimension  
    2, et les deux autres valeurs propres sont distinctes donc simples avec un espace propre associé pour  
    chacune de dimension 1 : la matrice A  est alors diagonalisable. 

    En conclusion, A  est diagonalisable si et seulement si : 3..2 ik ±≠ . 
Remarque : pour k réel, la matrice A  est symétrique réelle donc diagonalisable dans �. 
 

79. Soit M  un vecteur propre de ϕ et λ sa valeur propre associée. 
Alors : nIMtrMM ).(. +=λ , soit : nIMtrM ).().1( =−λ . 

Distinguons alors deux cas : 
  • 1=λ , entraîne : 0)( =Mtr . 

  • 1≠λ , entraîne : M  colinéaire à nI . 

Puisque les deux familles de matrices que l’on trouve sont dans des espaces respectivement de 
dimension 1 et 12 −n , on peut penser à une réciproque à savoir : 
  • ∀ nIM .α= , avec : α ∈ K, alors : MnInIM nn ).1(...)( +=+= ααφ , 
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  • ∀ M  ∈ Mn(K), si : 0)( =Mtr , alors : MM =)(φ . 

En conclusion, φ est diagonalisable, puisqu’il admet deux valeurs propres. 
  • l’une qui vaut 1 est simple d’espace propre associé la droite )( nIVect ,  

  • l’autre qui vaut 1+n , qui est d’ordre 12 −n , puisque son espace propre associé est l’hyperplan formé 
par les matrices de Mn(K) des matrices de trace nulle.  
 

80. Puisque A  est de rang 2, le théorème du rang appliqué à A  (ou à son endomorphisme canoniquement 
associé) montre que 0 est valeur propre de multiplicité au moins 2−n . 
Puisque : 0)( =Atr , les deux dernière racines λ et µ de Aχ  vérifient : 0)()2.(0 ==++− Atrn µλ , donc 
elles sont opposées. 
Si maintenant on suppose que : 0=−= µλ , alors Aχ  admettrait comme seule racine la valeur 0. 

On aurait alors : n
A xx =)(χ , et le théorème de Cayley-Hamilton montrerait que : 0=nA  (on peut aussi 

dire que A  serait semblable à une matrice triangulaire supérieure stricte, soit avec des 0 sur la diagonale, 
et cela entraîne aussi que : 0=nA ). 

Or nA  est supposée non nulle. 
Donc λ et µ sont non nulles et : µλ ≠ , puisqu’elles sont opposées.  

Donc 0 est valeur propre d’ordre 2−n  avec un espace propre de dimension 2−n  et λ et µ sont des 
valeurs propres simples : A  est diagonalisable. 
 

81. a. Un calcul à la main donne :  4
2222 ).(. IdcbaAA t +++=  

    Donc : )).)det((())(()).()..det(( 4
22222

44 IdcbxaxIxAIxA A
t +++−==−− χ , 

    d’où : 422222 ))(())(( dcbxaxA +++−=χ , 

    et puisque )(xAχ  est de coefficient dominant égal à 1, on conclut que :     

      22222 ))(()( dcbxaxA +++−=χ . 

b. Les racines de Aχ  sont donc : ωλ .²²². iadcbia ±=++±= , avec la notation proposée. 
    On distingue alors deux cas :  
      • si : 0=== dcb , alors a  est valeur propre de multiplicité 4, 
      • si : )0,0,0(),,( ≠dcb , alors A  a deux valeurs propres doubles qui sont ω.ia ± .  
c. A nouveau avec deux cas : 
      • si : 0=== dcb , alors : 4.IaA = , auquel cas A  est diagonalisable puisque diagonale, 

      • si : )0,0,0(),,( ≠dcb , alors chaque valeur propre est double et en notant εµ  ces valeurs propres  

    avec : 1±=ε , on a : 
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IAA ,  

    autrement dit la même matrice que A  où on a remplacé a  par ωε ..i− . 
    On sait alors que cette matrice εA n’est pas inversible donc : 3)( ≤εArg . 

    Puis : 2))dim(ker( ≤εA  (car la valeur propre est double), donc : 2)( ≥εArg . 

    Enfin : 0).)..1((. 4
2222 =+++−= IdcbAA t ωεεε , donc : )ker()Im( εε AAt ⊂ , et :  

      ))dim(ker()( εε AArg t ≤ . 

    Or : )()( εε ArgArg t = , donc : )(4)( εε ArgArg −≤ , et : 2)( ≤εArg . 

    On en déduit que : 2)( =εArg , et : 2))dim(ker( =εA , autrement dit chaque espace propre est de  

    dimension 2, soit la multiplicité de la valeur propre correspondante. 
    A  est donc diagonalisable. 
 

82. a. La linéarité de cette application est due à l’unicité du reste garantie par la division euclidienne. 
    En effet, si 1P  et 1P  sont dans K2[X], et si 1λ  et 2λ  sont des éléments de K, alors : 
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    pour : 2,1=i , ∃ ( ii RQ ) ∈ K2[X]2, iii RQAPX += ..3 , et : 2)deg( ≤iR , où on a posé : 

      )).().(( γβα −−−= XXXA . 

    Donc : )..()...()...( 221122112211
3 RRQQAPPX λλλλλλ +++=+ , et comme : 2)..deg( 2211 ≤+ RR λλ , on a  

    ainsi le reste cherché soit : )(.)(...)..( 221122112211 PuPuRRPPu λλλλλλ +=+=+ . 

b. On peut choisir de raisonner dans une base en lien avec la base de Lagrange associée aux valeurs α, β  
    et γ. 
    On pose donc : )).(( γβα −−= XXL , )).(( γαβ −−= XXL , )).(( βαγ −−= XXL . 

    Alors : RQALX += ..3
α , où : Q  ∈ K2[X], et : 2)deg( ≤R . 

    En évaluant en β  et γ , on en déduit que : 0)()( == γβ RR , donc : ∃ C  ∈ K, )).(.( γβ −−= XXCR . 

    Enfin : )).(.()()).(.()(. 33 γαβααγαβαααα α −−==−−= CRL , et : 3α=C , et on a des résultats  

    similaires pour βL  et γL . 

    On a donc obtenu que : αα α LLu .)( 3= , de même pour les deux autres polynômes. 

    Autrement dit la famille proposée est une base de K2[X], formée de vecteurs propres de u  et u  est bien  
    diagonalisable.  
 

83. a. Raisonnons par double implication. 
    [⇒] Si : )(BSp∈λ , alors :  
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X  ∈ M2.n,1(�), avec : ( ZY, ) ∈ (Mn(�))2, 0≠Y , ou : 0≠Z  tel que : XXB .. λ= . 

    Donc en développant le produit par blocs : YZ .λ= , et : ZYA .. λ= , donc :  

      YYYA .)...(. 2λλλ == , et : ZYAZA .... 2λλ == ,  

    et comme l’une des deux matrices Y  ou Z  est non nulle, on en déduit que 2λ  est valeur propre de A . 

    [⇐] Si : )(2 ASp∈λ , ∃ Y  ∈ M2,1(�), 0≠Y , YYA .. 2λ= , et en posant : 
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, on constate que : 

      • X  ∈ M2.n,1(�), 0≠X , et :  
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    Donc X  est vecteur propre de B  associé à λ , et : )(BSp∈λ . 

b. Soit : )(BSp∈λ . 

    Alors l’application λϕ  définie par : ∀ )(BEX λ∈ , 







=

Z

Y
X , YX =)(λϕ ,  

    est un isomorphisme de )(BEλ  dans )(2 AEλ . 

    En effet : 

      • ∀ )(BEX λ∈ , 







=

Z

Y
X , on a : YYA .. 2λ= , comme vu au-dessus, et : )()( 2 AEX λλϕ ∈ , 

      • λϕ  est clairement linéaire, 

      • λϕ  est injective car toujours avec ce qu’on a vu au-dessus :  

        ∀ )(BEX λ∈ , 







=

Z

Y
X , ( 0)( == XY λϕ ) ⇒ ( 0. == YZ λ ) ⇒ ( 0=X ), 

      • λϕ  est surjective car : ∀ )(2 AEY λ∈ , si on pose : 







=

Y

Y
X

.λ
, on a : XXB .. λ= , et : YX =)(λϕ . 

     Donc λϕ  est un isomorphisme de )(BEλ  dans )(2 AEλ , et : ))(dim())(dim( 2 AEBE λλ = . 

c. En plus de 0 comme éventuelle valeur propre de A  (et donc de B  d’après la question a.) et qui  
    correspond à )ker(A  (et à )ker(B ), chaque valeur propre non nulle iµ  de A  correspond à deux  

    valeurs propres distinctes iλ±  de B , et les p  valeurs propres distinctes non nulles de A  fournissent  
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    ainsi p.2  valeurs propres distinctes pour B  et ce sont les valeurs propres non nulles de B . 

    De plus pour chaque valeur propre non nulle iµ  de A , les deux espaces propres )(BE
iλ±   

    correspondant ont même dimension que l’espace propre )(AEµ . 

    Raisonnons alors à nouveau par double implication : 
    [⇐] Si A  est diagonalisable et inversible, alors 0 n’est pas valeur propre de A  et : 
      nAE

ASp

=∑
∈ )(

))(dim(
µ

µ , et : nAEBE
ASpBSp

.2))(dim(.2))(dim(
)()(

== ∑∑
∈∈ µ

µ
λ

λ , et B  est diagonalisable. 

    [⇒] Si B  est diagonalisable, alors : ∑∑
≠

∈∈

+==
0

)()(

))(dim(.2))dim(ker())(dim(.2

µ
µ

µ
λ

λ
ASpBSp

AEBBEn . 

    Donc : ∑
≠

∈

−==
0

)(

))(dim(.2.2))dim(ker())dim(ker(

µ
µ

µ
ASp

AEnAB , d’où : 

      nAEnnAEnAEA
ASpASpASp

≥
















−+=−=+ ∑∑∑
≠

∈
≠

∈
≠

∈
0

)(
0

)(
0

)(

))(dim())(dim(.2))(dim())dim(ker(

µ
µ

µ

µ
µ

µ

µ
µ

µ . 

    En effet, les espaces propres de A  (pour les valeurs propres non nulles) sont en somme directe et la  
    somme de leurs dimensions vaut au plus n . 

    Mais la somme 
















+ ∑
≠

∈
0

)(

)()ker(

µ
µ

µ
ASp

AEA  est également directe donc la somme des dimensions vaut      

    également au plus n . 

    Finalement : nAEA
ASp

=+ ∑
≠

∈
0

)(

))(dim())dim(ker(

µ
µ

µ , et : 0))(dim(

0
)(

=− ∑
≠

∈
µ

µ
µ

ASp

AEn . 

    D’où :  
      • 0))dim(ker( =A , et A  est inversible et : 

      • ∑∑
∈

≠
∈

==
)(

0
)(

))(dim())(dim(
ASpASp

AEAEn
µ

µ

µ
µ

µ , et A  est diagonalisable. 

 
84. a. A  est trigonalisable dans �, et A  est semblable à T , qui comporte sur sa diagonale les valeurs  

    propres de A , répétées avec leur multiplicité. 

    De plus, si : 





















=

n

nt

T

λ

λ

00

0
,11

L

MOOM

MO

LL

, alors : ∀ k ∈ �, 





















=

k
n

k

kT

λ

λ

00

0

*1

L

MOOM

MO

LL

. 

    Donc : ∀ k ∈ �, ∑
=

==
n

i

k
i

kk TtrAtr
1

)()( λ .  

b. Pour démontrer cette équivalence, on raisonne par double implication : 
    [⇐] Si : )()( BSpASp = , alors les valeurs propres de A  et de B  étant les mêmes (avec la même  

    multiplicité), on a immédiatement : ∀ k  ∈ �, �, )()( kk BtrAtr = . 

    [⇒] Supposons maintenant que : ∀ k  ∈ �, )()( kk BtrAtr = .  

    Notons Nµµ ,...,1  les valeurs propres distinctes de A  et de B , et )(µAm  (ou )(µBm ) la multiplicité de  

    µ  comme valeur propre de A  (ou de B ), avec la convention que, si µ  n’est pas valeur propre de A   

    (ou de B ), alors : 0)( =µAm  (ou : 0)( =µBm ). 

    Vu qu’on suppose l’égalité de toutes les traces, on a donc : ∀ k  ∈ �, 0)).()((
1

=−∑
=

N

i

k
iiBiA mm µµµ . 

    Or ces N  égalités correspondent à un système linéaire dont est solution le N -uplet ( Nxx ,...,1 ) avec :  

      ∀ Ni ≤≤1 , )()( iBiAi mmx µµ −= . 
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    Mais le déterminant de ce système est un déterminant de Vandermonde où les Nµµ ,...,1  sont distincts  

    deux à deux. 
    Donc ce déterminant étant non nul, le système a une solution unique qui est le N -uplet nul. 
    Par conséquent : ∀ Ni ≤≤1 , 0=ix , soit : )()( iBiA mm µµ = . 

    Donc A  et B  ont les mêmes valeurs propres avec la même multiplicité. 
 

85. On connaît des endomorphismes facilement diagonalisables : ceux qui, dans un K-espace vectoriel E de 
dimension n , admettent 'T  valeurs propres distinctes. 
Et on sait facilement calculer les valeurs propres de tels endomorphismes lorsque leur matrice 
représentative est triangulaire. 
L’idée est donc de partir de : u  ∈ L(E), de choisir une base B de E, de noter : matA = B )(u , et de 

montrer que A  est la somme de deux matrices triangulaires à éléments diagonaux distincts deux à deux. 

On note pour cela : jjii
nji

aaM ,,
1
max −=

≤<≤
, puis T  et 'T  les matrices respectivement triangulaire supérieure 

et triangulaire inférieure définies par : 
• ∀ nji ≤<≤1 , jiji at ,, = ,  

  ∀ nij ≤<≤1 , 0, =jit , 

  ∀ ni ≤≤1 , )1.(,, ++= Miat iiii , et :  

• ∀ nji ≤<≤1 , 0' , =jit ,  

  ∀ nij ≤<≤1 , jiji at ,,' = ,  

  ∀ ni ≤≤1 , )1.(' ,, +−= Miat iiii . 

Il est immédiat que : ATT =+ ' . 

D’autre part, si : ∃ nji ≤<≤1 , jjii tt ,, = , alors : MMjiaa jjii >+−=− )1.(,, , ce qui est impossible. 

Donc les éléments diagonaux de T  sont distincts deux à deux, de même pour 'T . 
Donc T  et 'T  admettent chacune 'T  valeurs propres distinctes, égales à leur éléments diagonaux, et sont 
donc toutes deux diagonalisables. 
Si enfin, on note v  et 'v  les endomorphismes de E ayant T  et 'T  pour matrice représentative dans B, 
alors : 'vvu += , v  et 'v  étant diagonalisables.  
 

86. a. Pour : 1≥n , notons : 
      • nP  (et nF ) les événements : « obtenir Pile (Face) au n ième lancer », et : 

      • nC  l’événement : « obtenir 3 Pile consécutifs lors des n  premiers lancers ». 

    Il est immédiat que : 121 == pp , puisqu’il n’y a pas assez de lancers pour obtenir 3 Pile. 

    Puis la probabilité 3q  d’obtenir 3 Pile consécutifs lors des 3 premiers lancers vaut : 

      
8

1
)().().()( 3213213 ==∩∩= PPPPPPPPPPq , par indépendance des lancers. 

    Et par complémentaire : 
8

7
1 33 =−= qp . 

b. On utilise le système complet d’événements ( )(),(),(, 21211 −−−−− ∩∩∩∩∩ nnnnnnnnn PPPFPPFPF ). 

    Les événements proposés sont bien incompatibles et leur réunion forme bien l’univers et la formule des  
    probabilités totales permet d’écrire : 

      
).().(

)().()().()().()(

21

211

21

211

−−∩∩

−−∩∩−∩

∩∩+

∩∩+∩+=

−−

−−−

nnnnPPP

nnnnFPPnnnFPnnFn

PPPPCP

FPPPCPFPPCPFPCPCP

nnn

nnnnnn  

    Or )( nF CP
n

 correspond à la probabilité de ne pas avoir 3 Pile consécutifs lors des n  premiers lancers 

    sachant qu’on a obtenu Face au n ième lancer. 
    C’est donc la probabilité de ne pas avoir 3 Pile consécutifs lors des 1−n  premiers lancers et : 

      1)( −= nnF pCP
n

.  

    De même : 2)(
1 −∩ =

− nnFP pCP
nn

, et : 3)(
21 −∩∩ =

−− nnFPP pCP
nnn

. 
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    Enfin : 0)(
21

=
−− ∩∩ nPPP CP

nnn
, puisque les trois derniers lancers donne chacun Pile. 

    Finalement et par indépendance : ∀ 4≥n , 321 .
8

1
.

4

1
.

2

1
)( −−− ++== nnnnn pppCPp . 

c. On pose alors : ∀ 1≥n , 
















=

+

+

2

1

n

n

n

n

p

p

p

X , et : 



















=

2

1

4

1

8

1
100

010

A , et on a : ∀ 1≥n , nn XAX .1 =+ . 

    On en déduit classiquement : ∀ 1≥n , 1
1.XAX n

n
−= . 

    On calcule ensuite : 
8

1
.

4

1
.

2

1
)( 23 −−−= xxxxAχ , et on remarque que 0 n’est pas racine de Aχ . 

    Puis : ∀ z  ∈ �*, ( 0)( =zAχ ) ⇒ (
32 .8

1

.4

1

.2

1
1

zzz
++= ), et si de plus on suppose : 1≥z , alors :    

      1
8

7

8

1

4

1

2

1

.8

1

.4

1

.2

1
11

32
<=++≤++≤=

zzz
, ce qui est absurde. 

    Donc les racines de Aχ  sont toutes de module strictement inférieur à 1. 

    Enfin : ∀ ]1,1[−∈x , 






 +






 −=−−=
6

1
.

2

1
.3

4

1
.3)(' 2 xxxxxAχ . 

    Donc Aχ  est strictement croissante sur 




 −−
6

1
,1 , strictement décroissante sur 




−
2

1
,

6

1
, et strictement  

    croissante sur 





1,

2

1
, et comme de plus : 0

8

11
)1( <−=−Aχ , et : 0

8

1
)1( >=Aχ , on en déduit que Aχ   

    s’annule en un unique réel entre 1−  et 1. 
    Les deux autres racines sont complexes conjuguées, et toujours de module strictement inférieur à 1. 
    La matrice A  est donc diagonalisable, et : ∀ 1≥n , 1

11 ... XPDPX n
n

−−= . 

    En développant, la première montre que la suite ( np ) est combinaison linéaire de )(),(),( nnn γβα , α ,      

    β  et γ  étant les racines de Aχ . 

    Mais comme ces trois suites (géométriques) tendent vers 0, on conclut que : 0lim =
+∞→ n

n
p . 

Remarque : si on note : I
+∞

=

=
1n

nCA , alors A  est l’événement : « ne jamais obtenir 3 Pile consécutifs ». 

Or : ∀ n ∈ �*, nn CC ⊂+1 , donc par continuité décroissante : 0lim)(lim)( ===
+∞→+∞→ n

n
n

n
pCPAP . 

On en conclut que A  est presque impossible et qu’on obtiendra 3 Pile consécutifs presque sûrement au 
cours des lancers. 
 

Polynômes de matrices, utilisation de polynômes. 
87. On appelle u  l’endomorphisme canoniquement associé à A  (donc dans �3). 

On cherche alors une base de �3 telle que la matrice proposée représente u  dans cette nouvelle base. 
Pour la trouver, on peut raisonner comme par analyse-synthèse. 
Pour cela, si on note : B = ( 321 ,, eee ), alors :  

  • )ker(1 ue ∈ , 

  • 32 )( eeu = ,  

  • 23)( eeu −= , donc : 22
2 )( eeu −= , et : )ker( 2

2 Eidue +∈ . 

Or : { }0)ker( 2 ≠+ Eidu , sinon Eidu +2  serait inversible, 3
2 IA +  aussi, et l’égalité : 0).( 3

2 =+ IAA , 

conduirait à : 0=A  (en multipliant par 1
3

2 )( −+ IA ). 

Donc on peut trouver : )ker( 2
2 Eidue +∈ , et : 02 ≠e .  

On pose alors : )( 23 eue = , qui est aussi non nul puisque : 0)()( 22
2

3 ≠−== eeueu . 
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Enfin, A  étant de taille 3×3, a un polynôme caractéristique réel de degré 3, qui admet donc au moins une 
racine réelle. 
Or cette racine (valeur propre de A ) doit être racine du polynôme annulateur : XXP += 3 , qui lui 
n’admet que 0 comme racine réelle. 
Donc 0 est valeur propre de A  et on peut trouver : 1e  ∈ �3, 01 ≠e , 0)( 1 =eu . 
Montrons enfin que la famille ainsi construite convient.  
Soit donc une combinaison linéaire nulle de ces trois vecteurs : 0... 332211 =++ eee ααα . 

Alors en prenant deux fois l’image par u , on obtient : 0.. 2332 =− ee αα , et : 0.. 3322 =−− ee αα .  

En multipliant la première égalité par 3α , la deuxième par 2α  et en ajoutant, on obtient : 0).( 3
2
2

2
3 =+ eαα . 

Puisque e3 est non nul, on en déduit que : 032 == αα , et en revenant à l’égalité de départ : 01 =α . 

La famille est donc libre et constitue une base de �3. 

Enfin, la matrice de u  dans cette base (notée B) est bien : 
















−=
010

100

000

B . 

Conclusion : si on appelle P  la matrice de passage de la base canonique à B, elle permet d’écrire :  

  1.. −= PBPA , et A  est bien semblable à B . 
 

88. On dispose d’un polynôme annulateur scindé à racines simples dans �, qui est 1−pX . 
Donc A  est diagonalisable comme matrice à coefficients complexes, et ses valeurs propres sont des 
racines p ièmes de l’unité. 

D’autre part, Aχ  est à coefficients réels (puisque A  est une matrice réelle), donc ses racines sont réelles 
ou complexes conjuguées. 
Si Aχ  a des racines réelles, elles ne peuvent donc valoir que 1± , et A  est semblable à une matrice 

diagonale D  comportant sur sa diagonale 1± . 
Or dans ce cas : 2

2 ID = , donc : 2
2 IA = , et : 2

12 IA = . 

Si Aχ  n’a pas de racines réelles, alors elles sont complexes conjuguées et valent θ.ie± , pour une valeur : 

  θ  ∈ �, avec : )(0 πθ ≠ . 

Mais la somme de ces valeurs propres vaut )(Atr , et également )cos(.2 θ . 

Enfin, A  étant à coefficients entiers, )(Atr  est entier, et comme : )(0 πθ ≠ , on doit avoir :  

  { }1,0,1)cos(.2 +−∈θ . 

• si : 
2

1
)cos( =θ , alors : ).2(

3
ππθ ±= , et A  est semblable à : 
















=

−
3

.

3
.

0

0
π

π

i

i

e

eD . 

On a alors : 2
6 ID = , donc : 2

6 IA = , et : 2
12 IA = . 

• si : 0)cos( =θ , alors : ).2(
2

ππθ ±= , et A  est semblable à : 








−
=

i

i
D

0

0
, puis : 

  2
44 IAD == , et : 2

12 IA = . 

• si : 
2

1
)cos( −=θ , alors : ).2(

3

.2 ππθ ±= , et A  est semblable à : 















=

−
3

.2
.

3

.2
.

0

0
π

π

i

i

e

eD , d’où :  

  2
3 ID = , donc : 2

3 IA = , et : 2
12 IA = . 

Finalement, dans tous les cas : 2
12 IA = . 

 
89. a. On peut remarquer que : MIM n

t −=2 , donc : 2)).(det()1()det( MIM n
n −=− . 

    Il est alors évident que : ( )(1 MSp∉ ) ⇔ ( 0)det( ≠− nIM ) ⇔ ( 0)det( ≠M ) ⇔ ( M  inversible). 

b. De plus : MIM n
t −=2 , entraîne : )).().(()( 222 MIMIMIIMMI nnnnn −+−=−=− , et donc : 
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      )).((0])).().[(( 232 MMMMIIMIMIMI nnnnn +−−−==−−+− . 

    On a donc le polynôme : )1.().1( 2 −+−= XXXXP , qui est annulateur pour M , scindé à racines  

    simples et donc M  est diagonalisable. 
 

90. Puisque 1−nX  est annulateur pour A , A  est diagonalisable et ses valeurs propres sont parmi les 
racines n ièmes de l’unité. 

Si on note nλλ ,...,1  ces valeurs propres, A  est semblable à : 





















=

1

1

00

0

0

00

λ

λ

L

OOM

MOO

L

D . 

Considérons alors une combinaison linéaire : 0...... 1
110 =+++ −

−
n

nn AaAaIa . 

Elle est équivalente à :  
  • 0...... 1

110 =+++ −
−

n
nn DaDaIa , puis au système :  

  • ∀ nk ≤≤1 , 0..... 1
110 =+++ −

−
n
knk aaa λλ , et enfin à : 

  • 0. =XM , avec : 





















=

−

−

−

1

1
22

1
11

1

1

1

n
nn

n

n

M

λλ

λλ
λλ

L

MMM

L

L

, et : 





















=

−1

1

0

na

a

a

X
M

. 

Si deux des valeurs propres sont égales, alors : 0)det( =M , M  n’est pas inversible et donc :  

  ∃ 0≠X  ∈ Mn,1(�), tel que : 0. =XM , donc :  

  ∃ )0,...,0(),...,( 10 ≠−naa , tel que : 0...... 1
110 =+++ −

−
n

nn AaAaIa , 

autrement dit la famille ( 1,...,, −n
n AAI ) est liée.  

Par contraposée toutes les valeurs propres sont distinctes. 
On en déduit que les valeurs propres de A  sont les n  racines n ièmes de l’unité. 

Donc : 0)(
1

== ∑
=n

Atr
ω

ω . 

 
91. )0(P  étant nul et )0('P  non nul, on peut écrire : n

n XaXaP .....1 ++= , avec : 01 ≠a . 

Donc : 0.....1 =++ n
n uaua , et en divisant par 1a  on peut écrire : n

n uuu ..... 2
2 αα ++= .  

Alors : 
  • ∀ )ker(ux∈ , 0)( =xu , et donc : 0)(2 =xu , d’où : )ker( 2ux∈ , 

  • ∀ )ker( 2ux∈ , 0)(2 =xu , donc : ∀ 2≥k , 0)( =xuk , et à l’aide de l’égalité précédente : 0)( =xu . 

Donc : )ker()ker( 2uu = . 

Soit : Ex∈ . 

Alors : ))(.....()(....)(.)( 2
2

22
2 xuxuxuxuxu n

n
n

n
−++=++= αααα , et :  

  )ker())(.....( 2
2 uxuxux n

n ∈++− −αα . 

Si donc on pose : ))(.....( 2
2 xuxuxx n

nk
−++−= αα , et : ))(.....( 2

2 xuxux n
ni

−++= αα , alors : 

  • )ker(uxk ∈ , 

  • )Im(uxi ∈ ,  

  • xxx ik =+ . 

On a donc : Euu =+ )ker()Im( . 

Montrons maintenant que la somme est directe, et pour cela, soit : )ker()Im( uuy ∩∈ . 

Alors : ∃ Ex∈ , )(xuy = , et : )(0)( 2 xuyu == , donc : )ker( 2ux∈ , d’où : )ker(ux∈ , et : 0)( == xuy . 

On a donc bien : EuuE =⊕= )ker()Im( . 
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92. a. On commence par calculer kB , pour : k  ∈ �, par récurrence sur �, en prouvant que : 

      ∀ k  ∈ �*, 









=

k

kk
k

A

AkA
B

0

.
. 

    Vu les propriétés sur les polynômes de matrices, on en déduit que si : ∑
=

=
N

k

k
k XaP

0

. ∈ �[X], alors : 

       







=



















=








==

∑

∑∑
∑∑

=

==

== )(0

)('.)(

.0

...

0

.
..)(

0

10

00 AP

APAAP

Aa

AkaAa

A

AkA
aBaBP N

k

k
k

N

k

k
k

N

k

k
kN

k
k

kk

k

N

k

k
k . 

b. Si B  est diagonalisable, il existe un polynôme annulateur P  scindé à racines simples dans � pour B . 

    On a alors : 







==

)(0

)('.)(
)(0

AP

APAAP
BP , donc : 0)('.)( == APAAP .  

    Donc A  est diagonalisable. 
    De plus, soit λ  une valeur propre de A . 
    Puisque '.PX  est également annulateur pour A , λ  est racine de P  et de '.PX , et : 0)('. =λλ P . 

    Mais P  et 'P  n’ayant aucune racine en commun, donc : 0)(' ≠λP , et : 0=λ . 

    Autrement dit A  est diagonalisable et sa seule valeur propre est 0 : A  est nulle. 
    Réciproquement, il est immédiat que si A  est nulle, B  est diagonalisable.  
 

93. a. Puisque u  est inversible, 0 n’est pas valeur propre de u  ni de 2u , 2u  étant aussi inversible. 
    • Si u  est diagonalisable, alors dans une base de E formée de vecteurs propres de u , la matrice  
    représentative de u  est une matrice diagonale D . 

    Il est alors évident que la matrice de 2u  est 2D  donc 2u  est bien diagonalisable. 

    • Supposons maintenant 2u  diagonalisable, et considérons le polynôme : ∏
∈

−=
)( 2

)(
uSp

XA
λ

λ , qui est  

    scindé à racines simples. 
    Dans une base de vecteurs propres la matrice ∆  de 2u  est diagonale, et ses éléments diagonaux  

    ndd ,...,1  sont les valeurs propres de 2u . 

    Puis )(∆A  est diagonale et ses éléments diagonaux sont )(),...,( 1 ndAdA  et sont tous nuls. 

    Donc : 0)( =∆A , puis : 0)( 2 =uA , et A  est annulateur pour 2u . 

    On pose alors : ∏
∈

+−=
)( 22

))).(((
uSp

XXB
µ

µµ ,  

    et B  est scindé à racines simples car les valeurs propres de 2u  sont non nulles. 

    Puis : 0)().()).).(.(()( 2

)(

2

)( 222

==−=+−= ∏∏
∈∈

uAiduiduiduuB
uSp

E
uSp

EE
λµ

λµµ , 

    et B  est annulateur pour u , scindé à racines simples, donc u  est diagonalisable.   
b. On a toujours l’implication : (u  diagonalisable) ⇒ ( )(uP  diagonalisable),  

    puisque si la matrice de u  est diagonale dans une base de E, celle de )(uP  dans cette même base  
    l’est aussi. 
    Réciproquement, si )(uP  est diagonalisable, notons : ∏

∈

−=
))((

)(
uPSp

XA
λ

λ .  

    Alors A  est comme précédemment annulateur pour )(uP  (démonstration identique à la précédente à  

    l’aide cette fois d’une matrice diagonale ∆  représentative de )(uP ). 

    Puis le polynôme : ))...(( 1 pPPB λλ −−= , est annulateur pour u  (comme précédemment) et en l’état,  

    le polynôme B  peut avoir des racines multiples. 
    Mais deux facteurs iP λ−  et jP λ−  avec : ji ≠ ,  n’ont pas de racine commune. 

    En effet si c’était le cas, il existerait α  tel que : ji PP λαλα −==− )(0)( , soit : ji λλ = . 

    Supposons maintenant qu’un des facteurs iP λ−  ait une racine au moins double α , et donc qu’on ait : 
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      CXB m.)( α−= , avec : 2≥m , et : C  ∈ �[X]. 

    Alors : )(')()'(0)( ααλλα PPP ii =−==− . 

    Or α  ne peut être valeur propre de u  car alors : )('0 αP= , serait valeur propre de )(' uP , ce qui ne  

    peut se produire puisque )(' uP  est inversible. 

    Donc l’endomorphisme Eidu .α−  est inversible et en composant par 1).( −− Eidu α , on peut écrire : 

      )().()(0 uoCiduuB m
Eα−== , donc : )().()).((0 1 uoCiduoidu m

E
m

E αα −−= − , et : 0)( =uC . 

    Comme on peut reproduire cette simplification pour toutes les éventuelles racines multiples de B , on  
    obtient à la fin une égalité : =)(uR  0, où R  est un polynôme sans racines multiples. 

    Ayant mis en évidence un polynôme R  annulateur pour u , scindé à racines simples, u  est bien  
    diagonalisable.  
 

94. a. Puisque H  ne contient pas de matrice inversible, on a : HI n ∉ , et : Mn(K) )( nIVectH ⊕= . 

    Soit maintenant A  une matrice nilpotente. 
    Alors : ∃ α ∈ K, ∃ M ∈ H, MIA n += .α . 

    La matrice M  n’étant pas inversible, il existe : X  ∈ Mn,1(K), 0≠X , 0. =XM , soit : XXA .. α= . 
    Autrement dit X  est vecteur propre de A  associé à la valeur propre α. 
    Mais A  étant nilpotente, elle a pour seule valeur propre possible 0 donc : 0=α , et : HMA ∈= . 
b. Si H  est un hyperplan de Mn(K), supposons qu’il ne contienne pas de matrice inversible. 
    Alors il contient les matrices 1, +iiE , pour : 11 −≤≤ ni , et la matrice 1,nE . 

    En effet, elles sont toutes nilpotentes (d’ordre 2 car leur carré est nul). 
    H  étant stable par combinaison linéaire, H  contient alors leur somme qui vaut : 

     























=

001

10

0

0010

LL

O

OOM

MOOOM

L

M , et qui est inversible. 

    Donc H  doit contenir au moins une matrice inversible, et : ∩H  Gln(K) ≠ ∅. 
 

Sous-espaces vectoriels stables. 
95. a. Supposons donc que F est un sous-espace vectoriel de E stable par F, et que f  est diagonalisable. 

    Notons B une base de E formée de vecteurs propres de f . 

    L’endomorphisme Ff  induit par f  dans F est aussi diagonalisable (et ses vecteurs propres sont des  
    vecteurs propres de F). 
    Considérons alors une base BF de F formée de vecteurs propres de Ff  (donc de f ). 

    On peut alors compléter BF en une base de E à l’aide de vecteurs de B, en : BF ∪ B’. 
    Si maintenant on pose : (VectG = B’), alors G  est clairement stable par f  (car ayant une base  

    formée de vecteurs propres de f ) et : EGF =⊕ .  

b. Notons )(),...,(1 fEfE p  les sous-espaces propres de f  et : )(...)(1 fEfEF p⊕⊕= . 

    Alors F est un sous-espace vectoriel de E stable par f . 

    Donc F admet un supplémentaire G stable par f . 

    Mais si : 1)dim( ≥G , alors l’endomorphisme Gf  induit par f  dans G admet au moins une valeur  

    propre et un vecteur propre (puisque tout polynôme complexe de degré au moins 1 admet au moins  
    une racine dans �). 
    Ce vecteur propre de Gf  étant aussi un vecteur propre de f , il devrait appartenir à l’un des  

    sous-espaces propres précédents donc à GF ∩ , ce qui n’est pas possible puisqu’il est non nul. 
    Donc : 0)dim( =G , et : )(...)(1 fEfEFE p⊕⊕== . 

    E étant la somme des sous-espaces propres de f , f  est diagonalisable.     
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96. a. Il est immédiat que uC  est inclus dans L(E), non vide car contenant 0 et stable par combinaison  

    linéaire, du fait de la linéarité de u .  
b. L’implication [⇒] est un théorème. 
    Pour l’implication [⇐], supposons que tout sous-espace propre de u  est stable par g . 

    Alors : ∀ )(uSp∈λ , ∀ )(uEx λ∈ ,  

      • )(.))(( xgxgu λ= , car : )()( uExg λ∈ , et :  

      • )(.).())(( xgxgxug λλ == . 

    Donc pour ces vecteurs, on a bien : )()( xgouxuog = . 
    Mais comme on peut former une base de E à l’aide de vecteurs propres de u , on en déduit que l’égalité  
    précédente est vraie pour tout vecteur d’une base de E, donc que : gouuog = .  
c. Puisque u  est diagonalisable, on sait que :  
      ∀ )(uSp∈λ , λλ muE =))(dim( . 

    Notons pλλ ,...,1  les valeurs propres distinctes de u  et Bk une base de )(uE
kλ  pour tout : pk ≤≤1 . 

    Considérons alors l’application ϕ définie de uC  dans L( )(
1

uEλ )×…×L( )(uE
pλ ), qui à g  dans uC  fait  

    correspondre le p -uplet de ses restrictions dans les sous-espaces propres de u  (qui sont tous stables  
    par g , d’après la question b.). 

    ϕ est clairement linéaire. 
    De plus elle est bijective, car si on se donne pgg ,...,1  des endomorphismes de )(

1
uEλ , …, )(uE

pλ , il  

    existe un unique g  qui admet ces endomorphismes comme restrictions. 

    En effet, si g  existe, alors pour tout : pk ≤≤1 , et tout vecteur e de  Bk, on doit avoir : )()( egeg k= , 

    et l’unique endomorphisme g  ainsi défini (puisque défini pour tous les vecteurs d’une base de E) a bien  

    pour restrictions dans les différents sous-espaces )(uE
kλ  les endomorphismes kg . 

    De plus, g  commute alors avec u  puisqu’il stabilise tous les sous-espaces propres de u . 

    Donc ϕ est un isomorphisme, et on en déduit que : 
       dim()dim( =uC L dim(...))((

1
++uEλ L ∑

∈

=
)(

2))((
uSp

muE
p

λ
λλ . 

d. Dans ce cas, la relation précédente montre que : nC
n

i
u ==∑

=1

1)dim( . 

    De plus, les n  endomorphismes proposés commutent avec u  donc sont dans uC . 

    Enfin, si : 0..... 1
10 =++ −

−
n

nE uid αα , cela fournit un polynôme annulateur pour u  qui est : 

      1
110 ..... −

−+++= n
n XXP ααα . 

    Or ce polynôme doit admettre comme racines les n  valeurs propres distinctes de u  : cela n’est  
    possible que si P  est nul car : 1)deg( −≤ nP . 

    Donc : 0... 110 ==== −nααα , la famille est libre et c’est donc bien une base de uC . 

 
97. a. Soit F un sous-espace vectoriel de E de dimension p  stable par u . 

    La matrice de u  dans une base : B = BF ∪ B’, de E adaptée à F est de la forme :  

      matB M
C

BA
u =








=

0
)( , où A  est en fait la matrice dans BF de û , endomorphisme induit par u   

    dans F. 
    Alors : )().().det()..det().det()( xxCIxAIxMIxx Cûpnpnu χχχ =−−=−= − , 

    et donc ûχ  divise bien uχ . 

b. Il y a des entiers k  tels que la famille ( )(),...,(, 0
1

00 xuxux k− ) soit libre. 

    En effet, pour : 1=k , la famille ( 0x ) est libre, étant donné que 0x  est non nul. 

    De plus, les familles de type précédent ne peuvent comporter plus de n  vecteurs, car : nE =)dim( . 

    Il existe donc un plus grand entier p  tel que ( )(),...,(, 0
1

00 xuxux p− ) soit libre. 
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    Puis ( )(),...,(, 000 xuxux p ) est liée (par définition de p ) et donc : 

      ∃ ( paa ,...,0 ) ∈ Kp+1, non tous nuls, tel que : 0)(....)(.. 00100 =+++ xuaxuaxa p
p . 

    Or si pa  était nul, tous les autres le serait aussi de fait de la liberté de la famille ( )(),...,(, 0
1

00 xuxux p− ). 

    Donc pa  est non nul et )( 0xu p  s’écrit comme combinaison linéaire de )(),...,(, 0
1

00 xuxux p− , donc  

    appartient à 
0xF . 

c. Tous les vecteurs parmi )(),...,(, 0
1

00 xuxux p−  ont évidemment une image par u  dans 
0xF . 

    Il est alors clair par combinaisons linéaires que tout vecteur de 
0xF  a son image par u  dans 

0xF , et 
0xF   

    est stable par u . 

d. La matrice de û  dans la base précédente de 
0xF  est : 























=

−1

0

100

0

0

1

00

p

A

α

α

L

MOOM

MMOO

MMO

LL

,  

    où la dernière colonne correspond aux coordonnées de )( 0xu p  dans la base ( )(),...,(, 0
1

00 xuxux p− ). 

    Le polynôme caractéristique de û  est alors : 0
1

1 ...)( ααχ −−−= −
−

p
p

p
û xxx , 

    comme on le montre en développant par exemple le déterminant correspondant par rapport à la  
    dernière colonne. 
e. On constate alors que : 0....)(.)())(( 000

1
100 =−−−= −

− xxuxuxu p
p

p
û ααχ . 

    Enfin, ûχ  divise uχ  et il existe : Q  ∈ K[X], ûu Q χχ .= , donc : )()()( uouQu ûu χχ = . 

    En particulier : 0)0)(()))(()(())(()())(( 000 ==== uQxuuQxuouQxu ûûu χχχ . 

f. On a montré que : ∀ Ex ∈0 , 00 ≠x , 0))(( 0 =xuuχ . 

    Comme il est évident de plus que : 0)0)(( =uuχ , on a montré que : ∀ Ex∈ , 0))(( =xuuχ .  

    Donc : 0)( =uuχ . 

 
98. a. Le théorème de Cayley-Hamilton fournit un polynôme normalisé annulateur pour u  : uχ . 

b. Puisque le degré de tels polynôme est minoré par 1, il existe un degré minimum qu’on note p  et au  

    moins un polynôme normalisé P  annulateur pour u  de degré p . 

    Supposons alors qu’il existe un autre polynôme Q  normalisé annulateur pour u  et de degré p . 

    Alors QP −  est toujours annulateur pour u  mais de degré strictement inférieur à p  puisque P  et Q   
    sont normalisés et que leurs termes de degré p  s’annulent. 

    Mais si de plus QP −  est non nul, on obtient alors en divisant QP −  par son coefficient dominant un  
    polynôme normalisé annulateur pour u  de degré strictement inférieur à p  ce qui est impossible. 

    Donc : 0=− QP , et il y a unicité de ce polynôme P  et on le note uµ . 

c. Puisque uµ  est annulateur pour u , toute valeur propre de u  est racine de uµ . 

d. Soit α une racine du polynôme minimal uµ . 

    Si on suppose que α n’est pas valeur propre de u , alors Eidu .α−  est inversible. 

    Ecrivons alors : RXu ).( αµ −= , où : 1)deg( −= pR , et où R  est normalisé. 

    On sait que : )().()(0 uoRiduu Eu αµ −== , et donc :  

      0)().()().().( 11 =−=−− −− uoiduuoRiduoidu uEEE µααα , d’où : 0)( =uR . 

    Or R  serait alors un polynôme annulateur pour u  normalisé et de degré strictement inférieur à p , ce  
    qui est impossible. 
    Donc α est valeur propre de u . 
e. En conclusion, uµ  et uχ  ont exactement les mêmes racines. 


