Intéqgration.
Exercices 2017-2018

Niveau 1.
Calculs d'intégrales sur un segment et de primitive S.
1. Calculer les intégrales suivantes.

. Earctan«).dx, [ *(In(2.X)2dx, . ﬁ%.d&
. E(l—xz).arctané().dx, . Eithtrl'

2. Calculer les primitives des fonctions suivantes en précisant les intervalles sur lesquels elles sont définies.
a. Calcul direct :

. (e -1)°.
b. Intégration par parties (pour commencer) :

o (x*+1).e*.cos), « x.In(x), e In(L+ x?%), « sin(x).In(L+ sin(x)) .
c. Changement de variable (pour commencer) :

. Sin’(x) . 3/ | tanx)

Jcos) ' 1+cosi)

3. Intégrales de Wallis.
m m
Pour: n ON,onpose: |, = J:)Z sin"(t)dt,et: J, = J:)Z cos'(t).dt .
a.Montrerque: O nON, I, =J,.
b. Montrer que la suite (| ) est décroissante, a termes strictement positifs.

c. Montrerque: 0 n ON, (n+2).1,,, =(n+1.l,.
d. Déduire de cette égalité une expression de |, en fonctionde n (avec: n=2.p,ou: n=2.p+1).

n+2

e. Montrer que la suite ((n+21).l ) est constante et préciser sa valeur.

n+1'|n

f. En déduire un équivalent de |, a l'infini et la limite de (I ,) quand n tend vers +co.

Propriétés de l'intégrale sur un segment.
4. Soit f une fonction continue de [a,b] dans R.

Montrer que f admet une unique primitive F sur [a,b] telle que : J.b F().dt=0.

5. Soit f continue de [0,1] dans R telle que : j: f(t).dt = %

Montrer a I'aide de la fonction ¢ : X+ f(X) — X, que f admet un point fixe.

6. Soient f et g continues de [0,1] dans R, non nulles, telles que : E( f2+ g2+ 2.f2g?) =j:2.(f +90).f.g.
Montrer en utilisant (f —=1) et (-1 que: f =g =1.
7. Lemme de Lebesgue.

Soit f une fonction de classe C* de [a,b] dans R ou C.

Montrer que : lim j: f (t).cosft).dt =0.
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1 dX
8. Onnote:DnDN,In:Ll -
+ X

a. Avec un encadrement, montrer que (|,,) tend vers 1 lorsque n tend vers +co.

. T . 1 dX b 1
b. En utilisant une intégration par parties, montrer que : 0(a,b) O R?, IOl —=a+—+o0,, [—j
+ X n n

Fonctions définies a 'aide d’intégrales.
9. Soit f une fonction continue de [0,1] dans R.

1
On définit la fonction F par: 0 x 0[0,1], F(X) :J-Omin(x,t).f (t).dt.
a. En transformant I'écriture de F , montrer que F est de classe C? sur [0,1] et calculer F''.
1
b. En déduire que : 0 x 0[0,1], F(X) =j:(j f(t).dt).du.
u

X +
10. On note F l'application définie sur R™ par : F(X) = J; w.dt.

a. Montrer que F est C'sur R™*et: 0 x OR™, F(X)+ F(lj = %.(In(x))z.
X

b. En déduire que : 0 x O R™, rw.dt =%.(In(x))2+ F(X).

1

11. En utilisant une fonction intermédiaire (que I'on étudiera) définie a I'aide de deux intégrales, montrer que :

in?(a) : (a) 7l
0aOR, ij ) arcsm(\/;).dx+J'0CO ) arccos(/;).dx :Z'

12. Pour f une fonction continue de R dans R, on pose : O x O R, g(X) = joxsin(x—t).f (t).dt.
a. En linéarisant le sinus, montrer que g est de classe C' sur R puis que :
0x OR, g'(X) :j:coso(—t).f(t).dt.
b. Montrer de méme que g est de classe C* sur R, puis qu’elle est solution sur R de I'équation

différentielle : y"+y = f(X).
c. Donner toutes les solutions de cette équation différentielle.

Convergence et calcul éventuel d’intégrales général  isées.
13. Etudier a l'aide de primitives si les intégrales suivantes sont convergentes et si elles le sont, préciser leur
valeur.

1 *e  —ax . . re 2
. J'Oln(x).dx, . J'O e .dx,avec:al0RouC, J'O sin® (x).dx.

14. Montrer la convergence et calculer les intégrales généralisées :

+eo 1 +o arctang) +o arctang)
[, In(1+t—2j.dt, [ o [, o

15. Soit: w O R.
a. Montrer l'intégrabilité de : t > e sur R".

b. En déduire la convergence et la valeur de J-Ome(‘l”"")" dt, J-Om cos@i).e™.dt, et '[Omsin(a).t).e_t at .

c. Retrouver la valeur des deux derniéeres intégrales a I'aide d’'une double intégration par parties.
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur : (a,b) O R?, pour que ces intégrales existent.
+00 dt +00 ta +00 ta_e_t

S . o —y TR,
1 t2.(t-1) 0 1+t 0 1+t

Pour : n O N, montrer la convergence de l'intégrale : | ., = J'Omt”.e_t .dt, et calculer sa valeur.

Soit: A O R.

a. Déterminer 'ensemble D des valeurs de A telles que l'intégrale : | (A) = J:w a tz;jt(l t')
+t%).@0+

, converge.

b. A l'aide du changement de variable (que I'on justifiera) : u = % montrer que : A 0O D, 1(A) =%.

sin®(x)
X
- 2 oo - 2
M.dx et j de ?
X 1 X

A l'aide d’intervalles bien choisis, montrer que la fonction : X+

, N’est pas intégrable sur [1,+©).

Que peut-on dire des intégrales L

Déterminer les réels a et b de telle sorte que l'intégrale J'Om (\/f +a+/t +1+b4/t +2).dt converge.

Calculer alors sa valeur.

o I o .0t
a. Montrer la convergence des intégrales : | =J-0 1405 et: J= 0 143
+ +

L . \ pa , 1
b. Montrer que ces deux intégrales sont égales a I'aide du changement de variable : u = o

c. Calculer (I +J), et en déduire leur valeur commune.
d. Retrouver ce résultat en utilisant une décompaosition en éléments simples dans la premiere intégrale.

Intégrale de Gauss.
a. Montrer l'intégrabilité sur R" de : x> e ™.

On notera : | =Lme_t2.dt.

b. Montrerque : Ju ORY, 1-u<e™ < (1+u)™.

2\" . : t2\™"
c. En déduire que : 0t 0 [0,+/n], (1——) <e", puisque:0tOR", e" < (1+—j .
n n

d. Soit: J, :ECOS“ (x).dx .

O+°° dt = \/ﬁ‘] 2n-2 *

Jn 2\"
Montrer que : [ nZl’L (1—t—j dt =\/ﬁ.32n+1, I —
n 2
145
n

e. En reprécisant un équivalent de J,, en +o donner la valeur de | .

Propriétés de fonctions définies a I'aide d’'intégra les.

23.

a. Montrer que la fonction définie sur (-,0[ (0 ]0,1] par: t >

est prolongeable par continuité en 0.

InL-1)
t

b. Montrer que : 0 X O (-0,0[ 0 ]0,+1[, f(X) = _,[Xln(lt_t)

A .dt, existe, puis que f est prolongeable par

continuité en O (on continuera a noter f le prolongement).
c. Montrer que f est dérivable sur (-o0,+1].
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d. Montrer que : 0 x O (-o0,+1[, f(X)+ f(ilj = —%.(In(l— X))?2.
X_

. 1 1 :
24. a. Montrer que la fonction f : t+» — ————— 5, estintégrable sur ]0,1].
t° (arctant))
1
b. Montrer que la fonction F : X+ .[ L est définie sur R™.

x (arctant))?
c. A l'aide de la question a, déterminer un équivalent de F en 0.

t? +t

dt.
t8+1

25. Etudier et justifier le tracé approximatif de la fonction : X+ IX

Intégrabilité de fonctions de signe quelconque, ou a valeurs complexes.
26. Les fonctions suivantes sont-elles intégrables sur R™ ?

. f(x) = 205K - g(X)=——, (a0OR), - h(x) =e™x“ sin*(X), (a O R).
1+ x2 1+ x°
. e N In(x)
27. Soit f définie sur R™ par: 0 x>0, f(x) = 5
(x+1)
a. Etudier l'intégrabilité de f sur R™.
b. Calculer jl In(x)2 .dx, et en déduire .rm In(x)2 .dx a l'aide d’'un changement de variable.
°(x+1) to(x+1)
c. Que vaut jm In(x)2 dx ?
° (x+1

28. a. Etudier l'intégrabilité des fonctions suivantes :

X In(sin(x)), sur }07—27} et: x> In(cos(x)), sur {O,—;[

Onnote alors : | = jfm(sin(x)).dx, et: J = J?In(cos(x)).dx.

b. Montrerque : | =J.
c. Trouver une relation non triviale entre (I +J) et | , et en déduire la valeur de | .

o, +oo dt
29. a. Montrer que l'intégrale : | :J- 1+ (41D (t+ib)?’
=1+ (t+i.

b. Décomposer la fraction sous l'intégrale en éléments simples dans C.
c. Comment obtenir la valeur de | a l'aide de cette décomposition ?
d. En déduire | .

converge pour tout réel b et que c’est un nombre réel.

30. Soit f continue par morceaux de [0,+») dans C.

+1
a. Montrer que si f est intégrable sur [0,+x), alors jx f (t).dt tend vers 0 quand X tend vers +o.

b. Montrer a I'aide d’un contre-exemple que le résultat n’est plus vrai si f n’est pas intégrable sur [0,+).

31. Soit f continue par morceaux de [0,+») dans R et décroissante.
A l'aide d’encadrements, montrer que si f est intégrable sur [0,+), alors X.f (X) tend vers 0 en +co.

2.
On pourra penser a utiliser j " f (t).dt.
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32. Soit f une fonction continue et intégrable sur [1,+).

Onmmem]leJmmzi%fRaym,a:wmziﬁg.
X X

Montrer que U et v sont intégrables sur [1,+), et que : '[lmu(x).dx = '[lmv(x).dx.

to @3t ot
.dt,et: | Z.[O %dt

e—a.t

33.Onpose: 0 a OR™ O x OR™, J,(X) =I+°°

a. Justifier I'existence de | .
b. Justifier I'existence de J,(X), pour tout: a>0, ettout: x> 0.

e' -1

c. Montrer que I'application ¢ définie sur Rpar: 0t #0, ¢t) = , et: ¢(0) =-1, est continue sur R.

-t
d. En déduire Iimj e—.dt, puis la valeur de | .
x-0" 93X t

Semi-convergence.
eI.X
34.0n pose : f(X)= T
X

a. Montrer que : f (X) ~ g(Xx).

,et: g(x) = f(x)+1.
X

b. Montrer a 'aide d’une intégration par parties la convergence de J-lw f (x).dx.

c. Que peut-on dire de la convergence de J-lw g(x).dx ? Conclusion ?

35. Montrer que : o sin(x) dx = J'O"""(S'n(x)

2
. j .dx, et retrouver la convergence de l'intégrale de Dirichlet.
X X

36. Soit : a O R.

L . sin(X)
a. Montrer que l'intégrale généralisée J; ———=.dx converge pour tout: @ >0.
X

sin(x)

a ’

b. Montrer que g,, définie par: O x O[1,+w), g,(X) = est intégrable sur [1,+) si et seulement

si:a>1.

37.Pour: n ON* onpose: |, = J'OE Sln(2.r.l.t)(t.)cos() dt
Sin

a. Calculer pour tout : n O N*, la quantité (I ,, —1,) et en déduire la valeur de |, pour tout: n 0O N*.

b. On pose, pour: n ON* J = J-Ozwdt

En utilisant le lemme de Lebesgue (voir exercices précédents), montrer que : lim[l, -J,]=0.
n- +oo

c. En déduire la limite de (J,,) en +co.

-Sing)

.
d. En transformant I'écriture de J,,, en déduire la valeur de IO
X

Comparaison série — intégrale.
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38. Pour: a <1, onnote f, lafonction définie sur [1,+), par: 0 x=1, f, (X) = ia
X

51
En utilisant un encadrement par deux intégrales, déterminer un équivalent de Z—a
k=1
+00 1
39. Pour : a >1, déterminer un équivalentde : R, = e
k=n+1

40. On note f lafonction définie de [1,+c) dans Rpar: 0 x=1, f(x) =

sin(/x)
=

a. Montrer que I’intégralejl f (X).dx est convergente.

b. Pour tout : n 00 N* on pose : W, = J.nﬂ f(t).dt—f(n).

Montrer que la série ZWn est absolument convergente.

n21

R . sin(/n
c. En déduire la nature de la série E L .
n
n=1

Niveau 2.
Calculs d'intégrales sur un segment et de primitive S.
41. Soit : AOC, A OR.

On pose: a=Re(), b=Im(A).

a. Ou la fonction f définiepar: 0 x OR, f(X)= % , admet-elle des primitives ?

X—a

b. Montrer que ces primitives se mettent sous la forme : F(X) = In|x—/1| + arctar{ j+ C,COc.

42. Calculer les primitives des fonctions suivantes en précisant les intervalles sur lesquels elles sont définies.
a. Fractions rationnelles ou regles de Bioche (voir fiche technique) :

1 x> —-x+1 X+1 cos'(x)
- —, o« - = » arctan—— |, * — :
X.(X°+1) (X2+4.x+5)? X=2 sin?(x)
b. Racines :
X

1
De-x+1" (x+3).\/x2—3.x+2'

Propriétés de I'intégrale sur un segment.
43. Soient : a 0 [0,1[, et f de [0,1] dans E, continue.

1
Calculer : lim 0f(a".t).dt.

n- +oo

44, Soit f une fonction continue de [a,b] dans R.

A laide de la fonction : x> | f (X)| = f(x), montrer que : (U: f (t).dt‘ = j:| f@)dt) = (f=0,0u: f<0).

45. Soient: a<b, et f de classe C' de [a,b] dans R, telle que : f(a)=0,et: 0 x O[a,b], 0< f'(X)<1.

X 2 X b b 2
Etudier la fonction ¢ définie par : @(x) = U f) —(J- f 3) , et en déduire que : U f 3) < (J- f) .

46. Soit f définie de R* dans R, continue telle que :
- =0,
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. 0(T,a,b) ORxR*xR*™, Ot O [0,T], f(t)sa+b.j;f .

En étudiant la fonction : t — e ™ U:) f +%), montrer que : 0t O[0,T], f(t) <ae™.

Fonctions définies a I'aide d'intégrales.
2.
dt .[ x ch(t) ot
t

2.
47. Etudier les fonctions : XHJ. ” ,et: X
X t3 +t X

Intégrales et zéros.
48. Soit f continue de [0,1] dans R telle que : Lﬂ f (t).sin(t).dt = joﬂ f (t).cosf).dt =0

a. Montrer gu'il existe au moins une valeur a entre 0 et tou f s’annule.
b. Avec la fonction : X+ sin(x—a), montrer qu'il existe au moins deux valeurs dans [0,7] ou f s’annule.

Convergence et calcul éventuel d’intégrales général  isées.
49. Etudier si les intégrales suivantes sont convergentes et si c'est le cas, préciser leur valeur :

[ sin(2).In(sin(x).cx j avec:a<b [ dx
0 o o a J(x— a) (b—-x) ' ’ 0 fxal-x2
50. Etudier si les intégrales suivantes sont convergentes, sans en calculer la valeur.

g x/_—j:)L(— ' fl_c—ﬁ—f@"’x’ + J, Win(+ D) = in)) .

51. Etudier si Ies intégrales suivantes sont convergentes, sans en calculer la valeur.

j \/m . fw (@+In(x)) ™" dx, . IO+°° X*In(x).dx, a O R.

52. Existence et valeur éventuelle des intégrales proposées.
) X2+2 1 1-X X _dx
. j .ax J'
2 x(x-1.(x2+1)

, @ 0(-0,0[0[1,+®), f” o

x3/xe+1

Série numeérique définie a I'aide d’'une intégrale.
+00 dt 1
. * - . - 3
53. On pose, pour : N O N*, u, J; —(1+t3)” ,et: v, =In(n3u,).
a. Etablir I'existence de u,, trouver une relation entre u,, et u,,,, et donner la valeur de u, pour tout n.

b. Etudier la nature de la série ) (V,., =V,), et en déduire la nature de Y u,, > (-1)"u,, et Z—

n21

+o0
c. En utilisant des sommes partielles, donner la valeur de Z(—l)“‘1
n=1

Intégrabilité de fonctions de signe quelconque, av  aleurs complexes.

54. Etudier I'intégrabilité sur R™* de f : x> (%T— arctané()j.ln(x).sin[lj.
X

.dt, pour tout: x>0.

H<} f~3
. . +o SIN~(t +o SN (t
55. a. Justifier I'existence de : | = IO St—z().dt ,etde: 1(x) =j S t2( )
X

3xsin(t)

b. Alaide de : 0 a O R, sin(3.a) = 3.sin(@) — 4sin®(a), montrer que : 0 x>0, |(X) =%.L . dt.
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c. En déduire la valeur de | .

, e s I e
56. a. Pour: 0<a<b, réels, étudier I'intégrabilité sur ]0,+) de : X+>
X
-at -b.t

b. Montrer Iégalité : O (a,b) 0 R*, | (a,b) = jf%.dt = ["In(t).(ae™ ~be™).dt.
c. Montrer que : 0 ¢ O R™, jom c.In(t).e".dt, converge et que : jo”" cIn(t).e dt = j0+°°|n(t).e-t dt-In).
d. En déduire la valeur de | (a,b).

e. Justifier I'existence de l'intégrale : K =I — dt et calculer sa valeur a I'aide des questions

o In(t)

précédentes.

Semi-convergence.
57. Déterminer la nature des intégrales :

. f %sm( jdt . J: Sln(t)Sln[ jdt . j0+m%.sin(x+§j.dx.

, 3 e SIn(X
58. a. A I'aide d'un développement limité en +o, étudier l'intégrale généralisée I —(_).dx.
1 Jx +sin(x)
On pourra utiliser le résultat de I'exercice 19.
. R o v SIN(X
b. Etudier de méme l'intégrale '[ #.dx.
1 X +cos)
59. a. Etudier la nature des intégrales (dites de Fresnel) : J-Owsin(xz).dx, et: J-Owcos(xz).dx.
b. Etudier de méme lintégrabilité sur R* des fonctions correspondantes.
Fonctions définies a I'aide d'intégrales généralisé  es.
, A . , v (t
60. a. Déterminer 'ensemble de définition £ de f ol on a posé pour: a OR, f(a) =L a1
+

b. Montrer que la fonction f est décroissante sur £ et de limite nulle en +c.

x-1

1
61. a. Montrer que la fonction f donnée par: f(X) = J.O;_+t dt , est définie et décroissante sur R,

b. Calculer (f(x)+ f(x+1), pour: x>0.
c. A l'aide d’encadrements, en déduire un équivalent de f(X) en +co.
d. Déterminer un équivalentde f en 0.

+00 -t
62. Pour x réel, on pose : f(X) =I eT.dt.

a. Montrer que f est définie sur R™.

b. En utilisant la valeur intermédiaire 1 et la relation de Chasles, montrer que f est de classe C* sur R** et
préciser f'(x), pour: x>0.

c. Montrer que (X.f (X)) tend vers 0 en 0 et en +o,

+00
d. Montrer que l'intégrale '[0 f (x).dx converge et préciser sa valeur.

63. Pour: x>0, de: (x) :fw%(t).dt.

a. Montrer que f est définie sur R™, de classe C* sur R™* et préciser sa dérivée.
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b. Calculer : '[Om f (x).dx.
sin(t)

c. Si on prolonge la fonction : t — , sur R, montrer gu'il est alors possible de définir f sur R, gqu’elle

y reste de classe C* et préciser alors sa dérivée sur R.

Comparaison série-intégrale.

+00
. : - - 1
64. Déterminer la nature de la série de terme général : u, = z Pel
k=n+1
65. Etudier les séries de Bertrand définies par : u, =———, pour: a OR.
n.(In(n))

_ 1
" (In(2)2 +(n(3)? +...+ (In(n))?’

66. Déterminer la nature de la série de terme général : U pour: n=2.

67.a. Soit f une fonction d’un intervalle | de R dans R, continue (ou continue par morceaux), décroissante
et positive, et soit: ny, I n N.

Onpose: 0 nzn, +1, w, = [ (f(t)- ()t = ( [l (t).dtj —f(n).

Montrer que la série an est convergente.
n2n,
b. Retrouver le début du développement asymptotique de H .

1

n 2 In(n)
68. Calculer la limite de la suite (U, )n>, définie par: 0 N=2, u, = u_' k"jn A
=1

Sommes de Riemann.
69. a. Rappeler, pour une fonction f , définie et continue de [a,b] dans R ou C, la définition des sommes de

Riemann attachées a f et le théoréme de convergence correspondant.
b. Soit f continue de [0,1] dans R ou C.

n
Montrer a I'aide d’un prolongement a [0,1] de la fonction f restreinte a[0,a] que (o, ) converge et
préciser sa limite.

|n.a]
On pose, pour: 0<a<1,et: n ON*, o, :12 f[Ej

N o

Autour des équations différentielles.
70. a. Résoudre I'équation différentielle : y'=y —In(x) =0, sur ]0,+).
b. Existe-t-il des solutions bornées ?

71. Soit a un réel strictement positif (ou un complexe de partie réelle strictement positive).
Soit f une fonction de R dans R (ou C), telle que (f'+a.f) tend vers 0 en +co.

Montrer que f tend vers 0 en +co,

Niveau 3.
Calculs d'intégrales sur un segment et de primitive S.
72. Trouver une condition nécessaire et suffisante sur (a,b) pour que les primitives de F définie par :

ax+b . : . . . s
F(X) =—————, soient rationnelles sur tout intervalle inclus dans R ot F est définie.

x3.(L+ x)2
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Propriétés de l'intégrale sur un segment.

73. Soit f une fonction continue de [a,b] dans C, telle que :

jb f (t).dt‘ = jb| f(t)ct.

a. Montrer que : 0(p,8) O RxR, tel que : Lb f (t).dt = p.e”.
b. Onpose: 0 x O[a,b], g(x) = f(x).e™?.
Montrer que : jbg(t).dt = .[b Re(g(t)).dt, et en déduire que g est une fonction a valeurs réelles.

c. Qu'en conclut-on sur f ?

1 . : .
74. On veut montrer que : 0 P O R[X],ona: j_lP(t).dt = .IO” Pe?).€?.d6.
a. Montrer gqu'il suffit d’établir cette égalité pour les polyndmes de la base canonique de R[X].
b. Etablir cette égalité pour les polyndmes de la base canonique et conclure.

75. Soient: n O N*, f, continue de [0,1] dans Rou C, et f,,...,f définies par :

0 x 0[0,1], kO{2,....n} f (X :jox f,_,(t).dt.

On suppose de plus que : O x 0[0,1], f,(x) = IOX f,(t).dt.
a. Montrer que : 0 x 0[0,1], 01sk<n, M, = sup|f,(t) existe.
to, x]

Xk

b. Montrerque : O x 0[0,1], O01<k<n, M, SW-MLx-

c. En déduire que f, est nulle.

Fonctions définies a I'aide d'intégrales
__cost) 1 e ot -

Jx* +sin (t Lo xb it j\/x2+t3 X**‘”i/_j Jui+1

76. Montrer les équivalents : j

Intégrales et zéros.
b

77.Soit f continue de [a,b]dansRetntelsque: 0 0<k<n, .[ th.f(t).dt =0
a

a. Construire un polyndme admettant comme racines simples les éléments de [a,b] ou f s’annule en

changeant de signe.
b. En déduire que f admet dans]a,b[ au moins n+1 zéros distincts.

Convergence et calcul éventuel d'intégrales général  isées.
78. Etudier si les intégrales suivantes sont convergentes, sans en calculer la valeur :

. J' et gy 3 OR, . rw X201 gy
1 1

+ 2.arctank) — n In(x)

2\/; .[\/_(1 X)3/2 ax

80. Soit f continue sur R admettant en +o et — o des limites L et L'.

79. Existence et valeur éventuelle des intégrales J-

Etudier et calculer [ (f(x+1) - f(x)).dx.

Intégrabilité de fonctions de signe quelconque, av  aleurs complexes.
81. Soient a,b des réels strictement positifs.

cosf@.x) —cosp.x)
X

a. Montrer que : X+—

, est intégrable sur ]0,1].
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- o +o COS
b. Justifier la convergence de l'intégrale J-l b du.
u

» COS@.X) — Cos{.x) dx
2 ax.

N
c. Calculer IO

X

82. a. A l'aide des intervalles du type [n.72,(n+1).72], étudier lintégrabilité sur R de f : X ————F—.
1+ x” sin“(x)

b. La fonction f admet-elle une limite en +oo ?

Est-elle bornée sur R*?
Conclusion ?

+
83. Soit f de [1,+») dans R™, continue, telle que : lim fx+D =L0O[0].

x—to (X
Montrer que f estintégrable sur [1,+).
Etude de limites.

84. Pour : f O C%([0,1],C), montrer que : Iirr(l) X.jlt%.f (t)dt = f (0).

85. Soit f continue par morceaux de R* dans C, telle que f admette une limite L en +c.

Montrer que : lim 1 OX f(t)dt=L.

Xt Y

Comparaison série-intégrale.

86. Déterminer : Iiml[(x—l).Z(x)] , 0U C est la fonction zéta de Riemann, définie par : 0 x>1, {(X) = Zix
a— =1 n

>

87. a. Déterminer la nature de la série de terme géenéral : U, ,pour:1<k<n,et:aOR.

_V1+V2+..44n

n
b. Méme question pour la série de terme général (-1)".u,,.

+00 a 77.
88. Montrer que : lim > ———=—.
a-r N +a” 2

VJ(n=1)!
1++/1).A++/2)...++/n)

Donner un équivalent de u, en +oo (il restera une constante qu’'on ne demande pas de préciser).

89.0nnote : u, =

,pour:l<k<n,

Autour des équations différentielles.
90. Soit f de R* dans R, monotone, C' sur R, admettant une limite finie en +w et soit : (E) y"+y = f(X).

a. Donner la forme générale des solutions de (E) sur R".
On pourra utiliser I'exercice 12.
b. Montrer que toute solution de (E) sur R" est bornée.

c. Montrer que (E) admet une unique solution y, ayant une limite finie en +co.
d. Ecrire y, a l'aide d’une intégrale.
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