Intégration (corrigé niveau 2).

Calculs d'intégrales sur un segment et de primitive S.

41. a.

42. a.

Tout d’abord f est définie sur R puisque son dénominateur ne peut s’annuler.
1 _ X—a+ib
x—a-ib (x-a)’>+b?’
et sous cette forme les fonctions Re(f) et Im(f) sont clairement continues sur R (par opérations).
Donc f admet des primitives sur R, toutes égales entre elles a une constante additive prés.

Puis on peut mettre f souslaforme: 0 x OR, f(x)=

. Ensuite ces primitives s’écrivent :

_ ¢ X—a+ib 1 2.(x—a) . X—a
O x OR, F(X) —j(x_a)—z_l_bz.dx——.J-(X_a)—z_l_bz.dXH.arCtaVETj,

soit : F(x) =%.In((x—a)2 +b2)+i.arctar{x_aj+c = In|x—)l|+i.arctarEX_aj+C ,avec: C OC.

* La premiére fonction est définie, continue sur Ies intervalles (-00,0[ et ]0,+) et y admet des primitives.
1 2.x.dx
puis | F(9 = [— o= 22
x(x*+1)° 27 x*.(x +1) u(1+u)

avec: U=x*>=¢@(X), ¢ étant une fonction C* de R™* (ou R*) dans R".

. . . . 1 1 1 1
On décompose alors la fraction en éléments simples : ==~ - 5 -
u@+u)® u @+u) (@+u)* @+u)
d'ou: F(x) = Inju| = In[L+u[+ 1 1 1 - +C, =2In|¥ - InL+x*) + 1 _ L1 12 _+C,,
1+u 2 (1+u) ) 1+x® 2 @+x°) )

ou C, est une constante réelle pour chaque intervalle.

« La fraction suivante est définie et continue sur R, donc y admet des primitives.
On peut ensuite effectuer un changement de variable : u=Xx+2, et :
Puis on utilise une transformation de la fraction :

F(x) = j -x+1 dX=J'(u2_25'UJ;7)- j{ 2u + 26 z}du
(X* +4.x+5)* (u=+1 u® +1 2 (u®>+1> (U*+D

 F(X) = J'{ _S5_2u 6 2}.du:arctan(1)+g.

du
2 2 +6'J. 2 2
u® +1 2 (u +1)%  (u®+1) u-+1 (u“+21

u 2.u° u du du

= +j > 5du=— +2.J' o~ J' 5 5

w+1 u?+l (u®+1 uc+1 uc+1 (u+1

——1.I zdu +1. 2u =1.arctan(1)+1. 2u

(U*+D* 27u*+1 2u*+1 2 2 u°+1

Finalement : F(X) = 4arctan(|)+1 u+ 5+C 4arctané<+2)+1 M +C,avec: C OR.
u®+1 2 (x+2)%+1

« La fonction admet des primitives sur les deux intervalles (-«,2[ et ]2,+o).
Sur ces intervalles on procéde a une intégration par parties :

F(x) = jarcta .dx = x.arcta x+1 +3.I X .dx
X—2 2X* - 2x+5
X 1 4.x-2

1
2Xx2-2X+5 4 2x2-2x+5 4

Enfin ; arctan() +C = j

Dou : I +C

1

On met la fraction sous la forme : 5
X2 = X+=

La premiére fraction s'intégre alors en In et on met le trinbme dans la deuxiéme sous forme canonique :
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1 1 4 1

5 2 _5' N2 '
Xz_x+E (X_;j +j (2); lj +1

gui s'integre en arctan (avec un changement de variable).

1) 13 n@x® - 2x+5)+ L arctag 2%~
2) 4 2 3

Finalement : F(X) = x.arctar{ X 1) +C,avec: C OR.

« La fonction est définie, continue sur tout intervalle 1k.7z, (k +1).72[, avec : k O Z, et :

F(x) = jcos (x) I du

, avec le changement de variable : u =tan(x), (régles de Bioche).

S|n2(x) u.(+u?)?
. _ 11 _ 13 1 wu
Puis : F(x)-j{—2 T (1+u2)2}du— m E.arctan(J) E'W’LCK'
cosx) 3

Dou: F(X)=-

1 . .
—.X—=.sin(x).cosk) + C, , avec C,, constante réelle par intervalle.
sin(x) 2 2

b. « La premiére fonction est définie sur R ou elle y admet des primitives.
On met alors le trindme sous forme canonique, puis on utilise un changement de variable en sh :

_ X :i X :1 2 1:
F(x)—j—m.dx \@j (2x—12 dx 2.](1+J§.sh(u)).du,avec. sh(u).
: 1

3

Puis :
F(x)——+§ch() C——+—w/1+shz(u)+C——ar sh( J +4x*-x+1+C, C OR.

« La fonction est définie, continue sur les trois intervalles (-, -3, ]-3,1[ et ]2,+) ou elle y admet des
primitives.

x-1

On transforme alors I'écriture de la fonction et on utilise le changement de variable : u = >
X —

,et:

F(X) = J-(X+3)w/x2—3x+ I(x+3) (x- 1)V B ~[5u -4’

|u\/_ 2| vCo ‘\/|5x +2.\/|x—2|‘
2\/_ Nuvseg " 2\/_ Msx 5 - 2,x-2|

+C,avec: C OR.

Finalement : F(X) =—

Propriétés de l'intégrale sur un segment.

43. f étant continueenOet: 0<a<1, on peut penser que : lim E f(@"t).dt = f(0).

Pour montrer ce résultat, on étudie : 0 n 0O N, j: f(@"t).dt-f(0).
Puisque f est continue en 0, on sait que :
0&>0,0a0>0,0u0[1] (u-gsa)=(fu-f@O)<e).

De plus (a") tend vers 0, donc pour : @ >0, donné, on saitque : O n, ON, (n=n

<Q).
Finalement, pour : € >0, donné, on peut trouver : a >0, puis : n, O N, tels que :
"t<a,

On=n,, |a"|<a,et:

donc : |f(a"t) - f (0)| <&,

N 1 1
dou: O n=n,, sjo‘f(a”.t)—f(O)‘.dtsg.jodt=£

Cf(at)dt - f (0)‘ = ‘ [[[f@n-fO).at
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44,

45,

46.

B 1
ce qui montre bien, en revenant a la définition d’une limite que : lim . f(@"t).dt=f(0).
n- +oo

b
* [=] La fonction proposée est réelle, et '[ f (t).dt est positive ou négative.
a

Quitte a changer f en — f , supposons cette intégrale positive.
b b b
On suppose donc que j f (t).dt = j |f(t).dt, soit: 0= j [ ()] - f(©)].dt.
a a a
La fonction qui apparait sous l'intégrale est continue sur [a,b], positive.
Puisque son intégrale est nulle, c’est que cette fonction est nulle, c'est-a-dire :
0 x Ofab], [f(X)| = f(x),
et f estdans ce cas positive sur [a,b].
« [O] Quitte a changer f en — f, on peut toujours supposer f positive.

Alors : jb f (t).dt >0, donc : ‘ jb f (t).dt‘ = jb f (t).dt = j:|f (t)]dt.

La fonction f étant de classe C* sur[a,b], ¢ est de classe C? sur [a,b] par opérations et :
0 x O[ab], ¢'09=2F (). f=(F(0)° = F(9.[2] f~(F(x)°].
Sion note alors : 0 x O[a,b], ¢(X) = ZLX f —(f(x)?,

 estde classe C' sur[a,b], et:

O x O[a,b], ¢'(x)=2.f(x) - 2.f(x).f'(x) =2.F(x).[1- f'(X)].
Or:

0 x O[a,b], f'(X)<1,donc: 0<1- f'(x),

« f est croissante sur [a,b] (puisque '’y est positive) et : f(a) =0, donc f est positive sur [a,b].
Finalement, (' est positive sur l'intervalle [a,b], donc ¢ vy est croissante, et comme de plus : ¢/(a) =0,
on en déduit que ¢ est positive sur [a,b].

La fonction ¢' est alors aussi positive sur [a,b], donc @ est croissante, et étant nulle en a, elle y reste
positive : on en déduit le résultat voulu.

En notant ¢ la fonction proposée : Ot O R*, ¢(t) =e™ (JZ f +%) ,

¢ est définie, de classe C' sur R* puisque f y est continue.
Alors : Ot OR*, ¢'(t) = -be™ U; f +%) +e™ L f(t) =e ™ [f(t) —b.j; f-a].

Donc ¢' est négative sur [0, T] et ¢ est décroissante sur cet intervalle.
a a t. _a a

De plus: ¢(0)=—, donc: OtO[OT], g(t)<—,dou: | f<—e -—.
plus : $(0) = [0T], ¢(0)< Jispe -2

Si maintenant, on reporte dans l'inégalité que vérifie f par hypothése, on en déduit que :
OtO[0,T], f(t)<ae™.

Fonctions définies a 'aide d’intégrales.

47.

* Notons f :t—

1 e . N I
\/3_ , est définie et continue sur R™, ou elle admet donc des primitives.
t°+t

Si on appelle F I'une d’entre elles, alors :

0 x> O, ¢(X) =F (ZX) _ F(X) — '[XZ.X dt

Jee+t

¢ est donc définie sur R™* et y est de classe C*, avec : 0 x>0, ¢'(X) =

2 1
J8x+2x xC+x
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Puis : (#'(X) 20) = (23% +x—v8xC +2x20) = (4% +4x28x° +2X) = (2x.(2x2 -1) <0).

. 1 . 1 1
Donc ¢ est croissante sur }0—{ décroissante sur {—,+00) et elle s'annule en —.

72 72 72

@ étant de plus positive (intégrale d’'une fonction positive), elle admet donc une limite finie en 0 et en +co.
dt

3+t

. 1 1 dt
converge car f est positive, et : f(t);—, sachant que jod—l converge.

Jt K

Enfin E

+00 1
De méme, J. converge car: f(t)~—

dt
EERVISEY! tg

Donc F admet une limite finie en 0 et en +co, d'oU : Iirr(l) P(x) = Iirr(l) F(2.x) - Iirrg) F(x) =0, ainsi qu'en +co.

On pourrait pour terminer montrer que ¢’ tend vers +c en 0, donc que ¢, méme prolongée en 0, n'y est
pas dérivable.
* Notons a nouveau f la fonction sous la deuxiéme intégrale, qui est définie, continue sur R*.

f admet des primitives sur R™ et sur R™*, et la fonction proposée (que I'on notera ¢ ) est donc bien définie
sur ces deux intervalles.

Puis: 0 x OR*, ¢(-X) = J‘_Z'x@.dt = jz'xm.du = ¢(X), (changement de variable : u = -t).
-X X u
Puisque ¢ est paire, on va I'étudier sur R™.

Si on note alors F la primitive de f qui s’annule en 1, on peut écrire : 0 x>0, @(X) =F (2x) - F(X).
@ est donc de classe Clsur R™, et:

0x>0, ¢'(X)=2F'(2x) -F'(x) = 2.f (2x) - f(X) = Ch(2.x)x— ch(x)

Donc ¢ est croissante sur R™, et puisqu’elle y reste positive, elle admet une limite finie en 0.
ch(x) < ch(t) < ch(2.x)
t

Deplus: 0O x>0,0t0[x,2X],

ch(x).In(2) < ¢(x) < ch(2.x).In(2).
On en déduit avec le théoreme des gendarmes que ¢ tend vers In(2) en 0 (ou elle est donc prolongeable
par continuité) et vers +o en +oo,

: X , .

De plus on constate aussi que M tend aussi vers +w en +ow et la courbe présente donc une branche
X

parabolique en +« dans la direction Oy.

Enfin, puisque ¢' tend vers 0 en 0 (avec un développement limité), le prolongement de ¢ (que I'on notera
encore @) est dérivableenOet: ¢'(0) =0.

, et en intégrant sur [ X, 2.X] :

05,
D44
0.3
Yy
0.2
011
o 1 2 3 4 2 T a 0 IR )
X X
2 t 2x ch(t
xr—>j * d XHI C—().dt
X t3 +t X t
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Intégrales et zéros.
48. a. Supposons que f ne s’annule pas sur [0,11.

Quitte a changer f en — f , on peut alors la supposer strictement positive (du fait de la continuité).
Dans ce cas, la fonction ¢ : x+> sin(x).f (x), est continue sur [0,1], positive, et strictement positive en

dehors de O et de 1t
Donc son intégrale doit étre nulle, ce qui n'est pas le cas.
Conclusion : Oa O[0,m, f(x) =0.

b. Supposons maintenant que f ne s’annule qu'en a.
Si f ne changeait pas de signe en a, elle resterait strictement positive en dehors de a, et a nouveau

on ne pourrait pas avoir : jon f(t).sint).dt =0.

A nouveau, et quitte a changer f en — f , on peut supposer f positive sur [a,71], négative sur [0, a].
Mais alors la fonction ¢ : X+ f (X).sin(x—a), est continue, et positive sur [0,T1, et :

jo” f (t).sin(t - a).dt = cos@). jo” f (t).sing).dt - sin(@). jo” f (t).cos().dt = 0.
La fonction ¢ devrait donc étre identiquement nulle, ce qui n’est pas le cas puisque f ne I'est pas.

Conclusion : f s’annule en au moins une deuxiéme valeur entre 0 et 1t

Convergence et calcul éventuel d’intégrales impropr es.
49. « La premiére intégrale est convergente.

En effet la fonction sous l'intégrale est définie, continue et négative sur }OE} , et:

sin(2.x).|n(sin(x))gz.xln(sin(x)) = 2.x.[|n[5in—x(x)j +In(x)] (0}, - O.

Donc cette fonction est prolongeable par continuité en 0 et I'intégrale converge.

Puis : 0 x O }o,’—,j, F (x) = [nSin(2x).In(sin()).dx = 2.[;sin(x).In(sin(x)).cos.dx = 2" uuIn(u) du.

. . a2
Doir: F(x) = 2] * wIn(u).du = [u2.In(u))"® [ ® Ldu = sin? (x).In(sin(x)) = 1) +%.
z . T 1 1
Enfin : |2sin(2.x).In(sin(x)).dx=F (=) —-limF(x) =0-==—-=.
Jzsin(@x) In(sin().dx = F(2) ~lim F (x) =0~ =~
« La fonction dans la deuxiéme intégrale est définie, continue positive sur ]a,b[.
1 1 1 1 1 1

Ensuite :

J(x=a).(b-x) = J(b-a) w009 PNCED oo

Les fonctions considérées étant positives, on en déduit la convergence de cette intégrale deux fois
généralisée.

2 2
De plus : O x O]a,bl, (x—a).(b—x):—x2+(a+b),x—a_b:(b;2aj —(x—’“bj _

2
donc: 0 x O]a,bl, F(x)=j o =j o ,
J(x=a)b-x) (b—a]z_(x_a+bjz
2 2
et on peut poser le changement de variable : X - a; b = (b;zaj.u,
. _ du _ : _ [ 2x-(a+b) _
soit : F(X) = j W =arcsin() +C = arcsu{T] +C,avec: C O R
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50.

Finalement : J' F(x)—llm F(x) = arcsing) —arcsin¢l) = 7.

a J(x— a)(b X)

* Pour la derniére intégrale, la fonction sous l'intégrale est définie, continue, positive sur ]0,1].

1 1 1 1
De plus : N ,et: ~ ,
p x1/2 /l—_X 0 x1/2 7 T x il

ce qui garantit la convergence de I intégrale
Puis: O x 0]0,1[, F(x) =
i e

= lim F (x) —Iirr(l) F(x) =71.

= 2.arcsin(l) + C = 2.arcsing/x) + C , avec : x =u?.

D'ou : .[1

dx
0 %2 J1-x

» Pour cette premiere intégrale I \/_ , la fonction sous l'intégrale est définie, continue et positive

\/1 X2
sur ]0,1].
1 _ 1 ot 1 _ 1 N 1
Ixa1=-x2 0x " Ixall=-x2  xal-xafl+x 1/241-%
et I'intégrale est donc convergente par référence aux intégrales de Riemann en O et en 1.

s L +o]—C0S
* Pour cette deuxieme intégrale jo —5()()
\ X

De plus:

.dx, la fonction sous l'intégrale est définie, continue et

positive sur R™.

2
De plus : L \(/;O—SQ() \/1—( (1—)(7+00(X2)D'52\1/—,et:5x21,0<1CTOSS(X)— 25
A X X 2
X

Donc a nouveau l'intégrale est convergente.
* Pour cette troisieme intégrale jo (WIn(x+1) —,/|In(x)|).dx, la fonction sous l'intégrale est définie,
continue sur R,

De plus : (yIn(x+1) —,/|In(x)|);—,/|ln(x)| ,et: Ixim)x/;.,/|ln(x)| = Ixi[rg,/|x.ln(x)| =
donc J.:(q/ln(x+1) ~/|IIn(x))).dx converge.

D’autre part :

0 x>1, y/In(x+1) = /In(x)| =\/In(x)+|n(1+ j JIn(X) = /In(x). (1+

1 1
U 4/In(x+1) 1/In(x In(x) OM[XZ-MJ

o 2.XA/IN(X) '

Or: jz—l().dx =,/In(x) +C , avec: C OR, qui n"admet pas de limite finie en +o.
X+/IN(X

c L - In(x) —————.dx est divergente et l'intégrale I (WIn(x+1) - /In(x )dx diverge aussi par

comparaison de fonctions positives.

Conclusion : J.Om (WIn(x+1) = /|In(x))).dx diverge.
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51.« La premiere intégrale .[ est divergente.

0 /X (1 X)
: s e . . . 1 1
En effet, la fonction sous l'intégrale est définie, continue, positive sur ]0,1[, mais : 3
VX .L-X) 2
ce qui montre que l'intégrale diverge en 0, donc est divergente.

« La deuxiéme Lw @+In(x)) "™ dx est convergente.

En effet, la fonction sous l'intégrale est définie, continue, positive sur [1,+) et I'intégrale est généralisée
en sa borne haute.

De plus : 0 x=1, 0< (L+In(x)) ™ = expEIn(x).In(L+In(x))) = !

Xln(1+(ln(x)) )
Et comme : lim In(1+In(x)) = +oo,
X — +0o

onendéduitque: 0 A=1,0 x= A, InL+In(x)) = 2.
- 1 . . :
Danscecas: 0 x= A, 0< (L+In(x)) ™™™ < — , Ce qui garantit la convergence de l'intégrale.
X

+00
« La convergence de la troisieme intégrale L x?.In(x).dx dépend de a.

La fonction sous l'intégrale est toujours définie, continue sur ]0,+) et I'intégrale est généralisée en ses
deux bornes.

. S L In(x - :
Sur 10,1], la fonction est négative et en I'écrivant : x*.In(x) = (_a) , on distingue alors trois cas :
X
. In(x 1 1
si: —a<l,alorspour: —a<y<l,ona: InG9 ) =[x*".In(X)].— =00( Vj’
X X
du faitque : a+ )y >0, et avec le théoreme des croissances comparées.
1
L'intégrale L x?.In(x).dx est alors convergente.

In(x) In(x)

. 1 i
—a =1, alors la fonction sous l'intégrale est : , qui admet E.(In(x))2 pour primitive sur

R™*, et cette primitive n’a pas de limite finie en 0.

1
L'intégrale L x?.In(x).dx est alors divergente.

si: —a>1, alors on constate que : [0 x [0]0,1],

=In(x) S =In(x) >0
X x o

L'intégrale '[Om x?.In(x).dx est encore divergente, par comparaison de fonctions positives.

Sur [1,+m), la fonction sous l'intégrale est positive et se met sous la méme forme que précédemment.
A nouveau on distingue trois cas :

In(x) _ In(x) 1

si: —a>1,alorspour:1l1<y<-a,ona: :
xa XX

= om(iyj, dufaitque: —a—-y >0, et avec
X

le théoreme des croissances comparees.

L'intégrale L x?.In(x).dx est alors convergente.

+00
si: —a=1, alors la méme primitive qu’au-dessus montre que '[ x2.In(x).dx diverge.
In(x) In(x)
X2 X
Conclusion : cette intégrale est toujours divergente.

Remarque : en +oo, il suffisait d’étudier ce troisiéme cas, seule possibilité de convergence de l'intégrale, au
vu de I'étude faite en O.

si: —a<1, alors: 0 x 0[1,+»), >0, et l'intégrale j x?.In(x).dx est encore divergente.

52. Ici, on peut penser a calculer directement une primitive puisque la valeur des intégrales est demandée.
Néanmoins :
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. Sre s 2 +oo X2+2 e . .
« La fonction sous la 1°® intégrale .[ .dx est définie, continue, positive sur [2,+»), et :
2 X(x-1.(x2+1)

X2+ 2
X.(x=1). (x2+1) +oo

—-, garantit que l'intégrale est convergente.

. - ; i 14 . X2+2 2.3 1 1 x-1
Puis on utilise une décomposition en €léments simples et : ==+, t-.— .
X(X=D.(x2+1) X 2x-1 2 x°+1
On en déduit que :
+
0 x=22, F(X) :I Xe+2 =—2.In(x)+§.In(x—1)+1.ln(x2 +1)—1.arctané<)+C.
X.(x=1). (x2+1) 2 2

_ oo X2+ 2 o _ 1

Finalement : J' dx=IlimF(X)-F(2) = Ny 2.In(2) - In(5) +=.arctang).
2 X(x-1D.(x2+1 X oo 4 2

: L 1 /1— X dx .
* Attention dans le cas de cette deuxiéme intégrale J.O —_—. a distinguer la valeur : a=1, pour
X

X—a
laguelle la fonction est définie, continue de signe constant sur ]0,1[.
Si: a#1, lafonction est définie, continue de signe constant sur ]0,1].

1-x 1 11

Danstouslescas: ,[—.——~——.—,
X X—ao® a 4x
ce qui garantit la convergence de l'intégrale (en 0).
. s e 1-x 1 1
Si: a=1, lintégrale est aussi généralisée en 1, et : . ~— ,
X x-11 1-x

d’ou a nouveau la convergence de I’ intégrale cette fois-ci en 1.

2 —
Puis : 0 x 0]0,1[, F(X) = j 1mx _ox _ 2U du, avec: u= 1%
X x-a (u2+1).((1—a)—a.u2) X

On écrit alors : 2 __ 2.(a-1. 1

(u? +1).((1—a)—a.u ) Tw 1 au’+(a-1

Puis : F(x) = 2.arctan() - 2., /a—_l.arctarEu.1 /iJ +C.
a a-1

On termine avec les limites de F quand X tend vers O et 1, soit quand u tend vers +w et O et :
1 /1-x  dx a-1 a-1
NI RN A=  B f=e
oy X Xx-a a a
» Pour cette derniere intégrale j+wi
1 x3xe+1’

21
—, Ce qui garantit la convergence de l'intégrale.

X, lx2+ +oo =

Puis : O X21,F(x)=j

la fonction sous l'intégrale est définie, continue positive sur

[1,+0), et :

=J' du =1J‘ 3v.dv
x.3\/x2+1 2udfu+1 2 vi-1'

en utilisant les changements de variable successifs : U= X?, puis: Vv=+/u+1.
On décompose alors la fraction en éléments simples et on integre classiquement pour obtenir :

F(x)—— In(v - 1)—— In(v® +v+1)+§ arcta {2'://;1}.

Quand x vaut 1, v vaut \/E et quand X tend vers +, v tend vers +co.
En calculant les valeurs ou limites de F en ces points on conclut avec :

dx = 3 1I (\/_ 1)+ In(x/Z+x/§+1) £arct ’EZ\/E+1J

L oxiherl 4 V3
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Série numeérique définie a I'aide d’'une intégrale.
53.a. Pour : n2=1, l'intégrale définissant u,, est évidemment convergente avec un équivalent en +co.

. . L . . v t3.dt
Puisque, en envisageant une intégration par parties, l'intégrale 3.n. IO W
+

+00 o +oo0 3 oo 3 _
peut écrire directement : dt :{ t } +3_n_.[0 t°.dt —3.nj (t°+1-1.dt

converge encore, on

0 (1+t3)n (1+t3)n (1+t3)n+1 B (1+t3)n+1
soit: u, =3n.(u, —u,,,) (on peut dire aussi que la partie intégrée a une limite finie en +).

. . Lz : 2.n
De plus, avec une décomposition en éléments simples : U, = ——.

343
_ n-1 n-1
Donc: u,,, = 3'2 1.un, puis: 0 Nn=2, u, =u—| 3:k 1} (ﬂ 3l3(k1] 32\/71
n

u
b. Classiquement: 0 n21, v, -V, = -1 n (1+ 1} In(ﬂj ::—:;.In(1+1j+ln[l—ij,

3 n u n 3.n

et:v. —v. =3[l 1 .4 [ij N (ij.,_ 2
e 3ln 202 T\ n? 3n 18n*> ™\ n? )+ 9n?

La série proposée converge donc et (V,) converge aussi vers une limite L.

1

= K
Donc (n3.u,) tend vers e et: u, ~—, donc la série )_u, diverge, et la série Z— converge.
+o00 n3 ey n
Pour la derniere série, elle est alternée (les u, sont positifs), la suite (u,) décroit (question a) et tend

vers 0 (question b), donc le critére spécial garantit sa convergence.
c. Pour la somme de la derniére série, on a:

3 k-1 e ] -1
N2l S =2 0 = z[lﬂj = 2+t3{1_[1+t3j }dt'

La partie indépendante de n est une intégrale convergente : montrons que l'autre partie tend vers 0.

w1 -1 )" w1 1 1
[ 3.(—3j.dt=j S —dt< >
0 2+t° (1+t 0 2+t (1+t°) 2
et I'expression tend bien vers 0 en +co,
Donc : -)"tu = dt=| ———du=—F—u, =—"=.
,,Z:;'( ) Io 2+t° Io 2+2u° 2t 3.3

Pourcela: 0 n=1,

u,,

Intégrabilité de fonctions de signe quelconque, av  aleurs complexes.
54. Le probleme d’intégrabilité de cette fonction est lié aux deux bornes de l'intervalle d'étude.

cen0: [Wx.f (X)| < E.&.In(x) - 0, ce qui garantit I'intégrabilité sur ]0,1].
| 2

In(x) 1

. i T 1
e en +co, on utilise la propriété : 0 x>0, 5 arctang) = arctarE—j : f (X) =0,.| —5 |-
X

X2
Ces comparaisons entre fonctions positives garantissent I'intégrabilité de f sur [1,+) et donc sur R™.

55. a. La fonction sous l'intégrale est définie et continue sur R**.

HIC)
, . sIn(t : L
Puisque, on a: I|m " ® =0, la fonction est prolongeable par continuité en 0 et :
sin’(t
Ot=>1, t2( ) , donc l'intégrale est convergente.
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C.

56. a.

d.

Comme reste d’une intégrale convergente, | (X) existe pour tout : x> 0.

. On peut ensuite écrire :

a3
_eresin®(t) 1 ¢+ 3.sin) - S|n(3t) sin(t) 1 (+sin(3t)
0 x>0, 109=] = .dt—4L = 4L =t 4L =t
puisque les deux intégrales qui apparaissent sont convergentes.
On effectue dans la deuxiéme intégrale le changement de variable C' et strictement croissant : u = 3t

S|n(3t) +SiN(U) sm(t) _ 3 sin() 3x5|n(t)
et: 0 x>0, j dt—3.J'3IXT.du, I(x)——J- - LX—. _—j dt .
On pose enfin : Ot O R™, ¢t) :&Q_t, et: ¢(0)=0.
sm(t) t

La fonction ¢ est continue sur R (puisque : ¢@(t) =

——DDO 0=¢0)).

Enfin : j S g = [ g0t + j Lat= [t +1n3).

. N . . . r3xsin(t)
Et comme ¢ est continue sur R*, on a: Ilmj @(t).dt =0, donc : Ilrr” >t =In(3).
X— X
. . 3x sm(t)
Finalement : | = I|m [(X) =—. mj dt=— In(3)
4 x-0
Il est immédiat que la fonction est positive donc son intégrabilité est équivalente a la convergence de
L - e e—a.t _ e—b.t
I'intégrale : 1 (a,b) —IO f.dt.
Puis :
e—a.x _e—b.x
e lim x>.——— = lim x.(e®* -e™*) =0, puisque: 0<a<Db,et:
X — +0o X X — +00
—a.x —-b.x
- 1-ax+0,(x)) - @—b.x+0,(x
. e e =( 0( )) ( 0( ))=(b_a)+00(1)|:[[|0—>b_a,
X X

et donc l'intégrale est convergente.

. On va effectuer une intégration par parties.

—at

Pour cela, la fonction [In(t).(e™' —e™')] admet une limite finie :

e en +oocar: In(t).e? —-e™) = Intﬂ.(t.(e_a't -e™) 00 - 00=0,et:

«enOcar: In(t).(e* -e™) =In(t).(b-a)t+ 0,(t)) 00l -0,
et dans les deux cas, du fait du théoréme des croissances comparées.
Dot : | (a,b) =[In(t).(e™ —e ™)~ + jo“” In(t).(ae™™ —be™).dt =0+ j0+°° In(t).(a.e™ —b.e™).dt .

.Puis: 0 c OR™, .[:0 c.In(t).e™'.dt, converge car :

- Jtcln(t)e™ [, - 0, et :
« t?clin(t).e™ = c.lntﬁ.t3.e‘°'t I}, - c.00=0,

toujours du fait du théoréme des croissances compareées.

Donc l'intégrale .[:0 c.In(t).e™'.dt converge puis on effectue le changement de variable croissant et de
classe C': u=ct, et :jmc.ln(t).e‘C".dt -j In( je‘” du = j In(u).e™.du- In(c)j e.du.
0 0 Cc

Finalement, puisque : J.Om e’.du=[-e"];” =1, on abien: .[Om cIn(t).e ' .dt = J.(:mln(u).e‘u du-In(c).

On en déduit que (puisque toutes les intégrales sont convergentes) :
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I (a,b) = (J:w In(u).e™.du—In(a)) - (J:w In(u).e™ .du—In(b)) = In(gj .

e. La fonction sous l'intégrale est définie, continue sur ]0,1[.

On ade plus:
_ t-1_ - t-1
eenposant:t=1-h, Ofm-1,e —Dt -1,
In(t) In(l h) Intt) *~
t-1
. -0,
In(t) S

et la fonction est prolongeable par continuité en 0 et en 1 donc l'intégrale K converge.

Enfin, en utilisant le changement de variable décroissant et de classe C': t =e™, on obtient :
2.u

_—.du -1 02) = |n@] ~In2).

—u

Semi-convergence.

o, +0l 1
57.« La premiere intégrale est L ;.S|n(t+¥j.dt convergente.

En effet, la fonction sous l'intégrale est définie, continue sur [1,+) et :

Ot=>1, 1 .sin[t + }j = }.(sin(t).co{}j + cos( ).sin[}B = sin) + %{co{}j —1} + cos) .sin(}j :
t t t t t t t t t t

t

Puis :
Ot=>1, cost) sm( j <1 sin(:—Lj ~i2, et:
t t t t +oot
Ot=1, sm(t). co{}j—l s}co{}j— ~i3,
t t t +00 2t

ce qui donne I'absolue convergence de J- = cos()sm( ]dt et de J- Sm(t) (Co{tj 1j.dt.

si
Enfin j t() .dt converge du fait de la convergence de l'intégrale de Dirichlet et I'intégrale initiale est

bien convergente.
» La deuxiéme intégrale est encore convergente puisque la fonction sous l'intégrale est définie, continue

sur R™* et :
sin(t).sinGj <|sin()|, donc : Iti[rg(sin(t).sin(%jj =0,

donc la fonction sous l'intégrale est prolongeable par continuité en 0, ce qui donne la convergence de

J'sm(t)sm( ]dt et:

Ot=1, sin(t).sin[}j = sin(t).(}+o+w(izn _ sin) +o+w(izj,
t t t t t

+o SiN(t +oo 1
et on constate que L %.dt converge et L O.., [t_zj'dt est absolument convergente.

Ot>0,

Comme somme d’une intégrale convergente et d’une intégrale absolument convergente, l'intégrale
proposée converge donc.

o o 1 1
* La troisieme mtegrale J:) — .Sln(X'*'—j.dX est encore convergente.
X

Jx

o 1 1 . L .
La convergence de L — .Sln[x+—j.dx s’obtient comme pour la premiére intégrale de I'exercice.
X

Jx
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: 1 . 1 1
Puis: 0 x>0, —.S|n(x+—j <—,
Jx x )~ Jx
ce qui par majoration de fonction positive, garantit la convergence de .[ T SIH(X+ jdx, et finalement

celle de I'intégrale proposée.

58. a.

59. a.

La fonction sous l'intégrale est définie, continue sur [1,+).

) sin(x) _ sin(x) sin(x) _1_sin(x) _sin(x) 1
De plus,ona: 0 x=1, \/;+sin(x)_ Ix (1+ &j "/ (1 X +O+W(XD,

- - - 2
soit: O x> 1. sm(?() _sin(x) _ sin*(x) +O+w( 1 ]
Ix+sinx)  W/x X xA/x
Puis :
+o SiN(X) s L . :
. J- .dx converge a l'aide d'une intégration par parties sur [1, A], puisque :

L Ux

sm(x) —cos(X) o Acos()
0 A=1, j dx —|: \/; :|l _EL T.dx,

sachant que la partie intégrée a une limite finie (nulle) en + et la derniére intégrale aussi

+o COS S
(J-1 _3@‘)_dx absolument convergente par majoration),

X2

oo 1 o
. J'l Om(—\/_}dx converge aussi puisqu’elle est absolument convergente,
XAl X

.dx est divergente d'apres I'exercice 19.

. J-+oo sin®(X)

1 X
o , : o SiN(X) .
Donc comme somme de deux intégrales convergentes et d’une divergente, j ——————.dx diverge.
L Jx +sin(x)
. De méme, la fonction sous cette autre intégrale est définie, continue sur [1,+c0).
Toujours de méme, et avec la relation :
0 a OR, sin(2.a) = 2.sin(a).cos@), on peut écrire :
0 x>l sin()  _ sin(x) (1_ cos(x) +O+W(ED _sin(x) _sin(2.x) +O+w( 1 J |
\/; + COS(X) \/; \/; X \/; 2.X X.\/;
o in(x) +oo 1 + SiN(2.X)
Or les deux intégrales I dx et j 0., .dx convergent, mais aussi I ax.
1 \/_ 1 X.\/_ 2.X

En effet, cette derniere intégrale correspond (a une constante et au changement de variable : u = 2.x,
de classe C' strictement croissant prés) a I'intégrale de Dirichlet.

o s +  SiN(X
Donc comme somme de trois intégrales convergentes, l'intégrale J. t

1 x+ cos)

.dx converge.

Les deux fonctions intervenant dans les intégrales sont définies, continues sur R".

Puis: 0 A=1, jAsin(XZ)_dx:I Slrl/(ﬂ) du [_;(j/s_w} _%.J‘AZ 0033@) du
1 Au 1 3

Le crochet a une limite finie lorsque A tend vers +o,

(J)

u2
au-dessus a une limite finie en +oo,

u2

De plus J- .du est absolument convergente, donc convergente, ce qui garantit que I'expression
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Finalement l'intégrale '[0 sin(x?).dx est convergente.

Le raisonnement est identique pour jo ) cos(x?).dx.

. Puisque cette intégrabilité sur R est équivalente a celle sur [+ 77 ,+), on va I'étudier sur cet intervalle.

nr|sin@u)|

2/u

Puis comme dans I'étude de l'intégrale de Dirichlet, on peut minorer avec :

() = [ sinGcelox j””'s'”(“” IS g, LEL
NV+KaT
Si la fonction proposée était intégrable sur [\/I_T ,+00), alors la quantité precedente aurait une limite finie
guand n tend vers +o, ce qui est impossible puisqu’elle est minorée par une somme partielle de série
qui diverge vers +oo.
La fonction n’est donc pas intégrable sur R* et le principe est le méme pour I'autre fonction.

du.

Pour cela, on étudie : 0 n= 2, F(v/n7) = J:F [sin(x2).dx = I

Fonctions définies a l'aide d’intégrales généralisé es.

60. a.

61. a.

C.

. On constate ensuite que : 0 1<a<b,0t>1,

X 1
.Puis: 0 x>0, f(x)+ f(x+1) = I ik dt—.[tx‘ldt_{t_} :1.
0

Pour tout réel a, la fonction sous I'intégrale est définie, continue, positive sur [1,+).
Si: a<0, la fonction sous l'intégrale a une limite finie non nulle en +o donc l'intégrale diverge.

1
—, et l'intégrale converge si et seulement si: a>1.
{2+ 1w t?
Finalement : 9 =]1,+c).

Si:a>0,ona:

1
< ,
t+1 2 +1
et comme les intégrales convergent, on peut intégrer sur [1,+), ce qui donne : f(b) < f(a),
et f est bien décroissante sur [1,+).
Comme de plus la fonction intégrée est positive, f est elle-méme positive.
Etant décroissante, on a ainsi la garantie que f admet une limite finie (positive) en +o.

()j———

Le théoréme des gendarmes permet de conclure que f(a) tend vers 0 quand a tend vers +co.

Maisde plus: 0 a>1, 0< :w

Pour x réel, notons ¢, la fonction sous l'intégrale : elle est définie, continue, positive sur ]0,1].

x-1
De plus: ~ i:1-x<1,soit: x>0.
1+
y-1 tx—l
Puis: 0 0<x<y, 0t0]0,1],
1+t 1+t

et les intégrales étant convergentes, on peut intégrer sur ]0,1] pour obtenir : f(y) < f(X).

X X

On peut ainsi écrire : 0 X>1, © = f(x)+ F(x+1) < 2.F(x), et: 2.F(x) < f(x=1)+ f(x)=i1.
X X—
1

Donc: [0 x>1, is f(X) s ————.
2.X 2.(x-1)

1
Le théoréeme des gendarmes permet d’en conclure que : f (x) ~ o
X

. Puisque f est décroissante, f(x+1) a une limite finie lorsque X tend vers 1 par valeurs supérieures.

Donc a partir de : 1=x.f(X) +x.f(x+1), si on fait tendre x vers 0, (X.f (x+1)) tend vers 0, et (X.f (X))
tend vers 1.
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62. a.

C.

63. a.

b.

Conclusion : f(x) —51 .
X

-t
.. +o @ . . . o . ..
L'intégrale J; T.dt est convergente, puisque la fonction sous l'intégrale est définie, continue, positive

- 1
sur [1,+), et elle est négligeable devant t_2 en +oo,
+00 e_t
Donc : 0 x>0, l'intégrale '[ T.dt est également convergente.
X

—t
. L +o € . . . .. e
En revanche, l'intégrale IO T.dt est divergente en 0, puisque la fonction sous l'intégrale est définie,

. . e’ 1
continue, positive sur ]0,+) et : TEI
Donc f est définie sur R™ (les valeurs x négatives sont interdites, puisque la fonction a intégrer n'est
plus définie sur l'intervalle ]x,+)).

oo —t X —t
. I suffit d’écrire que : O x>0, f(X) =L eT.dt —J; eT.dt.

f apparait alors naturellement comme I'opposée d’une primitive de fonction continue sur R**.
e

—X

A ce titre, elle est de classe C' sur R™*et: 0 x>0, f'(X)=-

-t
. e - . .
On peut écrire: 0 x>0, 0 x<t, 0< X.T <e™, donc en intégrant sur [ X,+o ), on obtient :

0x>0, 0sxf(< [ e'di=¢,

donc le théoréme des gendarmes donne : lim (x.f (x)) =0.

Puis: 00 x>0, f(x) =J;+weT_t.dt—LxeT_t.dt, et: JjeT_t.dt =ji%'dt+jje_t 1

dt=-In() + [ (t).ct.
1
Or jo¢(t).dt converge puisque la fonction sous l'intégrale a une limite finie en 0.

—t
Donc : x.f(x) =xC - X.L eT.dt =xC - xIn(x) + X.L @(t).dt, et si x tend vers 0, (X.f(X))) tend vers 0.

. Pour: 0<a<b, on peut intégrer par parties et écrire :

b b_ [Py ¢ b, [P,
j f (x).dx =[x f(X)]° —j x.f'(x).dx =[x f(X)]° +j e™*.dx.
Puisque toutes les quantités qui apparaissent ont une limite finie quand a tend vers 0 et b vers +o, on
conclut que : J:m f(X)dx=0-0+ J:w e .dx=1.

_ . , + Sin(t . .
L'intégrale de Dirichlet est convergente donc également L %.dt ainsi que toute intégrale

o -nt . +
I —Slt().dt, pour: x>0, et T estdéfinie sur R™.

X

puis: 0 x>0, 1(x)=[" S'rt‘(t) a=[" S'rt‘(t) - S'rt‘(t) dt,

et sous cette forme, f est bien de classe C' sur ]0,+%), comme I'opposée d’une primitive de fonction
continue sur ]0,+00).

De plus: 0 x>0, f'(x) = _SinG9 :
X

Soit: A>0.
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Alors : jOA £ (x).dx = [x.f (9)]* - jOAx.f "(x).dx = Af(A) + jOAsin(x).dx = Af(A) —cos(A) +1.

D’autre part : f(A) = [%m} _ I+°° COS¢) dt = COZ(A) _LIW Cci):jt) dt, et donc:

A t?

at.

» COS() » COS()

jOA f(x).dx = AT (A) - cos(d) +1 = cos(A) — cos(A) +1— A jA di=1-A jA

Montrons enfin que le dernier produit tend vers 0 quand A tend vers +co.

Pour cela - AJ‘ COS@ a4t = {smz(t)} ZAJ' sm(t) = _SNA = A S|n2(t) .
t da A At

L gt

et enfin : dt < J-A t—z.dt = A"

rw A sin(t) dt‘ . rm A [sin@)
At ' t o t?

t2 “ A

+00 A
Conclusion : AIA %?O.dt tend bien vers 0 quand A tend vers +o, et IO f (x).dx tend vers 1, toujours

guand A tend vers +co.
On adonc: Em f(x).dx=1.

Remarqgue : toutes les intégrations par parties et les majorations faites ici sont justifiées par la
convergence des intégrales qui apparaissent.
c. La fonction (qu'on notera ¢ ) se prolonge en effet sur R, en posant classiquement : ¢(0) =1.

Danscecas,ona: [ x OR, f(x)= j+m¢(t).dt , est une intégrale généralisée en sa borne haute, de
X

méme nature que J;w¢(t).dt qui est convergente.

Donc f se définit sur R, et en appliquant la relation de Chasles a cette intégrale, on a :

0x OR, f(x) = jl+°°¢(t).dt— f¢(t).dt, d'ou f est de classe C!sur R, et: f'(X) = —@(X) .

Comparaison série-intégrale.
1

64. La fonction : X+ —-, étant décroissante sur [1,+®), on a classiguement 'encadrement :
x?

N N N+ . N
Dk=1, —+ zsjkld—: 1 et:onz1, Z izstld—zts 1
(k+1) kt© Kk n(k +1) ke K nott Sk

D’ou en faisant tendre N vers +c, on constate Ia convergence des séries et de l'intégrale et :

On>1, unsr‘”ﬂ:[_}} :15Un+i-

not? t n n’
g 1 . 1 1
On en déduitque : nu, <l<nu,+—,dou:1-=—<nu, <1, et: limnu, =1, etfinalement: u, ~—.
n n n - +oo +o00 n
Donc par comparaison de séries a termes positifs, la série ZUn diverge.

n21

65.¢ Pour: a<0,alors: 0 n>e, u, = (In(r:}))‘ o , et la série zu diverge.
n=3
« Pour: a >0, lafonction f, :t— W est positive et décroissante sur [e,+c).
Donc la série Z;un et l'intégrale Lm f, (t).dt sont de méme nature.
>
Orsi: a =1, alors: j f(t).dt = j I—()dt—[ln(ln(t))] = In(In(x)) , qui tend vers +o en +o,
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. —a+1 N9
etsi:ail,alors:J- fU,(t).dt:J-;.dtzjll()Ez u = 1 : L -1,
e e t.(In@)” tout [ma+l) 1-a (In(¥)?

qui a une limite finie en +co si et seulement si: a >1.
Conclusion : la série ZUn converge si et seulement si: a >1.

n=3

66. La fonction f : t > (In(t))?, est croissante sur [1,+cw).

Donc : 0 k=1, on peut alors écrire : Ot O [k, k+1], (In(k))? < (In(t))? < (In(k +1))?,
puis en intégrant et en sommantde 1 a n (avec: n=1):

n+l

S, =3 (n()” < [ (n®)* dt < Y (In(k +1)* = 3 (In(K)* = S, ..

N n 2 n+l 2
Dot : 0 n=1, jl (In(t))2dt< S, < L (In(t))2.ct .
A l'aide d’intégrations par parties, on obtient :
_1 1
On=1, jn (In@))%.dt =n.(In(n))* - 2n.In(n) +2n+2,et: u, = —~———
1 S, n (In(n))®
Par comparaison de séries a termes positifs, I'étude des séries de Bertrand montre que la série
> u, converge.

n=2

67. a. La série an est a termes positifs puisque f est décroissante sur l'intervalle | .

Dautre part, ona: 0 n=n, +1, w, < Ln_l(f (n-1)-f(n))dt=f(n-1)-f(n)=a,.

La série Zan est alors télescopique, et converge car f admet une limite finie en + (elle est

nzny+1
décroissante et positive donc minorée sur ).
Par comparaison de séries a termes positifs, la série ZWn est également convergente.

nzn,

. N 1 : e N : L
b. Sionpose: O x OR™, f(x)==, f estbien définie de R™ dans R, y est continue, décroissante et
X

positive.
Donc on retrouve que la série Z— et l'intégrale j — sont de méme nature (donc divergentes).
n21
1
De plus, la série ZW est convergente, otonaposé: 0 n=2, w, J. 3 —_——.
n=2 B n

n n 1
Or la somme partielle de cette série vaut: 0 n=2, > w, =In(n) - ZE =In(n)-H, +1.
k=2 k=2
Si ainsi on note W la somme de la série précédente, on adonc: In(n)—H_, +1=W -&(n),
ou &£ est une suite qui tend vers 0 en +co.
On conclutque : H, =In(n) +1-W +&(n) =In(n)+ y+&(n), otonanoté: y=1-W.

68. Puisque tous les termes intervenant dans u,, sont strictement positifs pour : n =1, on peut écrire :

On=1, In(u,) = 2|1()§ n ()_T()

La fonction : X+ X.In(X), étant croissante sur [1,+), on obtient cla33|quement les encadrements :

O k21, k.In(k)sj'kﬂx.ln(x).dxs(k+1).|n(k +1), d'o ;

ol onaposé: S, Zk In(k).

n+l

On>1, S, Zk|n(k)<j xIn(x)dx<Z(k+l)In(k+1) ZKIn(k) S....
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Comme :
2

-On21, F(n) =J-lnx.ln(x).dx:{x?.ln(x)l —jl”g.dx:”—;.ln(n){)‘?:} :”—22.|n(n)—”7:+%,

2
- 0On21, F(n)= ”7|n(n) +0,.(n2In(n)), de méme pour F(n+1),
gu’on obtient par exemple par quotient avec le théoreme des gendarmes, et :
«0nz22 F(N)<S,<F(n+1,
S, 1

on en déduit que : In(u,) = —5—"—— PG E +0,, (@), et: I|m In(u, )—%

n- +oo

Par continuité de I'exponentielle on conclut que : lim u, —ex;{ j \/E

Sommes de Riemann.
n-1 _ n
69.a. On pose : 0 n O N*, :—a f(a+kuj et:S'n=u.Zf(a+kuj
n

k=1 n
b
Alors les deux suites (S,) et (S,,) convergent vers j f (t).dt (approximations de l'intégrale de f sur

[a,b] par des rectangles).

b
La suite des moyennes de S, et S'| converge aussi vers j f (t).dt (approximation par des trapézes).
a

b. On note g la fonction qui coincide avec f sur[0,a], et quivaut f(a) sur[al].
n-1
On note encore : [ n ON*, S, = EZ g(hj
nie\n
Alors :

« la suite (S,) converge vers : fg(t).dt ="t (@O).dt+ jalg(t).dt = [T T @O.dt+ @-a).1 (a).

n-1 [na] n-1 n-1
« O n ON¥ lz ( j 12 [kj+1. > 9(5j=0n+1. > f(a),

N k=0 N o n n k=[n.a]+1 n k=[n.a]+1
car .

00<k<|nal, Osksa, et f et g coincident sur [0,a], et:
n

O|na|+1<k, a<%.

1
Donc: O nON* g, =S, -=.(n-1-|nal).f(a).
n
Enfin: 0 n O N¥, n.a—1<\_naj<na et: n-1-nasn-1-|naj<n-na,

ce qui montre que : lim = (n 1- |_naj) 1-a, et finalement:

n+oo

lim o, = lim S, - 1-a).f () :jo f (t).dt .

n— +oo
Autour des équations différentielles.

70. a. C’est une équation différentielle linéaire du premier ordre avec second membre et donc, on procéde en
deux temps :

« 'équation homogene associée a pour solutions les fonctions y données par :

0 x 0]0,+), y(x) =C.e*, avec: C OR.
« on cherche une solution particuliere de I'équation complete, a I'aide de la méthode de variation de la
constante, ce qui conduit a :

y(x) = C(x).e*, avec C dérivable sur]0,+), et y est solution si et seulement si :
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C'(x).e* =In(x), soit : C(X) :Lxln(t).e“.dt+ K,ou: K OR.
Finalement, les solutions de I'équation sont les fonctions de la forme :
0 x 0]0,+), Y(X) :eX.(jlxln(t).e—‘.dHK) Lavec: K OR.

b. Une solution sera bornée (sur ]0,+)) si et seulement si elle admet une limite finie en 0 et en +w
(théoréme de sup).
Soit donc y une fonction parmi les fonctions trouvées au-dessus.

- X -] . . -
* en 0, y admet une limite finie si et seulement si : Ilrrg) | In(t).e™.dt existe et est finie.
X

1 _
Ceci revient a examiner la convergence de l'intégrale L In(t).e™ .dt.

Or la fonction sous l'intégrale est définie, continue sur ]0,1], négative, etenOon a: Iirrg \/f.ln(t).e_t =0,
to

a l'aide d'un équivalent de I'exponentielle et du théoréme des croissances comparees.
Donc l'intégrale est convergente et y admet une limite finie en O (pour toute valeur de K).

» en +w, €* tend vers +ow.
Donc si on veut que Yy ait une limite finie en +oo, il est nécessaire que la parenthése tende vers 0.
+00
Or l'intégrale L In(t).e™.dt est convergente.
En effet, la fonction sous l'intégrale est définie, continue, positive sur [1,+w) et : lim t*.In(t).e™ =0, du
t - 40

fait du théoreme des croissances comparées.
Donc si y est une solution bornée, elle vaut :

0 x>0, y() =" ([ In(t)e™ dt - jl In().e™.dt) = —e*. " In(t).e™ ..
Vérifions pour terminer si cette fonction a une limite finie en +o, et pour cela :
0x>1,0t2x, In(x)<In(t), donc: In(x)e™ <In(t)e™ et:[ In(x)e'dr< " In()e"dt.
X X

Donc apres calcul de la premiére intégrale : In(x).e™ < rwln(t).e_t dt,et: In(x) < |y(x)| .

Donc Yy tend vers -« en +oo, et n’a donc pas de limite finie en +co.
Conclusion : il n'y a pas de solution bornée sur ]0,+) a cette équation différentielle.

71.Notons : 0 x OR, h(x) = f'(x)+a.f(X).
Alors f est solution de I'équation différentielle : y'+a.y =h.
Or les solutions de cette équation différentielle sont les fonctions y de la forme :

Ox OR, y(x) = e(jo h(t).e”'.dt + K), avec : K OR ou C.

Donc f peut se mettre sous cette forme, puisqu’elle est solution de I'équation différentielle.
Montrons alors que toute fonction de cette forme tend vers 0 en +co.

Tout d’abord, et pour toute valeur de K, x> K.e™*, tend vers 0 en +o (Re(@) > 0), donc il reste a
étudier I'autre terme.

Pour cela, notons : @ =a+ib, (a,b) O R™*xR, et soit: £ >0.

Puisque h tend vers 0 en +, on sait que :

OA>0,0 x2 A, |h(x)|s£—';,et:

D XZ A, onh(t)'ea_t'dt S J'OAh(t).ea,tldt + j:h(t)eatdt

<1+ [ hole|dt <1, +£—;‘.j:ea-t dt,

ou |, désigne la valeur absolue (ou le module) de la premiére intégrale.

Donc : ‘e_”'x.jox h(t).e™* .dt

X
_ £a x _ ca _,.|e* _ £
<e™.(I, +7.J'Ae“.dt) =1,e% +7.e ""X{—} <l,e® +§.
a

A
On remarque alors que la fonction : X+ | A.e’“, tend vers 0 en +o0, donc :
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L } £
0 B> A (on peut le choisir ainsi), tel que : 0 x> B, ‘I A=

Finalement: O x= B, ‘e‘”-X,J'OX h(t),e‘“ dt

£ €
<“+Z=g,
2

X
et on vient de démontrer que la fonction : X+ e~ .jo h(t).e”".dt, tend vers 0 quand x tend vers +o.

Conclusion : la fonction f donnée au début de I'énoncé tend bien vers 0 en +oo.

Remarque : on retrouve le « principe » qui veut que lorsqu’on commence une étude de limite « avec des
& », on latermine « avec des & ».
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