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Intégration (corrigé niveau 2).  
 
Calculs d’intégrales sur un segment et de primitive s. 
41. a. Tout d’abord f  est définie sur � puisque son dénominateur ne peut s’annuler. 

    Puis on peut mettre f  sous la forme : ∀ x  ∈ �, 
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    et sous cette forme les fonctions )Re(f  et )Im( f  sont clairement continues sur � (par opérations). 

    Donc f  admet des primitives sur �, toutes égales entre elles à une constante additive près. 
b. Ensuite ces primitives s’écrivent :  
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42. a. • La première fonction est définie, continue sur les intervalles (-∞,0[ et ]0,+∞) et y admet des primitives. 

    Puis : ∫∫∫ +
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    avec : )(2 xxu ϕ== , ϕ  étant une fonction C1 de �+* (ou �-*) dans �+. 

    On décompose alors la fraction en éléments simples : 
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    où ±C  est une constante réelle pour chaque intervalle. 

    • La fraction suivante est définie et continue sur �, donc y admet des primitives. 
    On peut ensuite effectuer un changement de variable : 2+= xu , et : 
    Puis on utilise une transformation de la fraction : 
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    Finalement : C
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    • La fonction admet des primitives sur les deux intervalles (-∞,2[ et ]2,+∞). 
    Sur ces intervalles on procède à une intégration par parties : 
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    On met la fraction sous la forme : 
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    La première fraction s’intègre alors en ln  et on met le trinôme dans la deuxième sous forme canonique : 
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    qui s’intègre en arctan (avec un changement de variable). 
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    • La fonction est définie, continue sur tout intervalle ] ππ ).1(,. +kk [, avec : k  ∈ �, et : 
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b. • La première fonction est définie sur � où elle y admet des primitives. 
    On met alors le trinôme sous forme canonique, puis on utilise un changement de variable en sh  : 
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    • La fonction est définie, continue sur les trois intervalles (-∞, -3[, ]-3,1[ et ]2,+∞) où elle y admet des  
    primitives. 

    On transforme alors l’écriture de la fonction et on utilise le changement de variable : 
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Propriétés de l’intégrale sur un segment. 

43. f  étant continue en 0 et : 10 <≤ a , on peut penser que : )0()..(lim
1

0
fdttaf n

n
=∫+∞→

. 

Pour montrer ce résultat, on étudie : ∀ n  ∈ �, )0()..(
1

0
fdttaf n −∫ . 

Puisque f  est continue en 0, on sait que :  

  ∀ 0>ε , ∃ 0>α , ∀ u  ∈ [0,1], ( α≤− 0u ) ⇒ ( ε≤− )0()( fuf ). 

De plus ( na ) tend vers 0, donc pour : 0>α , donné, on sait que : ∃ 0n  ∈ �, ( 0nn ≥ ) ⇒ ( α≤na ). 

Finalement, pour : 0>ε , donné, on peut trouver : 0>α , puis : 0n  ∈ �, tels que : 

  ∀ 0nn ≥ , α≤na , et : ∀ t ∈ [0,1], α≤ta n . ,  

donc : ε≤− )0().( ftaf n ,  

d’où : ∀ 0nn ≥ , εε =≤−≤−=− ∫∫∫∫
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ce qui montre bien, en revenant à la définition d’une limite que : )0()..(lim
1

0
fdttaf n

n
=∫+∞→

. 

 

44. • [⇒] La fonction proposée est réelle, et ∫
b

a
dttf ).(  est positive ou négative. 

Quitte à changer f  en f− , supposons cette intégrale positive. 

On suppose donc que : ∫∫ =
b

a

b

a
dttfdttf .)().( , soit : ∫ −=

b

a
dttftf )].()([0 . 

La fonction qui apparaît sous l’intégrale est continue sur [ ba, ], positive. 
Puisque son intégrale est nulle, c’est que cette fonction est nulle, c'est-à-dire : 
  ∀ x  ∈ [ ba, ], )()( xfxf = ,  

et f  est dans ce cas positive sur [ ba, ]. 

• [⇐] Quitte à changer f  en f− , on peut toujours supposer f  positive. 

Alors : 0).( ≥∫
b

a
dttf , donc : ∫∫∫ ==

b
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a
dttfdttfdttf .)().().( .  

 
45. La fonction f  étant de classe C1 sur [ ba, ], ϕ  est de classe C2 sur [ ba, ] par opérations et : 

  ∀ x  ∈ [ ba, ], ]))((.2).[())(().(.2)(' 23 xffxfxffxfx
x

a

x

a
−=−= ∫∫ϕ . 

Si on note alors : ∀ x  ∈ [ ba, ], 2))((.2)( xffx
x

a
−= ∫ψ ,  

ψ  est de classe C1 sur [ ba, ], et : 

  ∀ x  ∈ [ ba, ], )]('1).[(.2)(').(.2)(.2)(' xfxfxfxfxfx −=−=ψ . 
Or : 
  • ∀ x  ∈ [ ba, ], 1)(' ≤xf , donc : )('10 xf−≤ , 

  • f  est croissante sur [ ba, ] (puisque 'f ’ y est positive) et : 0)( =af , donc f  est positive sur [ ba, ]. 

Finalement, 'ψ  est positive sur l’intervalle [ ba, ], donc ψ  y est croissante, et comme de plus : 0)( =aψ , 

on en déduit que ψ  est positive sur [ ba, ]. 

La fonction 'ϕ  est alors aussi positive sur [ ba, ], donc ϕ  est croissante, et étant nulle en a , elle y reste 
positive : on en déduit le résultat voulu.  
 

46. En notant ϕ  la fonction proposée : ∀ t ∈ �+, 






 += ∫
−

b

a
fet

ttb

0

. .)(ϕ ,  

ϕ  est définie, de classe C1 sur �+ puisque f  y est continue. 

Alors : ∀ t ∈ �+, ].)(.[)(...)('
0
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
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−−−ϕ . 

Donc 'ϕ  est négative sur [ T,0 ] et ϕ  est décroissante sur cet intervalle. 

De plus : 
b

a=)0(ϕ , donc : ∀ t ∈ [ T,0 ], 
b

a
t ≤)(ϕ , d’où : 

b

a
e

b

a
f tbt

−≤∫
.

0
. . 

Si maintenant, on reporte dans l’inégalité que vérifie f  par hypothèse, on en déduit que :  

  ∀ t ∈ [ T,0 ], tbeatf ..)( ≤ . 
 

Fonctions définies à l’aide d’intégrales. 

47. • Notons f  : 
tt

t
+3

1
a , est définie et continue sur �+*, où elle admet donc des primitives. 

Si on appelle F  l’une d’entre elles, alors :  

  ∀ 0>x , ∫ +
=−=

x

x tt

dt
xFxFx

.2

3
)().2()(ϕ . 

ϕ  est donc définie sur �+* et y est de classe C1, avec : ∀ 0>x , 
xxxx

x
+

−
+

=
33

1

.2.8

2
)('ϕ . 
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Puis : ( 0)(' ≥xϕ ) ⇔ ( 0.2.8.2 33 ≥+−+ xxxx ) ⇔ ( xxxx .2.8.4.4 33 +≥+ ) ⇔ ( 0)1.2.(.2 2 ≤−xx ). 

Donc ϕ  est croissante sur 








2

1
,0 , décroissante sur ),

2

1 +∞



 et elle s’annule en 

2

1
. 

ϕ  étant de plus positive (intégrale d’une fonction positive), elle admet donc une limite finie en 0 et en +∞. 

Enfin ∫ +

1

0 3 tt

dt
 converge car f  est positive, et : 

t
tf

1
~)(
0

, sachant que ∫
1

0
2

1

t

dt
 converge. 

De même, ∫
+∞

+1 3 tt

dt
 converge car : 

2

3

1
~)(

t

tf
∞+

. 

Donc F  admet une limite finie en 0 et en +∞, d’où : 0)(lim).2(lim)(lim
000

=−=
→→→

xFxFx
xxx

ϕ , ainsi qu’en +∞. 

On pourrait pour terminer montrer que ϕ’ tend vers +∞ en 0, donc que ϕ, même prolongée en 0, n’y est 
pas dérivable. 
• Notons à nouveau f  la fonction sous la deuxième intégrale, qui est définie, continue sur �*. 

f  admet des primitives sur �+* et sur �-*, et la fonction proposée (que l’on notera ϕ ) est donc bien définie 
sur ces deux intervalles. 

Puis : ∀ x  ∈ �*, )(.
)(

.
)(

)(
.2.2

xdu
u

uch
dt

t

tch
x

x

x

x

x
ϕϕ =−==− ∫∫

−

−
, (changement de variable : tu −= ). 

Puisque ϕ  est paire, on va l’étudier sur �+*. 

Si on note alors F  la primitive de f  qui s’annule en 1, on peut écrire : ∀ 0>x , )().2()( xFxFx −=ϕ . 
ϕ  est donc de classe C1 sur �+*, et :  

  ∀ 0>x , 
x

xchxch
xfxfxFxFx

)().2(
)().2(.2)(').2('.2)('

−=−=−=ϕ . 

Donc ϕ  est croissante sur �+*, et puisqu’elle y reste positive, elle admet une limite finie en 0. 

De plus : ∀ 0>x , ∀ t ∈ [ xx .2, ], 
t

xch

t

tch

t

xch ).2()()( ≤≤ , et en intégrant sur [ xx .2, ] : 

  ).2ln()..2()()2ln().( xchxxch ≤≤ ϕ  

On en déduit avec le théorème des gendarmes que ϕ  tend vers )2ln(  en 0 (où elle est donc prolongeable 

par continuité) et vers +∞ en +∞. 

De plus on constate aussi que 
x

x)(ϕ
 tend aussi vers +∞ en +∞ et la courbe présente donc une branche 

parabolique en +∞ dans la direction Oy. 
Enfin, puisque 'ϕ  tend vers 0 en 0 (avec un développement limité), le prolongement de ϕ  (que l’on notera 

encore ϕ ) est dérivable en 0 et : 0)0(' =ϕ . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 

          ∫ +

x

x tt

dt
x

.2

3
a                     ∫

x

x
dt

t

tch
x

.2
.
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a  
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Intégrales et zéros. 
48. a. Supposons que f  ne s’annule pas sur [0,π]. 

    Quitte à changer f  en f− , on peut alors la supposer strictement positive (du fait de la continuité). 

    Dans ce cas, la fonction ϕ  : )().sin( xfxx a , est continue sur [0,π], positive, et strictement positive en  

    dehors de 0 et de π. 
    Donc son intégrale doit être nulle, ce qui n’est pas le cas. 
    Conclusion : ∃ a  ∈ [0,π], 0)( =xf . 

b. Supposons maintenant que f  ne s’annule qu’en a . 

    Si f  ne changeait pas de signe en a , elle resterait strictement positive en dehors de a , et à nouveau  

    on ne pourrait pas avoir : 0).sin().(
0

=∫
π

dtttf . 

    A nouveau, et quitte à changer f  en f− , on peut supposer f  positive sur [ π,a ], négative sur [ a,0 ]. 

    Mais alors la fonction ψ  : )sin().( axxfx −a , est continue, et positive sur [0,π], et :  

      0).cos().().sin().sin().().cos().sin().(
000

=−=− ∫∫∫
πππ

dtttfadtttfadtattf . 

    La fonction ψ  devrait donc être identiquement nulle, ce qui n’est pas le cas puisque f  ne l’est pas. 

    Conclusion : f  s’annule en au moins une deuxième valeur entre 0 et π. 
 

Convergence et calcul éventuel d’intégrales impropr es. 
49. • La première intégrale est convergente. 

En effet la fonction sous l’intégrale est définie, continue et négative sur 






2
,0
π

, et :    

  0)]ln(
)sin(

.[ln.2))ln(sin(.2~))ln(sin()..2sin(
00

→+






= x
x

x
xxxxx . 

Donc cette fonction est prolongeable par continuité en 0 et l’intégrale converge. 

Puis : ∀ x  ∈ 






2
,0
π

, ∫∫∫ ===
)sin(

1
22

).ln(..2).cos()).ln(sin().sin(.2)).ln(sin()..2sin()(
xxx

duuudxxxxdxxxxF ππ . 

D’où : 
2

1

2

)(sin
))ln(sin().(sin.)]ln(.[).ln(..2)(

2
2)sin(

1

)sin(
1

2)sin(

1
+−=−== ∫∫

x
xxduuuuduuuxF

xxx
. 

Enfin : 
2

1

2

1
0)(lim)

2
()).ln(sin()..2sin(

0

2

0
−=−=−=

→∫ xFFdxxx
x

ππ

. 

• La fonction dans la deuxième intégrale est définie, continue positive sur ] ba, [. 

Ensuite : 
2

1

)(

1
.

)(

1
~

)).((

1

ax
abxbax a

−−−−
, et : 

2

1

)(

1
.

)(

1
~

)).((

1

xb
abxbax b

−−−−
. 

Les fonctions considérées étant positives, on en déduit la convergence de cette intégrale deux fois 
généralisée. 
 

De plus : ∀ x  ∈ ] ba, [, 
22

2

22
.).()).(( 







 +−−






 −=−++−=−− ba
x

ab
baxbaxxbax . 

donc : ∀ x  ∈ ] ba, [, ∫∫







 +−−






 −
=

−−
=

22

22

))((
)(

ba
x

ab

dx

xbax

dx
xF ,  

et on peut poser le changement de variable : u
abba

x .
22








 −=+− ,  

soit : C
ab

bax
Cu

u

du
xF +









−
+−=+=

−
= ∫

)(.2
arcsin)arcsin(

1
)(

2
, avec : C  ∈  �. 
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Finalement : π=−−=−=
−− →→∫ )1arcsin()1arcsin()(lim)(lim

))((
xFxF

xbax

dx
axbx

b

a
.  

• Pour la dernière intégrale, la fonction sous l’intégrale est définie, continue, positive sur ]0,1[. 

De plus : 2/102/1

1
~

1.

1

xxx − , et : 
xxx −− 1

1
~

1.

1
12/1

,  

ce qui garantit la convergence de l’intégrale. 

Puis : ∀ x  ∈ ]0,1[,  CxCu
u

du

xx

dx
xF +=+=

−
=

−
= ∫∫ )arcsin(.2)arcsin(.2

1

.2

1.
)(

22/1
, avec : 2ux = . 

D’où : π=−=
− →→∫ )(lim)(lim

1. 01

1

0 2/1
xFxF

xx

dx
xx

. 

 

50. • Pour cette première intégrale ∫ −

1

0 ²1. xx

dx
, la fonction sous l’intégrale est définie, continue et positive 

sur ]0,1[. 

De plus : 
xxx

1
~

²1.

1
0−

, et : 
xxxxxx −+−

=
− 1.2

1
~

1.1.

1

²1.

1
1

, 

et l’intégrale est donc convergente par référence aux intégrales de Riemann en 0 et en 1. 

• Pour cette deuxième intégrale ∫
+∞ −
0 5

.
)cos(1

dx
x

x
, la fonction sous l’intégrale est définie, continue et 

positive sur �+*. 

De plus : 
x

xo
x

xx

x

.2

1
~)(

2
11.

1)cos(1
0

2
0

2

55 

















+−−=−

, et : ∀ 1≥x , 
2

55

2)cos(1
0

xx

x ≤−≤ . 

Donc à nouveau l’intégrale est convergente. 

• Pour cette troisième intégrale ∫
+∞

−+
0

).)ln()1ln(( dxxx , la fonction sous l’intégrale est définie, 

continue sur �+*. 

De plus : )ln(~))ln()1ln((
0

xxx −−+ , et : 0)ln(.lim)ln(.lim
00

==
→→

xxxx
xx

,  

donc ∫ −+
1

0
).)ln()1ln(( dxxx  converge. 

D’autre part : 

  ∀ 1>x , 
















−






















++=−






 ++=−+ ∞+ 1
11

.
)ln(

1
1.)ln()ln(

1
1ln)ln()ln()1ln(

2

1

2x
O

xx
xx

x
xxx , 

d’où : 
)ln(..2

1
~

)ln(.

1

)ln(..2

1
)ln()1ln(

2 xxxx
O

xx
xx

∞+∞+ 












+=−+ . 

Or : Cxdx
xx

+=∫ )ln(.
)ln(..2

1
 , avec : C  ∈ �, qui n’admet pas de limite finie en +∞. 

Donc ∫
+∞

2
.

)ln(..2

1
dx

xx
 est divergente et l’intégrale  ∫

+∞
−+

2
).)ln()1ln(( dxxx  diverge aussi par 

comparaison de fonctions positives. 

Conclusion : ∫
+∞

−+
0

).)ln()1ln(( dxxx  diverge. 
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51. • La première intégrale ∫ −

1

0 3 )1.( xx

dx
 est divergente. 

En effet, la fonction sous l’intégrale est définie, continue, positive sur ]0,1[, mais : 
2

303

1
~

)1.(

1

xxx −
,  

ce qui montre que l’intégrale diverge en 0, donc est divergente.  

• La deuxième ∫
+∞ −+

1

)ln( .))ln(1( dxx x  est convergente. 

En effet, la fonction sous l’intégrale est définie, continue, positive sur [1,+∞) et l’intégrale est généralisée 
en sa borne haute. 

De plus : ∀ 1≥x , 
))(ln(1ln(

)ln( 1
)))ln(1ln().ln(exp())ln(1(0

x
x

x
xxx +

− =+−=+≤ . 

Et comme : +∞=+
+∞→

))ln(1ln(lim x
x

,  

on en déduit que : ∃ 1≥A , ∀ Ax ≥ , 2))ln(1ln( ≥+ x . 

Dans ce cas : ∀ Ax ≥ , 
2

)ln( 1
))ln(1(0

x
x x ≤+≤ − , ce qui garantit la convergence de l’intégrale. 

• La convergence de la troisième intégrale ∫
+∞

0
).ln(. dxxx a  dépend de a .  

La fonction sous l’intégrale est toujours définie, continue sur ]0,+∞) et l’intégrale est généralisée en ses 
deux bornes. 

Sur ]0,1], la fonction est négative et en l’écrivant : 
a

a

x

x
xx −= )ln(
)ln(. , on distingue alors trois cas : 

  si : 1<− a , alors pour : 1<<− γa , on a : 






== +
− γγ

γ

x
o

x
xx

x

x a
a

11
)].ln(.[

)ln(
0 ,  

du fait que : 0>+ γa , et avec le théorème des croissances comparées.  

L’intégrale ∫
1

0
).ln(. dxxx a  est alors convergente. 

  si : 1=− a , alors la fonction sous l’intégrale est : 
x

x

x

x
a

)ln()ln( =− , qui admet 2)).(ln(
2

1
x  pour primitive sur 

�
+*, et cette primitive n’a pas de limite finie en 0. 

L’intégrale ∫
1

0
).ln(. dxxx a  est alors divergente. 

  si : 1>− a , alors on constate que : ∀ x  ∈ ]0,1[, 0
)ln()ln( ≥−≥−

− x

x

x

x
a

. 

L’intégrale ∫
+∞

0
).ln(. dxxx a  est encore divergente, par comparaison de fonctions positives. 

Sur [1,+∞), la fonction sous l’intégrale est positive et se met sous la même forme que précédemment. 
A nouveau on distingue trois cas : 

  si : 1>− a , alors pour : a−<< γ1 , on a : 






== ∞++− γγγ x
o

xx

x

x

x
aa

11
.

)ln()ln(
, du fait que : 0>−− γa , et avec 

le théorème des croissances comparées. 

L’intégrale ∫
+∞

1
).ln(. dxxx a  est alors convergente. 

  si : 1=− a , alors la même primitive qu’au-dessus montre que ∫
+∞

1
).ln(. dxxx a  diverge. 

  si : 1<− a , alors : ∀ x  ∈ [1,+∞), 0
)ln()ln( ≥≥− x

x

x

x
a

, et l’intégrale ∫
+∞

1
).ln(. dxxx a  est encore divergente. 

Conclusion : cette intégrale est toujours divergente. 
Remarque : en +∞, il suffisait d’étudier ce troisième cas, seule possibilité de convergence de l’intégrale, au 
vu de l’étude faite en 0. 
 

52. Ici, on peut penser à calculer directement une primitive puisque la valeur des intégrales est demandée. 
Néanmoins : 
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• La fonction sous la 1ère intégrale ∫
+∞

+−
+

2
.

)1²).(1.(

2²
dx

xxx

x
 est définie, continue, positive sur [2,+∞), et :  

  
2

1
~

)1²).(1.(

2²

xxxx

x
∞++−

+
, garantit que l’intégrale est convergente. 

Puis on utilise une décomposition en éléments simples et : 
1

1
.

2

1

1

1
.

2

32

)1²).(1.(

2²
2 +
−+

−
+−=

+−
+

x

x

xxxxx

x
. 

On en déduit que :  

  ∀ 2≥x , Cxxxxdx
xxx

x
xF +−++−+−=

+−
+= ∫ )arctan(.

2

1
)1ln(.

4

1
)1ln(.

2

3
)ln(.2.

)1²).(1.(

2²
)( 2 . 

Finalement : )2arctan(.
2

1
)5ln(.

4

1
)2ln(.2

4
)2()(lim.

)1²).(1.(

2²
2

+−+−=−=
+−

+
+∞→

+∞

∫
π

FxFdx
xxx

x
x

. 

• Attention dans le cas de cette deuxième intégrale ∫ −
−1

0
.

1

ax

dx

x

x
 à distinguer la valeur : 1=a , pour 

laquelle la fonction est définie, continue de signe constant sur ]0,1[. 
Si : 1≠a , la fonction est définie, continue de signe constant sur ]0,1]. 

Dans tous les cas : 
xaaxx

x 1
.

1
~

1
.

1
0
−

−
−

,  

ce qui garantit la convergence de l’intégrale (en 0). 

Si : 1=a , l’intégrale est aussi généralisée en 1, et : 
xxx

x

−
−

−
−

1

1
~

1

1
.

1
1

,  

d’où à nouveau la convergence de l’intégrale, cette fois-ci en 1. 

Puis : ∀ x  ∈ ]0,1[, ∫∫ −−+
=

−
−= du

uaau

u

ax

dx

x

x
xF .

).)1).((1(

.2
.

1
)(

22

2

, avec : 
x

x
u

−= 1
. 

On écrit alors : 
)1(.

1
).1.(2

1

2

).)1).((1(

.2
2222

2

−+
−−

+
=

−−+ aua
a

uuaau

u
.  

Puis : C
a

a
u

a

a
uxF +










−
−−=

1
.arctan.

1
.2)arctan(.2)( . 

On termine avec les limites de F  quand x  tend vers 0 et 1, soit quand u tend vers +∞ et 0 et : 

  ππ .1
1

.
1

10.
11

0 









−−=









 −−−=
−

−
∫ a

a

a

a

ax

dx

x

x
. 

• Pour cette dernière intégrale ∫
+∞

+1 3 1². xx

dx
, la fonction sous l’intégrale est définie, continue positive sur 

[1,+∞), et : 
3

53

1
~

1².

1

x
xx ∞++

, ce qui garantit la convergence de l’intégrale. 

Puis : ∀ 1≥x , ∫∫∫ −
=

+
=

+
=

1

..3
.

2

1

1..21².
)(

333 v

dvv

uu

du

xx

dx
xF ,  

en utilisant les changements de variable successifs : 2xu = , puis : 1+= uv . 
On décompose alors la fraction en éléments simples et on intègre classiquement pour obtenir : 

  






 ++++−−=
3

1.2
arctan.

2

3
)1ln(.

4

1
)1ln(.

2

1
)( 2 v

vvvxF . 

Quand x  vaut 1, v  vaut 3 2 , et quand x  tend vers +∞, v  tend vers +∞. 
En calculant les valeurs ou limites de F  en ces points on conclut avec : 

  








 +−+++−−=
+∫

∞+

3

12.2
arctan.

2

3
)124ln(.

4

1
)12ln(.

2

1

4

3.

1².

3
333

1 3

π
xx

dx
. 
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Série numérique définie à l’aide d’une intégrale. 
53. a. Pour : 1≥n , l’intégrale définissant nu  est évidemment convergente avec un équivalent en +∞. 

    Puisque, en envisageant une intégration par parties, l’intégrale ∫
∞+

++0 13

3

)1(

.
..3

nt

dtt
n , converge encore, on  

    peut écrire directement : ∫∫∫
∞+

+

∞+

+

+∞
∞+

+
−+=

+
+









+
=

+ 0 13

3

0 13

3

0
30 3 )1(

).11(
..3

)1(

.
..3

)1()1( nnnn t

dtt
n

t

dtt
n

t

t

t

dt
, 

    soit : ).(.3 1+−= nnn uunu  (on peut dire aussi que la partie intégrée a une limite finie en +∞). 

    De plus, avec une décomposition en éléments simples : 
3.3

.2
1

π=u . 

    Donc : nn u
n

n
u .

.3

1.3
1

−=+ , puis : ∀ 2≥n , 
3.3

.2
.

.3

1.3
.

.3

1.3 1

1
1

1

1

π







 −=






 −= ∏∏
−

=

−

=

n

k

n

k
n k

k
u

k

k
u .  

b. Classiquement : ∀ 1≥n , 






 −+






 +=







+






 +=− +
+ nnu

u

n
vv

n

n
nn .3

1
1ln

1
1ln.

3

1
ln

1
1ln.

3

1 1
1 , 

    et : 
222221 .9

2
~

1

.18

1

.3

11

.2

11
.

3

1

nn
o

nnn
o

nn
vv nn −







+−−














+−=−
∞+∞+∞++ . 

    La série proposée converge donc et ( nv ) converge aussi vers une limite L . 

    Donc ( nun .3

1

) tend vers Le  et : 
3

1
~

n

K
un ∞+

, donc la série ∑ nu diverge, et la série ∑
≥1n

n

n

u
 converge. 

    Pour la dernière série, elle est alternée (les nu  sont positifs), la suite ( nu ) décroît (question a) et tend  

    vers 0 (question b), donc le critère spécial garantit sa convergence. 
c. Pour la somme de la dernière série, on a : 

      ∀ 1≥n , ∫∫ ∑∑
∞+∞+

==

−





















+
−−

+
=









+
−−=−=

0 330
1

3
1

1 .
1

1
1.

2

1
.

1

1
.)1( dt

tt
dt

t
uS

nn

k

kn

k
k

k
n . 

    La partie indépendante de n  est une intégrale convergente : montrons que l’autre partie tend vers 0. 

    Pour cela : ∀ 1≥n , nn

n

udt
tt

dt
tt 2

1
.

)1(

1
.

2

1
.

1

1
.

2

1
0 330 33

≤
++

=








+
−

+ ∫∫
∞+∞+

,  

    et l’expression tend bien vers 0 en +∞. 

    Donc :  
3.3

2.
.

2

2
.

.22

2
.

2

1
.)1(

3

1

3

0 3

3

0 3
1

1 π==
+

=
+

=− ∫∫∑
∞+∞++∞

=

− udu
u

dt
t

u
n

n
n . 

 
Intégrabilité de fonctions de signe quelconque, à v aleurs complexes. 
54. Le problème d’intégrabilité de cette fonction est lié aux deux bornes de l’intervalle d’étude. 

• en 0 : 0)ln(..
2

)(.
0

→≤ xxxfx
π

, ce qui garantit l’intégrabilité sur ]0,1]. 

• en +∞, on utilise la propriété : ∀ 0>x , 






=−
x

x
1

arctan)arctan(
2

π
, et : 














= ∞+∞+

2

32

1)ln(
~)(

x

o
x

x
xf . 

Ces comparaisons entre fonctions positives garantissent l’intégrabilité de f  sur [1,+∞) et donc sur �+*.  
 

55. a. La fonction sous l’intégrale est définie et continue sur �+*. 

    Puisque, on a : 0
)(sin

lim
2

3

0
=

→ t

t
t

, la fonction est prolongeable par continuité en 0 et : 

      ∀ 1≥t , 
22

3 1)(sin

tt

t ≤ , donc l’intégrale est convergente. 
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    Comme reste d’une intégrale convergente, )(xI  existe pour tout : 0>x .  
b. On peut ensuite écrire :  

      ∀ 0>x , ∫∫∫∫
∞+∞+∞+∞+

−=−==
xxxx

dt
t

t
dt

t

t
dt

t

tt
dt

t

t
xI .

).3sin(
.

4

1
.

)sin(
.

4

3
.

).3sin()sin(.3
.

4

1
.

)(sin
)(

2222

3

, 

    puisque les deux intégrales qui apparaissent sont convergentes. 
    On effectue dans la deuxième intégrale le changement de variable C1 et strictement croissant : tu .3= ,  

    et : ∀ 0>x , ∫∫
+∞+∞

=
xx

du
u

u
dt

t

t
.3 22

.
)sin(

.3.
).3sin(

, et : ∫∫∫ =−=
+∞+∞ x

xxx
dt

t

t
dt

t

t
dt

t

t
xI

.3

2.3 22
.

)sin(
.

4

3
.

)sin(
.

4

3
.

)sin(
.

4

3
)( . 

c. On pose enfin : ∀ t ∈ �+*, 
2

)sin(
)(

t

tt
t

−=φ , et : 0)0( =φ . 

    La fonction φ  est continue sur �+ (puisque : )0(0
6

~
)sin(

)(
002

φφ =→−−= t

t

tt
t ). 

    Enfin : )3ln().(.
1

).(.
)sin( .3.3.3.3

2
+=+= ∫∫∫∫

x

x

x

x

x

x

x

x
dttdt

t
dttdt

t

t φφ . 

    Et comme φ  est continue sur �+, on a : 0).(lim
.3

0
=∫→

x

xx
dttφ , donc : )3ln(.

)sin(
lim

.3

20
=∫→

x

xx
dt

t

t
. 

    Finalement : )3ln(.
4

3
.

)sin(
lim.

4

3
)(lim

.3

200
=== ∫→→

x

xxx
dt

t

t
xII . 

 
56. a. Il est immédiat que la fonction est positive donc son intégrabilité est équivalente à la convergence de    

    l’intégrale : ∫
∞+ −− −=

0

..

.),( dt
t

ee
baI

tbta

. 

    Puis : 

      • 0).(lim.lim ..
..

2 =−=− −−

+∞→

−−

+∞→

xbxa

x

xbxa

x
eex

x

ee
x , puisque : ba <<0 , et : 

      • aboab
x

xoxbxoxa

x

ee xbxa

−→+−=
+−−+−

=− −−

00
00

..

)1()(
))(.1())(.1(

, 

    et donc l’intégrale est convergente.  
b. On va effectuer une intégration par parties. 
    Pour cela, la fonction )]).([ln( .. tbta eet −− −  admet une limite finie : 

      • en +∞ car : 00.0)).(.(
)ln(

)).(ln( .... =→−=− ∞+
−−−− tbtatbta eet

t

t
eet , et : 

      • en 0 car : 0))().).((ln()).(ln( 0
.. →+−=− ∞+

−− totabteet tbta , 

    et dans les deux cas, du fait du théorème des croissances comparées. 

    D’où : ∫∫
+∞ −−+∞ −−∞+−− −+=−+−=
0

..

0

..
0

.. )...).(ln(0)...).(ln()]).([ln(),( dtebeatdtebeateetbaI tbtatbtatbta . 

c. Puis : ∀ c  ∈ �+*, ∫
+∞ −

0

. .).ln(. dtetc tc , converge car : 

      • 0).ln(..
0

. →− tcetct , et : 

      • 00.0...
)ln(

.).ln(..
0

.3.2 =→= −− cet
t

t
cetct tctc ,  

    toujours du fait du théorème des croissances comparées. 

    Donc l’intégrale ∫
+∞ −

0

. .).ln(. dtetc tc  converge puis on effectue le changement de variable croissant et de     

    classe C1 : tcu .= , et : ∫∫∫∫
∞+ −∞+ −∞+ −∞+ − −=







=
0000

. .).ln(.).ln(..ln.).ln(. duecdueudue
c

u
dtetc uuutc . 

    Finalement, puisque : 1][. 00
=−= ∞+−+∞ −

∫
uu edue , on a bien : )ln(.).ln(.).ln(.

00

. cdueudtetc utc −= ∫∫
+∞ −+∞ − . 

d. On en déduit que (puisque toutes les intégrales sont convergentes) : 
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      






=−−−= ∫∫
∞+ −∞+ −

a

b
bdueuadueubaI uu ln))ln(.).ln(())ln(.).ln((),(

00
. 

e. La fonction sous l’intégrale est définie, continue sur ]0,1[. 
    On a de plus : 

      • en posant : ht −= 1 , 1
)1ln()ln(

1
0

 →
−

−=−
→hh

h

t

t
, et : 1

)ln(

1
1

→−
→tt

t
, 

      • 0
)ln(

1
0

→−
→tt

t
, 

    et la fonction est prolongeable par continuité en 0 et en 1 donc l’intégrale K  converge.  
    Enfin, en utilisant le changement de variable décroissant et de classe C1 : uet −= , on obtient : 

      )2ln(
1

2
ln)2,1(.)..(

1
0

.2
0

=






==−=−
−

−= ∫∫
∞+ −−

∞+

−
−

Idu
u

ee
due

u

e
K

uu
u

u

. 

 
Semi-convergence. 

57. • La première intégrale est ∫
∞+








 +
1

.
1

sin.
1

dt
t

t
t

 convergente. 

En effet, la fonction sous l’intégrale est définie, continue sur [1,+∞) et : 

  ∀ 1≥t , 






+






 −






+=














+






=






 +
tt

t

tt

t

t

t

t
t

t
t

tt
t

t

1
sin.

)cos(
1

1
cos.

)sin()sin(1
sin).cos(

1
cos).sin(.

11
sin.

1
. 

Puis :  

  ∀ 1≥t , 
2

1
~

1
sin.

11
sin.

)cos(

ttttt

t
∞+








≤







, et : 

  ∀ 1≥t , 
3.2

1
~1

1
cos.

1
1

1
cos.

)sin(

ttttt

t
∞+

−






≤






 −







,  

ce qui donne l’absolue convergence de ∫
∞+









1

.
1

sin).cos(.
1

dt
t

t
t

 et de ∫
∞+








 −







1

.1
1

cos.
)sin(

dt
tt

t
. 

Enfin ∫
+∞

1
.

)sin(
dt

t

t
 converge du fait de la convergence de l’intégrale de Dirichlet et l’intégrale initiale est 

bien convergente. 
• La deuxième intégrale est encore convergente puisque la fonction sous l’intégrale est définie, continue 
sur �+* et : 

  ∀ 0>t , )sin(
1

sin).sin( t
t

t ≤







, donc : 0

1
sin).sin(lim

0
=
















→ t

t
t

,  

donc la fonction sous l’intégrale est prolongeable par continuité en 0, ce qui donne la convergence de 

∫ 






1

0
.

1
sin).sin( dt

t
t , et : 

  ∀ 1≥t , 






+=














+=







∞+∞+ 22

1)sin(11
).sin(

1
sin).sin(

t
O

t

t

t
O

t
t

t
t ,  

et on constate que ∫
+∞

1
.

)sin(
dt

t

t
 converge et ∫

∞+

∞+ 







1 2

.
1

dt
t

O  est absolument convergente. 

Comme somme d’une intégrale convergente et d’une intégrale absolument convergente, l’intégrale 
proposée converge donc. 

• La troisième intégrale ∫
∞+








 +
0

.
1

sin.
1

dx
x

x
x

 est encore convergente. 

La convergence de ∫
∞+








 +
1

.
1

sin.
1

dx
x

x
x

 s’obtient comme pour la première intégrale de l’exercice. 



 PSI Dupuy de Lôme – Chapitre 03 : Intégration (Exercices : corrigé niveau 2).               - 12 - 

Puis : ∀ 0>x , 
xx

x
x

11
sin.

1 ≤






 + ,  

ce qui par majoration de fonction positive, garantit la convergence de ∫ 






 +
1

0
.

1
sin.

1
dx

x
x

x
, et finalement 

celle de l’intégrale proposée. 
 

58. a. La fonction sous l’intégrale est définie, continue sur [1,+∞). 

    De plus, on a : ∀ 1≥x , 














+−=






 +=
+ ∞+

−

x
O

x

x

x

x

x

x

x

x

xx

x 1)sin(
1.

)sin()sin(
1.

)sin(

)sin(

)sin(
1

,  

    soit : ∀ 1≥x , 






+−=
+ ∞+

xx
O

x

x

x

x

xx

x

.

1)(sin)sin(

)sin(

)sin( 2

. 

    Puis :  

      • ∫
+∞

1
.

)sin(
dx

x

x
 converge à l’aide d’une intégration par parties sur [ A,1 ], puisque : 

      ∀ 1≥A , ∫∫ −






−=
A

A
A

dx

x

x

x

x
dx

x

x
1

2

3
1

1
.

)cos(
.

2

1)cos(
.

)sin(
,  

    sachant que la partie intégrée a une limite finie (nulle) en +∞ et la dernière intégrale aussi  

    ( ∫
+∞

1
2

3
.

)cos(
dx

x

x
 absolument convergente par majoration), 

      • ∫
∞+

∞+ 







1

.
.

1
dx

xx
O  converge aussi puisqu’elle est absolument convergente, 

      • ∫
∞+

1

2

.
)(sin

dx
x

x
 est divergente d’après l’exercice 19. 

    Donc comme somme de deux intégrales convergentes et d’une divergente, ∫
+∞

+1
.

)sin(

)sin(
dx

xx

x
 diverge. 

b. De même, la fonction sous cette autre intégrale est définie, continue sur [1,+∞). 
    Toujours de même, et avec la relation :  
      ∀ a  ∈ �, )cos().sin(.2).2sin( aaa = , on peut écrire : 

      ∀ 1≥x , 






+−=














+−=
+ ∞+∞+

xx
O

x

x

x

x

x
O

x

x

x

x

xx

x

.

1

.2

).2sin()sin(1)cos(
1.

)sin(

)cos(

)sin(
. 

    Or les deux intégrales ∫
+∞

1
.

)sin(
dx

x

x
 et ∫

∞+

∞+ 







1

.
.

1
dx

xx
O  convergent, mais aussi ∫

+∞

1
.

.2

).2sin(
dx

x

x
. 

    En effet, cette dernière intégrale correspond (à une constante et au changement de variable : xu .2= ,  
    de classe C1 strictement croissant près) à l’intégrale de Dirichlet.  

    Donc comme somme de trois intégrales convergentes, l’intégrale ∫
+∞

+1
.

)cos(

)sin(
dx

xx

x
 converge. 

 
59. a. Les deux fonctions intervenant dans les intégrales sont définies, continues sur �+. 

    Puis : ∀ 1≥A , ∫∫∫ −






−==
2

2
2

1
2

3
1

11
.

)cos(
.

4

1

.2

)cos(
.

.2

)sin(
²).sin(

A
A

AA
du

u

u

u

u
du

u

u
dxx . 

    Le crochet a une limite finie lorsque A  tend vers +∞. 

    De plus ∫
+∞

1
2

3
.

)cos(
du

u

u
 est absolument convergente, donc convergente, ce qui garantit que l’expression  

    au-dessus a une limite finie en +∞. 
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    Finalement l’intégrale ∫
+∞

0
²).sin( dxx  est convergente. 

    Le raisonnement est identique pour ∫
+∞

0
²).cos( dxx . 

b. Puisque cette intégrabilité sur �+ est équivalente à celle sur [ π ,+∞), on va l’étudier sur cet intervalle. 

    Pour cela, on étudie : ∀ 2≥n , ∫∫ ==
π

π

π

π
π

..
.

.2

)sin(
.²)sin().(

nn
du

u

u
dxxnF . 

    Puis comme dans l’étude de l’intégrale de Dirichlet, on peut minorer avec :   

      ∑∑∫∫∫
−

=

−

=

≥
+

===
1

1

1

1
0

.. 1
.

1
.

.

)sin(
.

2

1
.

.2

)sin(
.²)sin().(

n

k

n

k

nn

k
dv

kv

v
du

u

u
dxxnF

ππ
π

ππ

π

π

π
. 

    Si la fonction proposée était intégrable sur [ π ,+∞), alors la quantité précédente aurait une limite finie  
    quand n  tend vers +∞, ce qui est impossible puisqu’elle est minorée par une somme partielle de série  
    qui diverge vers +∞. 
    La fonction n’est donc pas intégrable sur �+ et le principe est le même pour l’autre fonction.  
 

Fonctions définies à l’aide d’intégrales généralisé es. 
60. a. Pour tout réel a, la fonction sous l’intégrale est définie, continue, positive sur [1,+∞). 

    Si : 0≤a , la fonction sous l’intégrale a une limite finie non nulle en +∞ donc l’intégrale diverge. 

    Si : 0>a , on a : 
aa tt

1
~

1

1
∞++

, et l’intégrale converge si et seulement si : 1>a . 

    Finalement : D = ]1,+∞).  

b. On constate ensuite que : ∀ ba <<1 , ∀ 1≥t , 
1

1

1

1

+
≤

+ ab tt
,  

    et comme les intégrales convergent, on peut intégrer sur [1,+∞), ce qui donne : )()( afbf ≤ ,  

    et f  est bien décroissante sur [1,+∞). 

    Comme de plus la fonction intégrée est positive, f  est elle-même positive. 

    Etant décroissante, on a ainsi la garantie que f  admet une limite finie (positive) en +∞.  

    Mais de plus : ∀ 1>a , 
1

1
)(

1
0

11 −
=≤=

+
≤ ∫∫

+∞+∞

at

dt
af

t

dt
aa

. 

    Le théorème des gendarmes permet de conclure que )(af  tend vers 0 quand a  tend vers +∞. 
 

61. a. Pour x  réel, notons xϕ  la fonction sous l’intégrale : elle est définie, continue, positive sur ]0,1]. 

    De plus : 
x

x

tt

t
−

−

+ 10

1 1
~

1
, et l’intégrale est convergente si et seulement si : 11 <− x , soit : 0>x .  

    Puis : ∀ yx <<0 , ∀ t ∈ ]0,1], 
t

t

t

t xy

+
≤

+

−−

11

11

,  

    et les intégrales étant convergentes, on peut intégrer sur ]0,1] pour obtenir : )()( xfyf ≤ . 

b. Puis : ∀ 0>x , 
xx

t
dttdt

t

tt
xfxf

x
x

xx 1
..

1
)1()(

1

0

1

0

11

0

1

=







==

+
+=++ ∫∫

−
−

. 

c. On peut ainsi écrire : ∀ 1>x , )(.2)1()(
1

xfxfxf
x

≤++= , et : 
1

1
)()1()(.2

−
=+−≤

x
xfxfxf . 

    Donc : ∀ 1>x , 
)1.(2

1
)(

.2

1

−
≤≤

x
xf

x
. 

    Le théorème des gendarmes permet d’en conclure que : 
x

xf
.2

1
~)(
∞+

. 

d. Puisque f  est décroissante, )1( +xf  a une limite finie lorsque x  tend vers 1 par valeurs supérieures. 

    Donc à partir de : )1(.)(.1 ++= xfxxfx , si on fait tendre x  vers 0, ( )1(. +xfx ) tend vers 0, et ( )(. xfx )  
    tend vers 1. 
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    Conclusion : 
x

xf
1

~)(
0

. 

 

62. a. L’intégrale ∫
∞+ −

1
.dt

t

e t

 est convergente, puisque la fonction sous l’intégrale est définie, continue, positive  

    sur [1,+∞), et elle est négligeable devant 
2

1

t
 en +∞. 

    Donc : ∀ 0>x , l’intégrale ∫
∞+ −

x

t

dt
t

e
.  est également convergente. 

    En revanche, l’intégrale ∫
∞+ −

0
.dt

t

e t

 est divergente en 0, puisque la fonction sous l’intégrale est définie,  

    continue, positive sur ]0,+∞) et : 
tt

e t 1
~
0

−

. 

    Donc f  est définie sur �+* (les valeurs x  négatives sont interdites, puisque la fonction à intégrer n’est  

    plus définie sur l’intervalle ]x,+∞)). 

b. Il suffit d’écrire que : ∀ 0>x , ∫∫
−∞+ −

−=
x

tt

dt
t

e
dt

t

e
xf

11
..)( . 

    f  apparaît alors naturellement comme l’opposée d’une primitive de fonction continue sur �+*. 

    A ce titre, elle est de classe C1 sur �+* et : ∀ 0>x , 
x

e
xf

x−

−=)(' . 

c. On peut écrire : ∀ 0>x , ∀ tx ≤ , t
t

e
t

e
x −

−

≤≤ .0 , donc en intégrant sur [ +∞,x ), on obtient : 

      ∀ 0>x , x

x

t edtexfx =≤≤ ∫
+∞ − .)(.0 ,  

    donc le théorème des gendarmes donne : 0))(.(lim =
+∞→

xfx
x

. 

    Puis : ∀ 0>x , ∫∫
−∞+ −

−=
x

tt

dt
t

e
dt

t

e
xf

11
..)( , et : ∫∫∫∫ +−=−+=

−−
1111

).()ln(.
1

.
1

.
xx

t

xx

t

dttxdt
t

e
dt

t
dt

t

e ϕ . 

    Or ∫
1

0
).( dttϕ  converge puisque la fonction sous l’intégrale a une limite finie en 0. 

    Donc : ∫∫ +−=−=
−

xx
t

dttxxxCxdt
t

e
xCxxfx

11
).(.)ln(.....)(. ϕ , et si x  tend vers 0, ( )(. xfx )) tend vers 0. 

d. Pour : ba <<0 , on peut intégrer par parties et écrire : 

      ∫∫∫
−+=−=

b

a

xb
a

b

a

b
a

b

a
dxexfxdxxfxxfxdxxf .)](.[).('.)](.[).( . 

    Puisque toutes les quantités qui apparaissent ont une limite finie quand a  tend vers 0 et b  vers +∞, on  

    conclut que : 1.00).(
00

=+−= ∫∫
+∞ −+∞

dxedxxf x . 

 

63. a. L’intégrale de Dirichlet est convergente donc également ∫
+∞

1
.

)sin(
dt

t

t
 ainsi que toute intégrale  

    ∫
+∞

x
dt

t

t
.

)sin(
, pour : 0>x , et f  est définie sur �+*. 

    Puis : ∀ 0>x , ∫∫∫ −==
+∞+∞ x

x
dt

t

t
dt

t

t
dt

t

t
xf

11
.

)sin(
.

)sin(
.

)sin(
)( ,  

    et sous cette forme, f  est bien de classe C1 sur ]0,+∞), comme l’opposée d’une primitive de fonction  

    continue sur ]0,+∞). 

    De plus : ∀ 0>x , 
x

x
xf

)sin(
)(' −= .  

b. Soit : 0>A . 
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    Alors : [ ] 1)cos()(.).sin()(.).('.)(.).(
0000

+−=+=−= ∫∫∫ AAfAdxxAfAdxxfxxfxdxxf
AAAA

. 

    D’autre part : ∫∫
∞+∞+

+∞

−=−




−=
AA

A

dt
t

t

A

A
dt

t

t

t

t
Af .

)cos()cos(
.

)cos()cos(
)(

22
, et donc : 

      ∫∫∫
+∞+∞

−=−+−=+−=
AA

A
dt

t

t
Adt

t

t
AAAAAfAdxxf .

)cos(
.1.

)cos(
.1)cos()cos(1)cos()(.).(

220
. 

    Montrons enfin que le dernier produit tend vers 0 quand A  tend vers +∞. 

    Pour cela : ∫∫∫
∞+∞+

+∞
∞+

+−=+




=
AA

A
A

dt
t

t

t

A

A

A
dt

t

t
A

t

t
Adt

t

t
A .

)sin(
..2

)sin(
.

)sin(
..2

)sin(
..

)cos(
.

2322
,  

    et enfin : 
A

dt
t

dt
t

t

t

A
dt

t

t

t

A
AAA

1
.

1
.

)sin(
..

)sin(
.

222
=≤≤ ∫∫∫

∞+∞+∞+
. 

    Conclusion : ∫
+∞

A
dt

t

t
A .

)cos(
.

2
 tend bien vers 0 quand A  tend vers +∞, et ∫

A
dxxf

0
).(  tend vers 1, toujours  

    quand A  tend vers +∞. 

    On a donc : 1).(
0

=∫
+∞

dxxf . 

    Remarque : toutes les intégrations par parties et les majorations faites ici sont justifiées par la  
    convergence des intégrales qui apparaissent. 
c. La fonction (qu’on notera ϕ ) se prolonge en effet sur �, en posant classiquement : 1)0( =ϕ . 

    Dans ce cas, on a : ∀ x  ∈ �, ∫
+∞

=
x

dttxf ).()( ϕ , est une intégrale généralisée en sa borne haute, de  

    même nature que ∫
+∞

1
).( dttϕ  qui est convergente. 

    Donc f  se définit sur �, et en appliquant la relation de Chasles à cette intégrale, on a : 

      ∀ x  ∈ �, ∫∫ −=
+∞ x

dttdttxf
11

).().()( ϕϕ , d’où f est de classe C1 sur �, et : )()(' xxf ϕ−= . 

 
Comparaison série-intégrale. 

64. La fonction : 
2

1

x
x a , étant décroissante sur [1,+∞), on a classiquement l’encadrement : 

  ∀ 1≥k , 
2

1

22

1

)1(

1

kt

dt

k

k

k
≤≤

+ ∫
+

, et : ∀ 1≥n , ∑∫∑∑
=

++

+==

≤≤=
+

N

nk

N

n

N

nk

N

nk kt

dt

kk 2

1

2

1

1
22

11

)1(

1
. 

D’où en faisant tendre N  vers +∞, on constate la convergence des séries et de l’intégrale et : 

  ∀ 1≥n , 
22

111

n
u

ntt

dt
u n

n
nn +≤=




−=≤
+∞

∞+

∫ . 

On en déduit que : 
n

unun nn

1
.1. +≤≤ , d’où : 1.

1
1 ≤≤− nun

n
, et : 1.lim =

+∞→ n
n

un , et finalement : 
n

un

1
~
∞+

. 

Donc par comparaison de séries à termes positifs, la série ∑
≥1n

nu  diverge. 

 

65. • Pour : 0≤a , alors : ∀ en > , 
nn

n
un

1))(ln( ≥=
−α

, et la série ∑
≥3n

nu diverge. 

• Pour : 0>α , la fonction αf  : α)).(ln(

1

tt
t a , est positive et décroissante sur [e,+∞). 

Donc la série ∑
≥3n

nu et l’intégrale ∫
+∞

e
dttf ).(α  sont de même nature. 

Or si : 1=α , alors : ))ln(ln())][ln(ln(.
)ln(.

1
).( xtdt

tt
dttf x

e

x

e

x

e
=== ∫∫ α , qui tend vers +∞ en +∞, 
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et si : 1≠α , alors : 







−

−
=









+−
=== −

+−

∫∫∫ 1
))(ln(

1
.

1

1

1
.

)).(ln(

1
).(

1

)ln(

1

1)ln(

1 α

α

ααα αα x

u

u

du
dt

tt
dttf

x
xx

e

x

e
,  

qui a une limite finie en +∞ si et seulement si : 1>α . 

Conclusion : la série ∑
≥3n

nu converge si et seulement si : 1>α .  

 
66. La fonction f  : 2))(ln(tt a , est croissante sur [1,+∞). 

Donc : ∀ 1≥k , on peut alors écrire : ∀ t ∈ [ 1, +kk ], 222 ))1(ln())(ln())(ln( +≤≤ ktk ,  

puis en intégrant et en sommant de 1 à n  (avec : 1≥n ) :  

  1

1

2

2

1

21

1

2

1

2 ))(ln())1(ln(.))(ln())(ln( +

+

==

+

=

==+≤≤= ∑∑∫∑ n

n

k

n

k

nn

k
n SkkdttkS . 

D’où : ∀ 1≥n , ∫∫
+

≤≤
1

1

2

1

2 .))(ln(.))(ln(
n

n

n
dttSdtt . 

A l’aide d’intégrations par parties, on obtient :  

  ∀ 1≥n , 2.2)ln(..2)).(ln(.))(ln( 2

1

2 ++−=∫ nnnnndtt
n

, et : 
2)).(ln(

1
~

1

nnS
u

n
n ∞+

= . 

Par comparaison de séries à termes positifs, l’étude des séries de Bertrand montre que la série 

∑
≥2n

nu converge. 

 
67. a. La série ∑

≥ 0nn
nw  est à termes positifs puisque f  est décroissante sur l’intervalle I . 

    D’autre part, on a : ∀ 10 +≥ nn , ( ) n

n

nn anfnfdtnfnfw =−−=−−≤ ∫ −
)()1(.)()1(

1
. 

    La série ∑
+≥ 10nn

na est alors télescopique, et converge car f  admet une limite finie en +∞ (elle est  

    décroissante et positive donc minorée sur I). 
    Par comparaison de séries à termes positifs, la série ∑

≥ 0nn
nw  est également convergente. 

b. Si on pose : ∀ x  ∈ �+*, 
x

xf
1

)( = , f  est bien définie de �+* dans �, y est continue, décroissante et  

    positive. 

    Donc on retrouve que la série ∑
≥1

1

n n
 et l’intégrale ∫

+∞

1 t

dt
 sont de même nature (donc divergentes). 

   De plus, la série ∑
≥2n

nw est convergente, où on a posé : ∀ 2≥n , 
nt

dt
w

n

nn

1
1

−= ∫ −
. 

   Or la somme partielle de cette série vaut : ∀ 2≥n , 1)ln(
1

)ln(
22

+−=−= ∑∑
==

n

n

k

n

k
k Hn

k
nw . 

    Si ainsi on note W  la somme de la série précédente, on a donc : )(1)ln( nWHn n ε−=+− ,  

    où ε  est une suite qui tend vers 0 en +∞. 
    On conclut que : )()ln()(1)ln( nnnWnH n εγε ++=+−+= , où on a noté : W−= 1γ . 

    
68. Puisque tous les termes intervenant dans nu  sont strictement positifs pour : 1≥n , on peut écrire : 

  ∀ 1≥n , 
)ln(.

)ln(..
)ln(.

1
)ln(

2
1

2 nn

S
kk

nn
u n

n

k
n == ∑

=

, où on a posé : ∑
=

=
n

k
n kkS

1

)ln(. . 

La fonction : )ln(. xxx a , étant croissante sur [1,+∞), on obtient classiquement les encadrements : 

  ∀ 1≥k , )1ln().1().ln(.)ln(.
1

++≤≤ ∫
+

kkdxxxkk
k

k
, d’où : 

  ∀ 1≥n , 1

1

21

1

1
1

)ln(.)1ln().1().ln(.)ln(. +

+

==

+

=
==++≤≤= ∑∑∫∑ n

n

k

n

k

nn

k
n SkkkkdxxxkkS .  
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Comme :    

  • ∀ 1≥n , 
4

1

4
)ln(.

24
)ln(.

2
.

2
)ln(.

2
).ln(.)(

22

1

22

1
1

2

1
+−=








−=−








== ∫∫

n
n

nx
n

n
dx

x
x

x
dxxxnF

n
n

n
n

,  

  • ∀ 1≥n , ))ln(.()ln(.
2

)( 2
2

nnon
n

nF ∞++= , de même pour )1( +nF , 

qu’on obtient par exemple par quotient avec le théorème des gendarmes, et : 
  • ∀ n ≥ 2, )1()( +≤≤ nFSnF n , 

on en déduit que : )1(
2

1

)ln(.
)ln(

2 ∞++== o
nn

S
u n

n , et : 
2

1
)ln(lim =

+∞→ n
n

u . 

Par continuité de l’exponentielle on conclut que : eun
n

=






=
+∞→ 2

1
explim .  

 
Sommes de Riemann. 

69. a. On pose : ∀ n  ∈ �*, ∑
−

=







 −+−=
1

0

..
n

k
n n

ab
kaf

n

ab
S , et : ∑

=







 −+−=
n

k
n n

ab
kaf

n

ab
S

1

..' . 

    Alors les deux suites ( nS ) et ( nS ' ) convergent vers ∫
b

a
dttf ).(  (approximations de l’intégrale de f  sur  

    [ ba, ] par des rectangles). 

    La suite des moyennes de nS  et nS '  converge aussi vers ∫
b

a
dttf ).(  (approximation par des trapèzes).  

b. On note g  la fonction qui coïncide avec f  sur [ a,0 ], et qui vaut )(af  sur [ 1,a ]. 

    On note encore : ∀ n  ∈ �*, ∑
−

=







=
1

0

.
1 n

k
n n

k
g

n
S . 

    Alors :  

      • la suite ( nS ) converge vers : )().1().().().().(
0

1

0

1

0
afadttfdttgdttfdttg

a

a

a
−+=+= ∫∫∫∫ . 

      • ∀ n  ∈ �*, 
 

   
∑∑∑∑

−

+=

−

+==

−

=

+=






+






=






=
1

1.

1

1.

.

0

1

0

)(.
1

.
1

.
1

.
1 n

ank
n

n

ank

an

k

n

k
n af

nn

k
g

nn

k
g

nn

k
g

n
S σ , 

    car :  

        ∀  ank .0 ≤≤ , a
n

k ≤≤0 , et f  et g  coïncident sur [ a,0 ], et :  

        ∀   kan ≤+1. , 
n

k
a < . 

    Donc : ∀ n  ∈ �*,   )()..1.(
1

afann
n

Snn −−−=σ .  

    Enfin : ∀ n  ∈ �*,   ananan ..1. ≤<− , et :   annannann ..1.1 −<−−≤−− ,  

    ce qui montre que :   aann
nn

−=−−
+∞→

1).1.(
1

lim , et finalement :  

      ∫=−−=
+∞→+∞→

a

n
n

n
n

dttfafaS
0

).()().1(limlim σ . 

 
Autour des équations différentielles. 
70. a. C’est une équation différentielle linéaire du premier ordre avec second membre et donc, on procède en  

    deux temps : 
    • l’équation homogène associée a pour solutions les fonctions y données par : 
        ∀ x  ∈ ]0,+∞), xeCxy .)( = , avec : C  ∈ �. 

    • on cherche une solution particulière de l’équation complète, à l’aide de la méthode de variation de la  
    constante, ce qui conduit à :  
         xexCxy ).()( = , avec C  dérivable sur ]0,+∞), et y  est solution si et seulement si : 
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          )ln().(' xexC x = , soit : KdtetxC
x t += ∫

−

1
.).ln()( , où : K  ∈ �. 

    Finalement, les solutions de l’équation sont les fonctions de la forme : 

      ∀ x  ∈ ]0,+∞), ).).ln(.()(
1

Kdtetexy
x tx += ∫

− , avec : K  ∈ �.  

b. Une solution sera bornée (sur ]0,+∞)) si et seulement si elle admet une limite finie en 0 et en +∞  
    (théorème de sup). 
    Soit donc y  une fonction parmi les fonctions trouvées au-dessus. 

    • en 0, y  admet une limite finie si et seulement si : ∫
−

→

x t

x
dtet

10
.).ln(lim  existe et est finie. 

    Ceci revient à examiner la convergence de l’intégrale ∫
−1

0
.).ln( dtet t . 

    Or la fonction sous l’intégrale est définie, continue sur ]0,1], négative, et en 0 on a : 0).ln(.lim
0

=−

→

t

t
ett ,  

    à l’aide d’un équivalent de l’exponentielle et du théorème des croissances comparées. 
    Donc l’intégrale est convergente et y  admet une limite finie en 0 (pour toute valeur de K ).  

    • en +∞, xe  tend vers +∞.  
    Donc si on veut que y  ait une limite finie en +∞, il est nécessaire que la parenthèse tende vers 0. 

    Or l’intégrale ∫
+∞ −

1
.).ln( dtet t  est convergente. 

    En effet, la fonction sous l’intégrale est définie, continue, positive sur [1,+∞) et : 0).ln(.lim 2 =−

+∞→

t

t
ett , du  

    fait du théorème des croissances comparées. 
    Donc si y  est une solution bornée, elle vaut :  

      ∀ 0>x , ∫∫∫
+∞ −+∞ −− −=−=
x

txtx tx dtetedtetdtetexy .).ln(.).).ln(.).ln(.()(
11

. 

    Vérifions pour terminer si cette fonction a une limite finie en +∞, et pour cela : 

      ∀ 1>x , ∀ xt ≥ , )ln()ln( tx ≤ , donc : tt etex −− ≤ ).ln().ln(  , et : ∫∫
+∞ −+∞ − ≤
x

t

x

t dtetdtex .).ln(.).ln( . 

    Donc après calcul de la première intégrale : ∫
+∞ −− ≤
x

tx dtetex .).ln().ln( , et : )()ln( xyx ≤ . 

    Donc y  tend vers -∞ en +∞, et n’a donc pas de limite finie en +∞. 

    Conclusion : il n’y a pas de solution bornée sur ]0,+∞) à cette équation différentielle.  
 

71. Notons : ∀ x  ∈ �, )(.)(')( xfxfxh α+= . 

Alors f  est solution de l’équation différentielle : hyy =+ .' α . 
Or les solutions de cette équation différentielle sont les fonctions y  de la forme : 

   ∀ x  ∈ �, ).).(.()(
0

.. Kdtethexy
x tx += ∫

− αα , avec : K  ∈ � ou �. 

Donc f  peut se mettre sous cette forme, puisqu’elle est solution de l’équation différentielle. 

Montrons alors que toute fonction de cette forme tend vers 0 en +∞.  
Tout d’abord, et pour toute valeur de K , xeKx .. α−

a , tend vers 0 en +∞ ( 0)Re( >α ), donc il reste à 
étudier l’autre terme. 
Pour cela, notons : bia .+=α , ( ba, ) ∈ �+*×�, et soit : 0>ε . 

Puisque h  tend vers 0 en +∞, on sait que :  

  ∃ 0>A , ∀ Ax ≥ , 
2

.
)(

a
xh

ε≤ , et : 

  ∀ Ax ≥ , ∫∫∫∫∫ +≤+≤+≤
x

A

ta
A

x

A

t
A

x

A

tA tx t dte
a

IdtethIdtethdtethdteth ..
2

.
..)(.).(.).(.).( ...

0

.

0

. εαααα ,  

où AI  désigne la valeur absolue (ou le module) de la première intégrale. 

Donc : 
2

...
2

.
.)..

2

.
.(.).(. .

.
....

0

.. εεεαα +≤







+=+≤ −−−−−

∫∫
xa

A

x

A

ta
xaxa

A

x

A

ta
A

xax tx eI
a

e
e

a
eIdte

a
Iedtethe . 

On remarque alors que la fonction : xa
A eIx .. −

a , tend vers 0 en +∞, donc : 
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  ∃ AB >  (on peut le choisir ainsi), tel que : ∀ Bx ≥ , 
2

. . ε≤− xa
A eI . 

Finalement : ∀ Bx ≥ , εεεαα =+≤∫
−

22
.).(.

0

.. x tx dtethe , 

et on vient de démontrer que la fonction : ∫
− x tx dtethex

0

.. .).(. αα
a , tend vers 0 quand x  tend vers +∞. 

Conclusion : la fonction f  donnée au début de l’énoncé tend bien vers 0 en +∞.   
Remarque : on retrouve le « principe » qui veut que lorsqu’on commence une étude de limite « avec des 
ε  », on la termine « avec des ε  ». 


