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Espaces vectoriels normés (corrigé niveau 2).  
 
Normes générales.  
27. • Puisque les fonctions considérées sont continues sur le segment [0,1], la quantité proposée existe bien 

et est bien un réel positif. 
• Si pour : f  ∈ E, on a : 0)( =fN , alors : ∀ x  ∈ [0,1], 0)()(.0 =≤≤ fNxfx ,  

et donc : ∀ x  ∈ [0,1], 0)(. =xfx , soit encore : ∀ x  ∈ ]0,1], 0)( =xf . 

Par continuité en 0, on en déduit que : 0)0( =f , et finalement que : 0=f . 

• Pour : f  ∈ E, et : λ ∈ �, et puisque : 0≥λ , on a : )(.)(.sup.)(..sup).(
]1,0[]1,0[

fNxfxxfxfN
xx

λλλλ ===
∈∈

. 

• Enfin : ∀ ( gf , ) ∈ E2, ∀ x  ∈ [0,1], )()()(.)(.))()(.( gNfNxgxxfxxgxfx +≤+≤+ ,  

et cette dernière quantité majorante étant constante (indépendante de x ), on en déduit que : 
  )()()( gNfNgfN +≤+ . 
 

28. • Il est nécessaire que A  soit bornée sinon pour : XP = , l’ensemble { AttP ∈,)( } n’est pas borné et 

A
X  n’existe pas. 

En revanche, si A  est bornée (par M ), alors :  

  ∀ 
=

=
n

k

k
k XaP

0

. ∈ �[X], ∀ t ∈ A , 
==

≤≤
n

k

k
k

n

k

k

k MatatP
00

..)( , 

et 
A

P  existe comme borne supérieure d’un ensemble non vide et majoré de réels. 

On supposera dans la suite que A  est bornée. 
• Du fait des propriétés classiques de bornes supérieures, on a alors : 
  ∀ P  ∈ �[X], ∀ λ ∈ �, 

AA
PP .. λλ =  (en utilisant notamment le fait que : 0≥λ ). 

• De façon tout aussi classique :  
  ∀ ( QP, ) ∈ �[X]2, 

AAA
QPQP +≤+ . 

• Enfin si A  est finie avec par exemple : =A { nαα ,...,1 }, alors 
A

.  n’est pas une norme car en posant :  

 ))...(( 1 nXXP αα −−= ,  

on a : 0≠P , et : sup=
A

P { AttP ∈,)( } sup= {0} 0= . 

En revanche si A  est infinie, alors :  
  ∀ P  ∈ �[X], ( 0=

A
P )  (∀ t ∈ A , 0)(0 =≤≤

A
PtP )  (∀ t ∈ A , 0)( =tP )  ( 0=P ), 

puisque P  s’annule en une infinité de valeurs. 
Et dans ce cas, 

A
.  est une norme sur �[X]. 

Conclusion : 
A

.  est une norme sur �[X] si et seulement si A  est infinie et bornée. 

 
29. • La continuité des fonctions nff ,...,1  sur [0,1] garantit l’existence de 

∞
++ nn fxfx ..... 11  pour tout n -uplet 

),...,( 1 nxx  de réels. 

Il est clair par ailleurs que l’application est alors à valeurs dans �+. 
• La propriété d’homogénéité ainsi que l’inégalité triangulaire découlent des propriétés similaires vérifiées 
par 

∞
.  dans C0([0,1],�). 

En effet :  
  ∀ ),...,( 1 nxx  ∈ �n, ∀ λ ∈ �, 

  ),...,(..............)),...,.(( 111111 nnnnnn xxNfxfxfxfxxxN λλλλλ =++=++=
∞∞

, 

et : ∀ )),...,(),,...,(( 11 nn yyxx  ∈ (�n)2,  

).,...,(),...,(..........

).(...).()),...,(),...,((

111111

11111

nnnnnn

nnnnn

yyNxxNfyfyfxfx

fyxfyxyyxxN

+=+++++≤

++++=+

∞∞

∞   
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• Enfin le dernier point à établir pour faire de N  une norme sur �n est équivalent au fait que la famille 
( nff ,...,1 ) est libre dans C0([0,1],�). 

En effet : ∀ ),...,( 1 nxx  ∈ �n, ( 0),...,( 1 =nxxN )  ( 0..... 11 =++
∞nn fxfx )  ( 0..... 11 =++ nn fxfx ), 

et ce dernier point entraîne la nullité des réels nxx ,...,1  si et seulement si la famille ( nff ,...,1 ) est libre dans 

C0([0,1],�). 
Donc N  est une norme sur �n si et seulement si la famille ( nff ,...,1 ) est libre dans C0([0,1],�). 

 
30. On peut tout d’abord indiquer que ce qui est noté 

1
.  est bien une norme sur Mn(�), qui coïncide avec 

1
.  dans �

2n .  

Puis notons également 
1

. dans �n (ou Mn,1(�)), et : ∀ ni ≤≤1 , )(iX  la matrice colonne définie par : 

  ∀ nj ≤≤1 , 1)( +=i
jx , si : 0, ≥jia , et : 1)( −=i

jx , si : 0, <jia . 

Pour : ni ≤≤1 , on appelle alors : )()( . ii XAY = , et : 

  ∀ nj ≤≤1 , 
=

=
n

k

i
kkj

i
j xay

1

)(
,

)( . . 

En particulier : 
==

==
n

k
ki

n

k

i
kki

i
i axay

1
,

1

)(
,

)( . . 

De plus, la matrice A  étant orthogonale, on a : nxxXXAY i
n

iiii =++=== 2)(2)(
12

)(

2

)(

2

)( )(...)(. . 

Donc : ∀ ni ≤≤1 , nYyyya ii
n

ii
i

n

k
ki ==++≤=

=
2

)(2)(2)(
1

)(

1
, )(...)( . 

Finalement : nnyaaA
n

i

i
i

n

i

n

j
ji

nji
ji .

1

)(

1 1
,

,1
,1

≤=== 
== =≤≤

. 

 
Suites et comparaison de normes.  
31. a. Il est immédiat que E est inclus dansn ��, ensemble des suites réelles, que la suite nulle appartient à E  

    et que si ( nu ) et ( nv ) sont des suites réelles bornées (par uM  et vM ) avec α et β des réels, alors : 

      ∀ n  ∈ �, vunn MMvu .... βαβα +≤+ , et : ).().( nn vu βα +  ∈ E.  

b. Par définition de E, ∞N  est définie sur E, et est à valeurs dans �+, par construction. 

    De plus : ∀ ( nu ) ∈ E, ( 0)( =∞ uN )  (∀ n  ∈ �, 0)(0 =≤≤ ∞ uNun )  (∀ n  ∈ �, 0=nu )  ( 0=u ). 

    Puis : ∀ ( nu ) ∈ E, ∀ λ ∈ �, λ  étant positif, on peut écrire :  

      )(.sup..sup).( uNuuuN n
Nn

n
Nn

∞
∈∈

∞ === λλλλ . 

    Enfin : ∀ ( )(),( nn vu ) ∈ E2, ∀ n  ∈ �, )()( vNuNvuvu nnnn ∞∞ +≤+≤+ ,  

    et : )()()( vNuNvuN ∞∞∞ +≤+ . 

c. Pour : u  ∈ E, )(1 uN  correspond à la somme d’une série convergente. 

    En effet, elle est à termes positifs et : ∀ n  ∈ �, nn
n euNeu −

∞
− ≤ ).(. ,  

    qui est le terme général d’une série géométrique convergente.  
    Par comparaison, la série converge donc et )(1 uN  existe. 
    De plus c’est un réel positif comme somme d’une série de réels positifs. 
    Puis : ∀ ( nu ) ∈ E, ( 0)(1 =uN )  (∀ n  ∈ �, 0)(.0 1 =≤≤ − uNeu n

n )  (∀ n  ∈ �, 0=nu )  (u = 0).  

    De plus : ∀ u  ∈ E, ∀ λ ∈ �, )(.....).( 1
00

1 uNeueuuN
n

n
n

n

n
n λλλλ === 

+∞

=

−
+∞

=

− ,  

    car la nouvelle série est encore géométrique et convergente. 
    Enfin : ∀ ( )(),( nn vu ) ∈ E2, ∀ n  ∈ �, n

n
n

n
n

nn eveuevu −−− +≤+ ... , 

    et par sommations de séries convergentes, on en déduit que : )()()( 111 vNuNvuN +≤+ . 
d. On constate immédiatement, avec la remarque de la question c que : 
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      ∀ u ∈ E, 
1

).().()(
0

1 −
=≤ ∞

+∞

=

−
∞ 

e

e
uNeuNuN

n

n , d’où : ∞−
≤ N

e

e
N .

11 . 

    Donc : 
1−

=
e

eα , convient. 

e. Mais si on considère la suite 0)( ≥ppU  d’éléments de E définie par : 

      ∀ p  ∈ �, ,...)0,1,0,...,0()( 0,, == ≥nnpnpU δ , où le 1 est à la place d’indice p , alors : 

      ∀ p  ∈ �, n
p eUN −= .1)(1 , et la suite ( pU ) tend vers 0 pour 1N , 

      ∀ p  ∈ �, 1)( =∞ pUN , et ( pU ) ne tend pas vers 0 pour ∞N . 

    Or si on peut trouver : 0>β , tel que : 1. NN ≤∞β , alors :  

      ∀ p  ∈ �, )()(. 1 pp UNUN ≤∞β , et : pe−≤1.β . 

    Or cette dernière inégalité est impossible (par exemple en faisant tendre p  vers +∞) donc un tel β  
    n’existe pas. 
 

32. a. Il est immédiat, puisqu’une fonction lipschitzienne est continue, que E est inclus dans C0([0,1],�). 
    Puis la fonction nulle est 0-lipschitzienne. 
    Enfin, et f  et g  sont fk – et gk – lipschitziennes, et si λ et µ sont des réels, alors : 

      ∀ ( yx, ) ∈ [0,1]2, )()(.)()(.))(..())(..( ygxgyfxfygfxgf −+−≤+−+ µλµλµλ , d’où : 

      ∀ ( yx, ) ∈ [0,1]2, yxkkygfxgf gf −+≤+−+ )..())(..())(..( µλµλµλ , 

    et gf .. µλ +  est elle aussi lipschitzienne. 

b. Pour f  dans E, l’ensemble de réels formés par : 








≤<≤
−
−

= 10,
)()(

yx
xy

xfyf
E f , est borné  

    puisque f  est lipschitzienne, et non vide car il contient par exemple )0()1( ff −  (pour : 1,0 == yx ). 

    Donc fE  admet une borne supérieure et )( fK  existe (et c’est un réel positif puisque fE  contient des  

   réels positifs). 
c. On vient de justifier, pour f  dans E, l’existence de )( fN  et le fait que ce soit un réel positif. 

    Si pour : f  ∈ E, on a : 0)( =fN , alors : 0)0( =f , et : 0)( =fK . 

    Mais alors : ∀ 10 ≤< y , 0)(
0

)0()(
0 =≤

−
−

≤ fK
y

fyf
, d’où : 0)( =yf , et f  est nulle. 

    Puis pour : f  ∈ E, et : λ ∈ �,  

      • )0(.)0(. ff λλ = , et :  

      • )(.).( fKfK λλ = , car λ  est positif et :  

      ∀ 10 ≤<≤ yx , 
xy

xfyf

xy

xfyf

−
−

=
−
− )()(

.
)(.)(.

λ
λλ

. 

    Enfin : ∀ ( gf , ) ∈ E2, on a : 

      • )0()0()0)(( gfgf +≤+ , et : 

      • ∀ 10 ≤<≤ yx , )()(
)()()()())(())((

gKfK
xy

xgyg

xy

xfyf

xy

xgfygf
+≤

−
−

+
−
−

≤
−

+−+
,  

    et donc : )()()( gKfKgfK +≤+ ,  

    d’où finalement : )()()( gNfNgfN +≤+ . 

d. Soit : u  ∈ E. 

    Alors : ∀ x  ∈ ]0,1], )(
0

)0()(
uK

x

uxu ≤
−
−

 , et : )()(.)0()( uKuKxuxu ≤≤− , d’où : 

      )()()0()0()0()()0()0()()( uNuKuuuxuuuxuxu =+≤+−≤+−≤ .  

    Cette inégalité étant encore vraie pour : 0=x , elle est finalement vrai pour la borne supérieure de u   
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    sur [0,1], soit : )()( uNuN ≤∞ . 

    Soit maintenant ( nu ) une suite d’éléments de E qui converge vers u  pour N . 

    Alors : ∀ n  ∈ �, )()( uuNuuN nn −≤−∞ ,  

    et le théorème des gendarmes montre que ( nu ) converge aussi vers u  pour la norme ∞N . 

e. Notons : ∀ n  ∈ �*, ∀ t ∈ [0,1], n
n t

n
tu .

1
)( = . 

    Ces fonctions sont C∞ sur [0,1], donc leurs dérivées sont bornées sur [0,1] et le théorème des  
    accroissements finis montrent qu’elles sont toutes lipschitziennes sur [0,1]. 
    La suite ( nu ) est donc une suite d’éléments de E. 

    Par ailleurs : ∀ n  ∈ �*, 
n

uN n

1
)( =∞ , et la suite ( nu ) tend vers 0 pour ∞N . 

    Puis : ∀ n  ∈ �*, ∀ t ∈ [0,1], 1)(' −= n
n ttu , et : 1)('sup

]1,0[
=

∈
tun

t

. 

    Or : ∀ 10 =<≤ yt , )(
1

)1()(
n

nn uK
t

utu
≤

−
−

,  

    et en faisant tendre t vers 1, on en déduit que : )(1)1(' nn uKu ≤= . 

    De plus : ∀ 10 ≤<≤ yx , ∃ yxc ,  ∈ ] yx, [ ⊂ [0,1], 1)('
)()(

, ≤=
−
−

yxn
nn cu

xy

xuyu
,  

    donc on a aussi : 1)( ≤nuK ,  

    et on en conclut que : 1)( =nuK , et finalement que : ∀ n  ∈ �*, 110)( =+=nuN . 

    La suite ( nu ) ne converge pas alors vers 0 pour N . 

 
33. a. La famille mkkL ≤≤0)(  proposée est une famille de 1+m  polynômes dans �m[X]. 

    De plus, si on a : 0.
0

=
=

N

k
kk Lα ,  

    alors en évaluant cette égalité en : mi ≤≤0 , tous les termes s’annulent sauf celui correspondant à iL   

    qui vaut 1, d’où : 0=iα , et la famille est libre donc est une base de �N[X]. 

    Donc si f  est une fonction définie sur �, on peut considérer le polynôme P  de �N[X] défini par : 

      
=

=
N

k
kLkfP

0

).( ,  

   et avec la remarque au-dessus, on constate que : ∀ mi ≤≤0 , )()().()(
0

ifiLkfiP
m

k
k ==

=

,  

    puisque tous les termes s’annulent sauf )(iLi  qui vaut 1.  

b. Aucune difficulté pour démontrer que cela définit bien une norme sur E, en notant bien que : 
      ∀ Q  ∈ E, ( 0)( =QN )  (Q  est nulle en 1+m  points et est de degré au plus m )  ( 0=Q ).  

c. Puisque ( nP ) comme suite de fonctions, converge simplement sur � vers f , on en déduit que : 

      ∀ mk ≤≤0 , la suite ( )(kPn ) converge vers )(kf , c'est-à-dire vers )(kP . 

    Donc : ∀ n  ∈ �, 
=≤≤

−≤−=−
N

k
nn

nk
n kPkPkPkPPPN

0
0

)()()()(max)( ,  

    qui tend donc vers 0 (comme somme finie de suites qui tendent vers 0). 
    Donc ( nP ) converge bien vers P pour N. 

d. Là encore, pas de problème pour constater que N∞,[a,b]
 est une norme sur E, en remarquant que : 

      ∀ Q  ∈ E, ( 0)(],[, =∞ QN ba )  (Q  est nulle  sur [ ba, ], soit en une infinité de valeurs)  ( 0=Q ).  

e. Puisque dans E (qui est de dimension finie), la convergence ne dépend pas de la norme, on en déduit  
    que ( nP ) converge vers P  également pour ],[, baN∞ , c'est-à-dire que ( nP ) comme suite de fonctions,  

    converge uniformément sur [a,b] vers P , ceci pour tout segment [ ba, ], donc converge simplement vers  
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    P  sur �.  
    L’unicité d’une limite simple sur � montre donc que : Pf = .  
Remarque : on vient donc de démontrer que si une suite de polynômes (dont le degré est majoré ) 
converge simplement sur � vers une fonction f , alors cette fonction f  est également un polynôme de 
degré majoré également par la constante précédente. 
 

34. On note : E = �[X]. 

Pour : 0≥a , on définit : ∀ P ∈ E, +=
1

0
.)(')()( dttPaPPN . 

a. Un polynôme étant de classe C1 sur �, N  est correctement définie sur E, et il est clair qu’elle est à  
    valeurs dans �+. 
    Il est immédiat également que : ∀ P ∈ E, ∀ λ ∈ �, )(.).( PNPN λλ = , par linéarité de l’intégrale. 

    Ensuite : ∀ P ∈ E, si on a : 0)( =PN , alors : 

      • 0.)('
1

0
= dttP , donc 'P  étant continue et positive sur [0,1], on a : 0'=P , donc P  est constant, 

      • 0)( =aP , donc P  s’annule en a , et étant constant, c’est le polynôme nul. 

    Enfin : ∀ ( QP, ) ∈ E2, )()()''()()('')()()(
1

0

1

0
QNPNQPaQaPQPaQaPQPN +=+++≤+++=+  .          

    Donc N  définit bien une norme sur E. 

b. On peut commencer par noter que : ∀ n  ∈ �*, 1..)(
1

0

1 +=+= 
− nnn

n adttnaPN .  

    Donc pour : 1>a , la suite ( nP ) n’est pas bornée et donc diverge. 

    Pour la fin de la question, on considère donc que : 10 ≤≤ a . 

    Si ( nP )  converge vers : P  ∈ E, alors : ).)(')(')((lim)(lim0
1

0 −+−=−=
+∞→+∞→

dttPtPaPaPPN n
n

n
n

n
, 

    et avec le théorème des gendarmes, on en déduit que : 

      • 0)(lim =−
+∞→

aPa n

n
, donc : 0)( =aP , si : 10 <≤ a , et : 1)( =aP , si : 1=a , 

      • 0.)(')('lim
1

0
=−+∞→

dttPtPn
n

. 

    Pour : x  ∈ [0,1], on peut écrire : 

      ∀ n  ∈ �*,  −+−=−
x

a nnn dttPtPaPaPxPxP .)()(')()()()( , 

    et : 

      •  −≤−≤
1

0
.)()('.)()('0 dttPtPdttPtP n

x

a n , si : ax ≥ , 

      •  −≤−≤
1

0
.)()('.)()('0 dttPtPdttPtP n

a

x n , si : ax ≤ . 

    Dans les deux cas avec le théorème des gendarmes : 0.)(')('lim =−+∞→

x

a n
n

dttPtP  

    et donc : )()(lim xPxPn
n

=
+∞→

. 

    Finalement dans tous les cas : 
      • 0lim)(lim)( ===

+∞→+∞→

n

n
n

n
xxPxP , si : 10 <≤ x , 

      • 11lim)1(lim)1( ===
+∞→+∞→

n

n
n

n
PP . 

    On constate que le « polynôme » limite P  (qui est la limite simple de la suite de fonctions ( nP ) sur [0,1])  

    n’est pas continu en 0, et n’est donc pas un polynôme. 
    Conclusion : la suite ( nP ) diverge dans tous les cas.  

 
Norme matricielle (ou norme d’algèbre) dans Mn(�), L(E). 

35. a. Soit .  une norme d’algèbre sur Mn(�). 

    • Si ( pA ) converge vers M , alors :  

      ∀ p  ∈ �, PMAPPMPPAPPMPD ppp ........ 1111 −≤−=− −−−− , 
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    et le théorème des gendarmes permet d’en déduire que ( pD ) converge vers PMP ..1− . 

Remarque : puisque toutes les suites composantes en dehors de la diagonale de ( pD ) sont nulles, on en  
    déduit que la limite PMP ..1−  est elle-même diagonale. 

    • De même, si ( pD ) converge vers ∆, alors :  

      ∀ p  ∈ �, 1111 ........ −−−− ∆−≤∆−=∆− PDPPPPDPPPA ppp ,  

    et à nouveau le théorème des gendarmes permet d’en déduire que ( pA ) converge vers 1.. −∆ PP . 

b. Puisque de plus, la suite ( pD ) s’écrit : ∀ p  ∈ �, 





















=

p
n

p

pD

λ

λ

00

0

0

001

L

OOM

MOO

L

, la suite ( pD ) (et donc la  

   suite ( pA )) converge si et seulement si : ∀ ni ≤≤1 , ( 1<iλ , ou : 1=iλ ). 

    Il suffit en effet d’examiner les n  suites géométriques qui apparaissent sur la diagonale. 
 

36. a. La norme proposée est en fait la norme 2N  dans �
2n . 

b. On utilise l’inégalité de Cauchy-Schwarz dans �n pour le produit scalaire canonique et : 

      ∀ ( BA, ) ∈ Mn(�)2, ∀ nji ≤≤ ,1 , 
===

≤
n

k
jk

n

k
ki

n

k
jkki baba

1

2
,

1

2
,

1
,, .. ,  

    et : 














≤









===

n

k
jk

n

k
ki

n

k
jkki baba

1

2
,

1

2
,

2

1
,, .. .  

    On somme alors pour i  et j  variant de 1 à n , et : 

          
= == == = ==≤≤ =
















=














≤






 n

j

n

k
jk

n

i

n

k
ki

n

i

n

j

n

k
jk

n

k
ki

nji

n

k
jkki bababa

1 1

2
,

1 1

2
,

1 1 1

2
,

1

2
,

,1

2

1
,, ... ,  

    puisque 
=

n

k
kia

1

2
,  est indépendant de j , tout comme 

=

n

k
jkb

1

2
,  est indépendant de i . 

    Donc : 
222

.. BABA ≤ , et donc : BABA .. ≤ . 

 
37. a. On remarque pour commencer que : ∀ p  ∈ �, 1)).(...( +−=−+++ p

nn
p

n AIAIAAI . 

    Comme : )(1 ASp∉ , la matrice AI n −  est inversible, et :  

      ∀ p  ∈ �, 11 )).(.(
1

1 −+ −−
+

= AIAI
p

U n
p

np . 

    Considérons alors la norme (euclidienne) canonique dans Mn(�). 

    Alors : ∀ p  ∈ �, nItrAAtrA n
pptp === +++ )().( 1121 ,  

    et : 
1

.2
).(

1

1
).(

1

1 11

+
=+

+
≤−

+
++

p

n
AI

p
AI

p
p

n
p

n ,  

   donc la suite 







−

+
+ ).(

1

1 1p
n AI

p
 tend vers 0. 

    Avec une norme d’algèbre par exemple, on en déduit que ( pU ) tend vers 0 car : 

      ∀ p  ∈ �, ))((.).(
1

1
)( 11 −+ −








−

+
≤ AINAI

p
NUN n

p
np . 

Remarque : on aussi dire directement, suivant le contexte, que 1)( −− AI n  étant constante, la suite ( pU ) 

tend vers 0. 
b. Supposons que la suite ( pA ) converge vers une limite M . 
    On constate alors que, pour tout : X  ∈ Mn,1(�), l’application : XNN .a ,  
    est continue de Mn(�) dans Mn,1(�) car linéaire entre espaces de dimension finie. 
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    Donc la suite ( XA p . ) tend vers XM . . 

    De même, la suite ( XA p .1+ ) tend vers )..( XAM  mais aussi vers XM .  car extraite de la précédente. 

    Donc : ∀ X  ∈ Mn,1(�), XMXAM ... = , et donc : 0)..( =− XIAM n . 

    On en déduit que : 0).( =− nIAM , et comme la matrice AI n −  est inversible, on conclut que : 0=M . 

    Or la suite ( pA ) ne peut pas tendre vers 0 puisqu’on a vu au-dessus que : ∀ p  ∈ �, nA p = ,  

    et cette suite constante ne tend pas vers 0. 
    Conclusion : la suite ( pA ) diverge. 
 

38. a. Pour : x  ∈ E, on note : 
=

=
n

k
ii exx

1

. . 

    Alors : 






≤≤== 
=

∞
===

n

k
i

n

k
ii

n

k
ii

n

k
ii euNxNeuNxeuxNexuNxuN

1111

))((').())(('.))(.(')).(('))((' . 

    Si on note alors : 






= 
=

n

k
ieuNK

1

))((' , il vérifie bien : ∀ x  ∈ E, )(.))((' xNKxuN ∞≤ . 

b. L’ensemble proposé { ))((' xuN , x  ∈ E, 1)( ≤xN }  est alors un ensemble de réels, non vide car il  

    contient 0 (car : 1)0( ≤N , et : )0())0(('0 NuN == ), et majoré comme le montre la question a.  

    Il admet ainsi une borne supérieure, notée u . 

c. • On vient de justifier que : ∀ u  ∈ L(E,F), u  existe et par construction est la borne supérieure d’un  

    ensemble de réels positifs, donc est positif.  
    • Si pour : 0)( =xu  ∈ L(E,F), on a : 0=u , alors : 

      ∀ x  ∈ E, tel que : 1)( ≤xN , 0))(('0 =≤≤ uxuN , donc : 0))((' =xuN , et : 0)( =xu . 

      ∀ x  ∈ E, tel que : 1)( >xN , on pose : x
xN

y .
)(

1= , et : 1)( =yN , donc :  

      ))(('.
)(

1
0))((' xuN

xN
yuN == ,      

      et on a encore : 0))((' =xuN , soit : 0)( =xu . 
    u  est donc bien dans ce cas l’application nulle de E dans F. 

    • ∀ u  ∈ L(E,F), ∀ λ ∈ K, puisque : 0≥λ , et u  se définissant comme un sup, on a bien :  

       uu .. λλ = . 

    • Enfin : ∀ ( vu, ) ∈ L(E,F)2, ∀ x  ∈ E, tel que : 1)( ≤xN , on a : 

      vuxvNxuNxvxuNxvuN +≤+≤+=+ ))((')))(('))()(()))(((' ,  

    d’où on déduit : vuvu +≤+ .  

    Conclusion : . définit bien une norme sur L(E,F). 

 
Topologie. 
39. L’ensemble O( n ) est formé des matrices A  de Mn(�) vérifiant : n

t IAA =. .  

Si on note : )( , jiaA = , alors O( n ) est caractérisé par les 
2

)1.( +nn
 équations suivantes : 

  • ∀ ni ≤≤1 , 1
1

2
, =

=

n

k
ika , et : 

  • ∀ ni ≤≤1 , 0.
1

,, =
=

n

k
jkik aa . 

Les n  premières conditions entraînent que : ∀ nik ≤≤ ,1 , 1, ≤ika ,  

donc O( n ) est borné pour la norme infinie sur Mn(�). 
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De plus, si ( pA ) est une suite de matrices orthogonales, convergente vers A , et en notant : 

  ∀ p  ∈ �, )( )(
,
p
jip aA = , alors : 

  ∀ p  ∈ �, ∀ ni ≤≤1 , 1)(
1

2)(
, =

=

n

k

p
ika , et : ∀ ni ≤≤1 , 0.

1

)(
,

)(
, =

=

n

k

p
jk

p
ik aa . 

Or toutes les suites coordonnées de la suite ( pA ) convergent vers les composantes correspondantes de 

A  qui vérifient donc, en passant à la limite, les mêmes égalités qu’au-dessus. 
A  est donc aussi une matrice orthogonale et O( n ) est fermé. 
 

40. Il suffit de montrer qu’on peut trouver une suite d’éléments de F  qui converge vers la fonction 1. 
Soient pour cela les fonctions nu  affines par morceaux définies par :  

  ∀ n  ∈ �*,  

  • ∀ 






+
∈ 1,

1

1

n
x , 1)( =xun ,  

  • 0)0( =nu , et : 

  • nu  affine et continue de 0 à 
1

1

+n
. 

Les fonctions nu  sont toutes dans F  puisque continues et s’annulant en 0. 

Sur le schéma ci-contre, nu  est en bleu et 1 en rouge. 

De plus : 
)1.(2

1
.1)(1 1

1

01 +
=−=−  +

n
dttuu n

nn ,  

car cela correspond à la surface du triangle qui reste, soit la moitié de celle du rectangle correspondant. 
Donc ( nu ) converge vers 1 pour la norme 

1
.  et 1 est adhérent à F.  

 
41. a. Classiquement, ces trois espaces sont inclus dans E, non vides puisque contenant la fonction nulle et  

    stables par combinaisons linéaires. 
    Pour montrer que E+ par exemple est fermé dans (E,

∞
. ), soit ( nu ) une suite d’éléments de E+  

    convergente dans (E,
∞

. ). 

    Alors il existe u  dans E telle que : )()(sup tutuuu n
Rt

n −=−
∈

∞
, tende vers 0. 

    La suite ( nu ) converge alors uniformément, donc simplement sur � vers u .  

    De plus, on sait que : ∀ n  ∈ �, ∀ 0≥x , 0)( =xun ,  

    et en passant à la limite : ∀ 0≥x , 0)( =xu . 

    Autrement dit la fonction u  est dans E+ et E+ est un fermé de (E,
∞

. ). 

    La démonstration est identique pour les deux autres espaces. 
b. Pour montrer cette décomposition en somme directe, on travaille par analyse-synthèse : 
    Soit f  une fonction dans E. 

    Si f  se décompose suivant ces trois espaces en : 0ffff ++= +− , alors : 

      ∀ 0≥x , )()()()()()( 00 xfxfxfxfxfxf +=++= +−+ , 

      ∀ 0≤x , )()()()()()( 00 xfxfxfxfxfxf +=++= −−+ , 

    et en particulier : )0()0( 0ff = , ce qui donne 0f , puis : 

      ∀ 0≥x , )0()()( 0fxfxf += + , d’où : )0()()( 0fxfxf −=+ , et de même : 

      ∀ 0≤x , )0()()( 0fxfxf −=− . 

    Réciproquement, les trois fonctions suivantes contiennent : 
      ∀ x  ∈ �, )0()(0 fxf = , 

      ∀ 0≥x , )0()()( 0fxfxf −=+ , et : ∀ 0<x , 0)( =+ xf , 

      ∀ 0≤x , )0()()( 0fxfxf −=− , et : ∀ 0>x , 0)( =− xf . 
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    En effet : 
      • 0f  est évidemment constante,  

      • +f  est nulle sur �-* ainsi qu’en 0, car : )0)0()0()0( 0 =−=+ fff ,  

        Elle est continue sur �+* et �-*, et en 0, puisque : 
         )0(00lim)(lim

00

+

<
→

+

<
→

=== fxf
xx

, et : 0)0()0(0lim)(lim 0
00

=−==
>
→

+

>
→

ffxf
xx

, car f  est continue. 

        Donc +f  est bien dans E+. 

      • De même, −f  est bien dans E –. 

      • Enfin on a évidemment : 0ffff ++= +− , en le vérifiant immédiatement pour tout réel x . 

    Finalement, on a bien : E = E – ⊕ E + ⊕ C. 
 

42. a. Soit ( nu ) une suite d’éléments de A , convergeant vers : u  ∈ E. 

    Alors ( nu ) converge uniformément sur [0,1] vers u , donc converge en particulier simplement vers u . 

    Or : ∀ n  ∈ �, 0)0( =nu ,  

    donc en passant à la limite, on en déduit que : 0)0( =u . 
    De plus, la convergence uniforme de la suite sur [0,1] permet d’intervertir intégrale et limite, d’où :  

      ∀ n  ∈ �, ≤
1

0
).(1 dttun ,  

    et :  ==≤
+∞→+∞→

1

0

1

0

1

0
).().(lim).(lim1 dttudttudttu n

n
n

n
, 

    autrement dit u  appartient à A  et A  est fermée.  
    Soit maintenant : Af ∈ , et supposons que : 1)( ≤∞ fN . 

    Puisque : 0)0( =f , et par continuité de f , il existe : 0>α , tel que : ∀ x  ∈ [0,α], 
2

1
)( ≤xf . 

    Alors : 1
2

11).1(
2

)().1(
2

1
.).().().(

1

0

1

0
<−=−+=−+≤+= ∞

ααααα
α

α
fNdttfdttfdttf . 

    Donc f  ne peut appartenir à A . 

    Conclusion : si f  est dans , alors : 1)( >∞ fN . 

b. L’ensemble : V = { )( fN∞ , Af ∈ }, est un ensemble de réels non vide. 

    En effet, la fonction : tt .2a , est dans A  puisqu’elle s’annule en 0, elle est continue sur [0,1] et son  
    intégrale y vaut 1. 
    Donc étant de plus minoré par 1 (comme démontré dans la question précédente), V admet une borne  
    inférieure et : 1)(inf)inf( ≥= ∞∈

fNV
Af

. 

    Montrons que cette borne inférieure vaut 1. 
    Pour cela, et pour : 2≥n , on définit nu  sur [0,1] par : 

      • ∀ 




∈
n

x
1

,0 , nu  est affine, telle que : 0)0( =nu , et : 
1.2

.21

−
==









n

n
a

n
u nn ,  

      • ∀ 




∈ 1,
1

n
x , nu  est constante à la valeur na . 

    Alors nu  est continue sur [0,1], s’annule en 0, et : 1).
.2

1
1().

1
1(.

.2

1
).(

1

0
=−=−+= nnnn a

n
a

n
a

n
dttu . 

    Donc toutes les fonctions nu  sont dans A  et :  

      ∀ 2≥n , 
1.2

.2
)()inf(

−
==≤ ∞ n

n
auNV nn . 

    Donc si on fait tendre n  vers +∞, l’inégalité reste vraie et : 1)inf( ≤V ,  

    soit finalement avec l’inégalité démontrée précédemment : 1)inf( =V . 

Remarque : la valeur na  a été ajustée pour que l’intégrale vaille 1. 
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Continuité, applications lipschitziennes. 
43. Par définition d’une limite, on a : 

  ∃ M ∈ �+, ∀ x  ∈ E, ( Mx ≥ )  ( 1)0()( +≥ fxf ). 

Considérons alors l’ensemble : =K  { MxEx ≤∈ , }. 

K  est évidemment borné. 

De plus : xx a , est continue car lipschitzienne : ∀ ( yx, ) ∈ E2, yxyx −≤− . 

Donc K  est fermé. 
Enfin, f  est continue sur K  qui est fermé et borné donc elle y admet un minimum m , atteint en au moins 

un point de K . 
On a donc :  
  • ∀ Kx ∈ , mxf ≥)( , et comme : K∈0 , on a : mf ≥)0( . 

  • ∀ x  ∈ E, ( Mx ≥ )  ( mfxf >+≥ 1)0()( ).  

Donc m  est un minimum global sur �d pour f  qui est atteint en au moins un point de K .  
 

44. Pour : ( ),(),,( 2121 yyxx ) ∈ (�2)2, on a : 

  
111221121212121 )).(),.(().,.().,.()),(()),(( yxbyxaybyaxbxayyfxxf −−=−=− , et : 

  ( )1122112212121 ).(..)),(()),(( yxyxbayxbyxayyfxxf −+−+≤−+−=− , d’où :    

  
1212112121 ),(),().()),(()),(( yyxxbayyfxxf −+≤− . 

L’application proposée est donc )( ba + -lipschitzienne pour la norme 
1

. . 

 
45. La linéarité de φ  est immédiate. 

Pour la continuité, on écrit :  

  ∀ ( gf , ) ∈ E2, ( )
1

1

0

1

0
.)()(.)()()()( gfdttgtfdttgtfgf −=−≤−=− φφ . 

Puisque φ  est 1-lipschitzienne de (E, 
1

. ) dans (�, . ), elle est continue entre ces espaces.  

 


