Espaces vectoriels normés (corrigé niveau 2).

Normes générales.

27.

28.

29.

 Puisque les fonctions considérées sont continues sur le segment [0,1], la quantité proposée existe bien
et est bien un réel positif.

e Sipour: f OE ona: N(f)=0,alors: 0 x 0[0,1], 0<|x.f(x)| < N(f)=0,

etdonc: 0 x 0[0,1], x.f(x) =0, soitencore : O x [1]0,1], f(x)=0.

Par continuité en 0, on en déduit que : f (0) =0, et finalementque : f =0.

«Pour: f OE et:AOR, etpuisque: [4/20,0ona: N(A.f) = s[up]|x)l.f(x)| =1 s[up]|x.f(x)| =|AIN(f).
x[0,1 x[01.

« Enfin: O(f,g) OE% O x 0[0,2], [x.(f(X)+g(x)| <[x f(¥)|+[xg(x)|< N(f)+N(g),

et cette derniére quantité majorante étant constante (indépendante de X), on en déduit que :
N(f+g)<N(f)+N(g).

* Il est nécessaire que A soit bornée sinon pour : P = X, 'ensemble {|P(t)|, t [0 A} n’est pas borné et
|X], mexiste pas.
En revanche, si A est bornée (par M ), alors :

0P=Ya X ORX, 0t0 A, [P Y[alll <> la/M*
k=0

k=0 k=0
et [P, existe comme borne supérieure d’un ensemble non vide et majoré de réels.

On supposera dans la suite que A est bornée.
* Du fait des propriétés classiques de bornes supérieures, on a alors :

0P ORX], OAOR, |AP|, =|Al|P|, (en utilisant notamment le fait que : 1| = 0).
» De fagon tout aussi classique :
1(P.Q) ORIXT, [P+, <P, +[Q],
« Enfin'si A est finie avec par exemple : A={a,,....a,}, alors | .|, nest pas une norme car en posant :
P=(X-a,)..(X-a,),
ona: P#0,et:|P|, =sup{|P(t), t DA} =sug{0} =0.
En revanche si A est infinie, alors :
0P OR[X], ([P, =0)=(0tO A, 0<|P(t) <|P|, =0)= (0tO A, P(t)=0) = (P =0),
puisque P s’annule en une infinité de valeurs.

Et dans ce cas, || . |, est une norme sur R[X].
Conclusion : || .|, est une norme sur R[X] si et seulement si A est infinie et bornée.
« La continuité des fonctions f, ..., f, sur[0,1] garantit l'existence de |x,.f, +...+x,.f, | pour tout n-uplet

(X;,..-,X,) de réels.
Il est clair par ailleurs que I'application est alors a valeurs dans R".
* La propriété d’homogéneité ainsi que I'inégalité triangulaire découlent des propriétés similaires vérifiées
par || .| dans C%[0,1],R).
En effet :
O (X,.-X%,) OR, OAOR,
N X)) = A Fy + A A = A+t X f L = AN X))
et: O ((XseeeoXy)s (Yooeem ¥y)) O (R,
N(O e %) (Vrrees ¥)) = [0+ V) Byt (6 + )

<) fy ot Xl v f et L = NG X)) + N ).
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30.

« Enfin le dernier point a établir pour faire de N une norme sur R" est équivalent au fait que la famille
(f,,...,f.) estlibre dans C°([0,1],R).

Eneffet: O (X,,...X,) OR", (N(X,....%,) =0) = (|x,.f, +...+ x,.f, | =0) = (x.f, +..+ x.f, =0),

et ce dernier point entraine la nullité des réels X,,...,X, si et seulement si la famille ( fl,..., fn) est libre dans
C°([0,1],R).
Donc N est une norme sur R" si et seulement si la famille ( f,,..., f.) est libre dans C°([0,1],R).

On peut tout d’abord indiguer que ce qui est noté | . |, est bien une norme sur e (R), qui coincide avec

| .|, dans R™.

Puis notons également || . | dans R" (ou o/ 4(R)), et: O 1<i<n, X la matrice colonne définie par :
Ol<sjsn, x¥ =+1si:a,20,et: x"=-1,si:a, <0,

Pour: 1<i<n,onappellealors: YO = AX© et:

n
ODil<sj<n, y¥=>a,,x".
k=1

En particulier : y" = Zn:q’k.xﬁi) = Zn:‘a”(‘
k=1 k=1

De plus, la matrice A étant orthogonale, on a : HY(”H2 = HAX“)H2 :HX(”HZ = \/(xl”)z +.. 4 (X2 =n.

Donc: 0 1<i<n, i‘ai,k‘ =y S\/(yli))2 ot (y))’ =HYG)H2 =Vn.
k=1

Finalement : | = ) a”‘ = ZZ‘a”‘ =>y® <ni/n.
=

1< j=n i=1 j=1

Suites et comparaison de normes.

31.

a. Il estimmédiat que E est inclus dansn R", ensemble des suites réelles, que la suite nulle appartient a E
et que si (U, ) et (Vv,) sont des suites réelles bornées (par M, et M, ) avec a et 3 des réels, alors :

OnON, |au, +Bv,|<|aM, +|8M,, et: a.(u,)+p.(v,) OE.
b. Par définition de E, N_ est définie sur E, et est a valeurs dans R", par construction.
De plus : O (u,) OE, (N,(u)=0)= (D n ON, 0<u,|<N,(u)=0)= (D n ON, u, =0) = (u=0).
Puis : 0 (u,) OE, OX OR, |A| étant positif, on peut &crire :
N,, (Au) = supAu, | =|A|sugu,| =|A|N,, (u).
noN ndN

Enfin: O ((u,),(v,)) OE% 0 n ON, |u, +V,|<|u,[+]v,| < N, )+ N, (v),
et:N_(U+V)<N_(u)+N_(Vv).

c. Pour: u OE, N;(u) correspond a la somme d’une série convergente.
En effet, elle est & termes positifs et: 0 n ON, |u [€™ < N, (u).e™,

qui est le terme général d'une série géométrique convergente.

Par comparaison, la série converge donc et N, (u) existe.

De plus c’est un réel positif comme somme d’une série de réels positifs.

Puis : 0 (u,) OE, (N,(u)=0)= (0 n ON, 0<|u,[e" <N,(u)=0)= (0 n ON, u, =0) = (u=0).

Deplus: 0 u OE OADR, Ny(Au) =3 |Au e =43 |ufe™ =[N, w),
n=0 n=0

car la nouvelle série est encore géométrique et convergente.

Enfin: O ((u,),(v,)) OE% 0 n ON, |u, +v,[e" <|u[e™ +|v e,

et par sommations de séries convergentes, on en déduit que : N, (u+Vv) < N, (u) + N,(v) .
d. On constate immédiatement, avec la remargue de la question ¢ que :
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0uDE Ny <N, U e"= Nw(u).il, doi: N, < S N, .
e_

n=0 -

e .
Donc : @ =——, convient.
e-1

e. Mais si on considere la suite (U ) ., d’éléments de E définie par :
Op ON, U on = (Jp,n)nzo =(0,...,010,...), ot le 1 est a la place d'indice p, alors:
O p ON, N;U,)=1e™", etlasuite (U,) tend vers 0 pour N,
O p ON, N,(U,)=1 et(U,)netend pas vers 0 pour N,,.
Or si on peut trouver : >0, tel que: SN, <N,, alors:
OpON, BN, U,)<NU,) et:Blse™.
Or cette derniere inégalité est impossible (par exemple en faisant tendre p vers +o) donc un tel
n'existe pas.

32. a. Il estimmédiat, puisqu’une fonction lipschitzienne est continue, que E est inclus dans C°([0,1],R).
Puis la fonction nulle est O-lipschitzienne.

Enfin, et f et g sont Kk — et k- lipschitziennes, et si A et u sont des réels, alors :
(% y) DOAP, |[(Af+1g)(x) — A.F +ua)(y)| <Al (0 = (] +|lg() - 9], drour:

0(%y) 00,17 [(A.f +.9)(x) = (A.f +.9)(y)| < (A Kk +[eky)x= ¥,
et A.f + 1.9 estelle aussi lipschitzienne.

[f(y) - F(X)
y— X
puisque f est lipschitzienne, et non vide car il contient par exemple |f O-f (O)| (pour: x=0,y=1).

b. Pour f dans E, 'ensemble de réels formés par : E, :{ ,0<x<y< 1}, est borné

Donc E; admet une borne supérieure et K(f) existe (et c’est un réel positif puisque E, contient des

réels positifs).
c. On vient de justifier, pour f dans E, I'existence de N(f) et le fait que ce soit un réel positif.
Sipour: f OE,ona: N(f)=0,alors: f(0)=0,et: K(f)=0.

[f(y)- 1)
y-

Maisalors : 0 O0<y<1, 0< <K(f)=0,dou: f(y)=0,et f estnulle.

Puispour: f OE,et: A OR,
Af (O)| = |/1|| f (O)| ,et:
« K(A.f) =|AlK(f), car |A| est positif et :
LALLM LRI
y=X oy x
Enfin: 0 (f,g) OE% ona:
(f +9)(O) <|f (0] +|g(0), et:
(f +9)(y)—(f +g)(x)| <|f(Y)- f (%) +|<.11(y)-@J(><)|
y -~ X CyX y -~ X

etdonc: K(f +g)<K(f)+K(g),

d’ou finalement : N(f +g) < N(f)+ N(g).
d. Soit: u OE.

00<sx<y<1,

.00sx<ys<l, | <K(f)+K(g),

Alors : O x 010,1], <K(u) ,et: |u(x)—u(0) < xK(u) < K(u), d'od :

u(x) —u(0)
x-0

u()| <[u(x) =u(0) +u(0)| < [u(x) —u(Q)| +|u(0)| < [u(O)| + K (u) = N(u).
Cette inégalité étant encore vraie pour : X =0, elle est finalement vrai pour la borne supérieure de u
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sur [0,1], soit : N_ (u) < N(u).

Soit maintenant (u,,) une suite d’éléments de E qui converge vers u pour N .

Alors: 0 n ON, N_(u, —u) < N(u, —u),

et le théoréme des gendarmes montre que (U,,) converge aussi vers u pour la norme N, .

1
e.Notons: 0 n ON* Ot0O[0,1], u,(t) ==1".
n

Ces fonctions sont C” sur [0,1], donc leurs dérivées sont bornées sur [0,1] et le théoréme des
accroissements finis montrent qu’elles sont toutes lipschitziennes sur [0,1].

La suite (U, ) est donc une suite d’éléments de E.
, 1 :
Par ailleurs : O n ON* N_(u,) =—, etlasuite (u,) tend vers 0 pour N .
n

Puis: O n ON+, 0t0[0,1], u,'(t) =t"*, et: supu,'(t) =1.
ta[o4]

Oor:00<t<y=1,

LO-%B ),

et en faisant tendre t vers 1, on en déduit que : |u,'Q)] =1< K(u,).

Deplus:0O0sx<y<1,0Oc,, O]xy[O[0,1], M
, y-x

un'(cx’y)‘ <1,

donconaaussi: K(u,) <1,
et on en conclut que : K(u,) =1, et finalementque : O n O N* N(u,) =0+1=1.
La suite (u,) ne converge pas alors vers 0 pour N .

33. a. Lafamille (L,)y<m Proposée est une famille de m+1 polyndmes dans Ry[X].

N
De plus, siona: Y a,.L, =0,
k=0

alors en évaluant cette égalité en: 0<i < m, tous les termes s’annulent sauf celui correspondant a L,
quivaut 1, d’'ot : a; =0, et la famille est libre donc est une base de Ry[X].
Donc si f est une fonction définie sur R, on peut considérer le polynéme P de Ry[X] défini par :

P=ZN:f(k).Lk,

et avec la remarque au-dessus, on constate que : 0 0<i<m, P(i) = z f(k).L (1) = f(),
k=0

puisque tous les termes s’annulent sauf L, (i) qui vaut 1.
b. Aucune difficulté pour démontrer que cela définit bien une norme sur E, en notant bien que :
0Q OE, (N(Q)=0) = (Q estnulle en m+1 points et est de degré au plus m) = (Q =0).
c. Puisque (P,) comme suite de fonctions, converge simplement sur R vers f , on en déduit que :
0 0<k<m, lasuite (P, (k)) converge vers f(k), c'est-a-dire vers P(K) .
Donc:O n ON, N(R,-P) = (r)nka>1Pn(k) - P(k)| < ZN:|Pn(k) - P(k)|,
=ksn k=0
qui tend donc vers 0 (comme somme finie de suites qui tendent vers 0).
Donc ( P,) converge bien vers P pour N.

d. La encore, pas de probleme pour constater que N5 €St une norme sur E, en remarquant que :
0Q UE, (N, ., (Q)=0) = (Q estnulle sur[a,b], soit en une infinité de valeurs) = (Q = 0).

e. Puisque dans E (qui est de dimension finie), la convergence ne dépend pas de la norme, on en déduit
que (P,) converge vers P également pour N, c'est-a-dire que (F,) comme suite de fonctions,

converge uniformément sur [a,b] vers P, ceci pour tout segment [a,b], donc converge simplement vers
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P surR.
L’unicité d’une limite simple sur R montre donc que : f = P.

Remarqgue : on vient donc de démontrer que si une suite de polynédmes (dont le degré est majoré )
converge simplement sur R vers une fonction f , alors cette fonction f est également un polynéme de

degré majoré également par la constante précédente.
34. On note : E = R[X].
1
Pour : a2 0, on définit: O PO E, N(P) =|P(a)| +IO|P'(t)|.dt.

a. Un polyndme étant de classe C' sur R, N est correctement définie sur E, et il est clair qu’elle est &
valeurs dans R".

Il est immédiat égalementque : 0 POE, OAOR, N(A.P) = |)l|.N(P), par linéarité de l'intégrale.
Ensuite : 0 POE, siona: N(P)=0, alors :

1
. J.0|P'(t)|.dt =0, donc |P{ étant continue et positive sur [0,1], ona: P'=0, donc P est constant,

P(a)| =0, donc P s’annule en a, et étant constant, c’est le polyndme nul.

Enfin : 0 (P,Q) DE% N(P+Q) =|P(a) + Q(a)| + [[|P+Qf <|P(a) +|Q(a)| + [ (P{+|Qf) = N(P) + N(Q).
Donc N définit bien une norme sur E.
b. On peut commencer par noter que : 0 n ON*, N(P,) =a" +'[:n.t”‘1.dt =a" +1.
Donc pour : a>1, la suite (P,) n'est pas bornée et donc diverge.
Pour la fin de la question, on considére donc que: 0<a<1.

Si(P,) converge vers: P OE, alors: 0= lim N(P, - P) = lim (a" - P(a)‘ +.[:|Pn'(t) - P'(t)|.dt),

et avec le théoréme des gendarmes, on en déduit que :
+ lim[a" ~P(a) =0, donc: P(a)=0,si: 0sa<i,et: P(a)=1,si: a=1,

n - +oo

. n|irpmj:|Pn'(t) ~P'(t)dt = 0.
Pou;: X 010,1], on peut écrire :

0 n ON* P,(x)=P(x) =P,(a) - P(a) + LX|Pn'(t) - P(t)|dt,
et:

+ 0= [P, (1) - P(t)dt < jol|Pn'(t) ~P(t)|dt, si: x=a,

- 0< [P - POldt < [P () - POt si: x<a.

Dans les deux cas avec le théoréme des gendarmes : nIlfp@ J:|Pn "(t) - P'(t)|.dt =0
et donc : nliruo P.(X) = P(X).
Finalemen;dans tous les cas :
e P(X) = r![rpm P.(x) = J[rpmx” =0,si: 0sx<1,
« PO = ,!Lrll, P@= J[r[lwln =1
On constate que le « polynéme » limite P (qui est la limite simple de la suite de fonctions ( P,) sur [0,1])

n'est pas continu en 0, et n’est donc pas un polynéme.
Conclusion : la suite (P,) diverge dans tous les cas.

Norme matricielle (ou norme d’algebre) dans ¢ ,(C), L (E).
35.a. Soit | . | une norme d'algebre sur o/ o(C).

« Si (AP) converge vers M , alors :
0 pON, [D°-PM.P|=|P™APP-P"M.P|<|P|AP -M||F],
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et le théoréme des gendarmes permet d’en déduire que (D ") converge vers P".M.P.
Remarque : puisque toutes les suites composantes en dehors de la diagonale de (D) sont nulles, on en
déduit que la limite P™.M.P est elle-méme diagonale.
« De méme, si (D®) converge vers A, alors :
0 p ON, [A°-PAPT| =[PDP P -PAPY|<[P||D" -a[P.

et & nouveau le théoréme des gendarmes permet d’en déduire que ( AP) converge vers PA.P™.

A0 - 0
o . .

b. Puisque de plus, la suite (DP) s’écrit: 0 p ON, D? =| . 0 , la suite (D®) (et donc la
0 - 0 AP

suite (AP)) converge si et seulementsi: 0 1<i<n, (|)li| <1l,ou: A =1).
Il suffit en effet d’examiner les n suites géométriques qui apparaissent sur la diagonale.

36. a. La norme proposée est en fait la norme N, dans R"™.
b. On utilise I'inégalité de Cauchy-Schwarz dans R" pour le produit scalaire canonique et :

Yah, 5\/2312,k -\/Zbﬁj :
k=1 k=1 k=1

n 2 n n
et:(zqk.bk,jj s(zeﬁk}(zbﬁjj.

k=1 k=1 k=1

On somme alors pour i et j variantdela n, et:

n 2 n n n n n n n
S (Saub, | <33T |30 )= 3 San [ 2, )
1<i, j=n \ k=1 i=1 j=1\ k=1 k=1 i=1 \ k=1 =1 k=1
puisque Y a’, est indépendant de j, toutcomme » b?, estindépendant de i.
k=1 k=1

ponc : [ABJ* <A |B", et donc | AB] < |48

O(AB)Oe#(RZ O1<i,j<n,

37. a. On remarque pour commencer que : 0 p ON, (I, +A+...+ AP).(I, —A) =1, - A",

Comme : 100 S(A), la matrice |, — A estinversible, et :
1 -
OpON U, =——(,-A").»,-A".
p » = ol (I, )-(1, = A
Considérons alors la norme (euclidienne) canonique dans e/ (R).
Alors: 0 p ON, HA‘”l ‘= tr(‘APL AP =tr(1,) =n,

=2.\/ﬁ
p+1’

et: P <

)

e

1 a-A
p+1

donc la suite ( 1 (1, - A’”l)j tend vers 0.
p+l

Avec une norme d'algebre par exemple, on en deduit que (U ) tend vers O car :

0 pON, NU,)< N(i.an —Ap”)}N((In A,
p+1

Remarque : on aussi dire directement, suivant le contexte, que (I, — A)™! étant constante, la suite (U »)

tend vers 0.
b. Supposons que la suite ( A”) converge vers une limite M .
On constate alors que, pour tout : X O e, 1(R), 'application : N — N.X,
est continue de e ,(R) dans e ,1(R) car linéaire entre espaces de dimension finie.
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38. a.

Donc la suite (AP.X ) tend vers M. X .
De méme, la suite (AP*'.X ) tend vers M.(A.X) mais aussi vers M.X car extraite de la précédente.

Donc: 0 X OeAni(R), M.AAX =M. X, etdonc: M.(A-1.).X =0.
On en déduit que : M.(A-1,) =0, et comme la matrice |, — A estinversible, on conclut que : M =0.
Or la suite ( AP) ne peut pas tendre vers 0 puisqu’on a vu au-dessus que : O p 0N, HA"H =Jn,

et cette suite constante ne tend pas vers 0.
Conclusion : la suite ( AP) diverge.

n
Pour: x OE,onnote: X=) X & .
k=1

Alors - N'(u() = N'(U(3. %)) = N'( % u(e)) < D[ IN'(u(e)) < Nw(X)-(i_ N'(u(e »].

Sion note alors : K = (z N'(u(e ))j, il vérifie bien: 0 x OE, N'(u(x)) < K.N_(X).
k=1

. L'ensemble proposé { N'(u(x)), x OE, N(x) <1} est alors un ensemble de réels, non vide car il
contient O (car: N(0) <1, et: 0=N'(u(0)) = N(0)), et majoré comme le montre la question a.

Il admet ainsi une borne supérieure, notée |ul.

.+ On vient de justifier que : 0 u O Z(E,F), |u| existe et par construction est la borne supérieure d’un

ensemble de réels positifs, donc est positif.
« Sipour: u(x) =0 O Z(E,F),ona: |u|=0,alors:

0 x OE telque: N(x) <1, 0< N'(u(x)) < |u| =0, donc : N'(u(x)) =0, et: u(x) =0.

0 x OE, telque: N(X)>1,onpose: y= X,et: N(y)=1,donc:

1
N(X)
. _n-_ 1 .
N'(u(y)) =0 —N(X)-N (u(x)),
et on a encore : N'(u(x)) =0, soit: u(x) =0.
u est donc bien dans ce cas I'application nulle de E dans F.
« O u OL(EF), O DK, puisque : |A| =0, et |u| se définissant comme un sup, on a bien :
[A-u =|Al{u]
« Enfin: 0 (u,v) D ¥L(EF? O x OE, telque: N(X)<1,0ona:
N*((u+V)(x)) = N(U(x) +v(x)) < N'(u(x))) + N'(/()) < |u] +[™] .
d’our on déduit : ||u + V| < u] +|v] .

Conclusion : | . | définit bien une norme sur £/(E,F).
Topologie.
39. L’ensemble O(n) est formé des matrices A de o/ ,(R) vérifiant : 'AA=1 .

Sionnote: A=(a ), alors O(n) est caractérisé par les —

n(n+1)

éguations suivantes :
n

-Ol<isn, ) af =1, et:
k=1

n
-O1<i<n, Y a,.a, =0.

k=1

Les n premiéeres conditions entrainent que : 0 1< Kk,i <n, ‘ak’i‘ <1,

d

onc O(N) est borné pour la norme infinie sur e/ (R).

PSI Dupuy de Léme — Chapitre 12 : Espaces vectoriels normés (Exercices corrigé niveau 2). -7-



40.

41.

De plus, si (A,) est une suite de matrices orthogonales, convergente vers A, et en notant :

O pON, A =(a"),alors:

n n
. - _ ) _
O pONOl<isn, Y (a?)?=1,et:01<i<n, > alaP =0.
k=1 k=1
Or toutes les suites coordonnées de la suite (A,) convergent vers les composantes correspondantes de

A qui vérifient donc, en passant a la limite, les mémes égalités qu’'au-dessus.
A est donc aussi une matrice orthogonale et O(n) est fermé.

Il suffit de montrer qu’on peut trouver une suite d’éléments de F qui converge vers la fonction 1.
Soient pour cela les fonctions u, affines par morceaux définies par : 121
0 n ON*, 1
1 3
o 0 xO——=1{, u,(x) =1, L
n+1 y .63
*u,(0)=0,et: 0.4
1 .23
* u, affine et continue de 0 a ——. E

n+l 0 02040608 1
Les fonctions u,, sont toutes dans F puisque continues et s’annulant en 0. X

Sur le schéma ci-contre, U, est en bleu et 1 en rouge.

1
— 1
De plus : |u, =1, = IO”+1 u, (t) —d.dt = 200+

car cela correspond a la surface du triangle qui reste, soit la moitié de celle du rectangle correspondant.
Donc (u,) converge vers 1 pour lanorme || . |, et 1 est adhérent & F.

a. Classiquement, ces trois espaces sont inclus dans E, non vides puisque contenant la fonction nulle et
stables par combinaisons linéaires.

Pour montrer que E, par exemple est fermé dans (E, | .| ), soit (u,) une suite d’éléments de E,
convergente dans (E, | . ).

Alors il existe U dans E telle que : ||u, —ul|_ =supu, (t) —u(t)|, tende vers 0.
tOR

La suite (u,,) converge alors uniformément, donc simplement sur R vers u.
De plus, onsaitque: 0 n ON, O x=0, u,(x) =0,

et en passant a la limite : 0 x>0, u(x) =0.

Autrement dit la fonction u est dans E, et E, est un fermé de (E, | .| ).

La démonstration est identique pour les deux autres espaces.
b. Pour montrer cette décomposition en somme directe, on travaille par analyse-synthése :
Soit f une fonction dans E.

Si f se décompose suivant ces trois espacesen: f =f~ +f" + f,, alors:
Ox20, f()=Ff")+f (x)+f,(x)=F"(X)+ f,(x),
Ox<0, f()=Ff")+f (x)+f,(x) = (x)+ (%),

et en particulier : f (0) = f,(0), ce qui donne f,, puis :
O0x20, f(x)=f"(x)+ f,(0),dot: f"(x)="f(x)-f,(0), et de méme:
O0x<0, f (x)=1(x)-f,(0).

Réciproguement, les trois fonctions suivantes contiennent :
Ox OR, fo(x)=1(),

O0x20, f"(x)=f(x)-f,(0),et:0x<0, f*(x)=0,
O0x<0, f (x)=Ff(x)—f,(0),et: 0 x>0, f (x)=0.
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En effet :
. f0 est évidemment constante,
« f7 estnulle sur R*ainsiquen 0, car: f*(0)=f(0)- f,(0)=0),
Elle est continue sur R™ et R*, et en 0, puisque :
Iirrg fr(x) = Iin?)0=0= f7 (), et: Iirrg fr(x) = Iin(1)0= f(0)-f,(0) =0, car f estcontinue.

Donc f* est bien dans E..
* De méme, f~ estbiendans E_.
« Enfin on a évidemment: f = f~ + 7 + f_, en le vérifiant immédiatement pour tout réel x.
Finalement,onabien: E=E_OE, O C.

42. a. Soit (uU,) une suite d'éléments de A, convergeant vers: u OE.
Alors (u,) converge uniformément sur [0,1] vers u, donc converge en particulier simplement vers u.
Or:0n0ON,u,©)=0,
donc en passant a la limite, on en déduit que : u(0) =0.
De plus, la convergence uniforme de la suite sur [0,1] permet d’intervertir intégrale et limite, d’ou :

On ON, 1sj§un(t).dt,

. 1 1. 1
et: 1< lim joun(t).dt =j0 lim u, (t).dt :Iou(t).dt,

n- +oo

autrement dit U appartienta A et A est fermée.
Soit maintenant : f [J A, et supposons que : N_ (f)<1.

Puisque : f (0) =0, et par continuité de f il existe: a >0, tel que : O x 0O[0,a], f(X) s%.

Alors : [ £ (t).dt = [ (O).dt+ [ (1)t < a% +@-a)N_(f) =%+ - a).1=1—% <1,

Donc f ne peut appartenira A.
Conclusion : si f estdans,alors: N_(f)>1.
b. L'ensemble : V={N_(f), f A}, est un ensemble de réels non vide.

En effet, la fonction : t — 2t, est dans A puisqu’elle s’annule en 0, elle est continue sur [0,1] et son
intégrale y vaut 1.

Donc étant de plus minoré par 1 (comme démontré dans la question précédente), V admet une borne
inférieure et : inf(V) = ifry; N,(f)=1.

Montrons que cette borne inférieure vaut 1.
Pour cela, et pour : n= 2, on définit u,, sur [0,1] par :
2n

o [ XD{O,E] u, est affine, telle que : u,(0) =0, et: un(ij =a, = ,
n n 2n-1

1 5
-0 XD{— ,1} , U, est constante a la valeur a,.
n

. 1 1 1 1
Alors u,, est continue sur [0,1], s'annule en O, et : I u,t)dt=—a, +1l--)a,=01-—)a, =1.
0 2n n 2.n
Donc toutes les fonctions u, sont dans A et:
2n
2n-1
Donc si on fait tendre n vers +o, I'inégalité reste vraie et : inf(V) <1,
soit finalement avec I'inégalité démontrée précédemment : inf(V) =1.

On=2,inf(V)<N_(u,)=a, =

Remarque : la valeur a, a été ajustée pour que l'integrale vaille 1.
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Continuité, applications lipschitziennes.

43.

44,

45,

Par définition d'une limite, on a :
OMOR, O X OE, ([=M)= (f(x)= f (0)+1).

Considérons alors l'ensemble : K = {xOE, ||| <M }.

K est évidemment borné.
De plus : x> X, est continue car lipschitzienne : O (X, y) O E?, H|x|| —||y|” <|x-y.

Donc K est fermé.

Enfin, f est continue sur K qui est fermé et borné donc elle y admet un minimum m, atteint en au moins

un point de K.
Onadonc:
« 0 xOK, f(X)=m, etcomme: 000K, ona: f(0)=m.

«OXOE (M=M)=(f(x) = f(©0)+1>m).
Donc m est un minimum global sur R pour f qui est atteint en au moins un point de K.

Pour : ((X,,X,),(Y;,Y,)) O(R%% ona:
| (%0 %)) = £ (Y2, Y2))|, =[x, b%) = @Y,.by,)|, =[x, = y,).b.(x, = y), et:
| (04 %)) = F (Y, yz))nl =alx, - y,[+blx -y, < (a+ b).QXZ =Y, +[x - y1|)’ d'ou:
(%0 %)) = £ (Y2, YD), < @+D)(%0, %) = (¥, Y2)) -

L'application proposée est donc (a+ b) -lipschitzienne pour la norme | . |..

La linéarité de ¢ estimmédiate.
Pour la continuité, on écrit :

0(f,9) DE |((f)-¢A9) =U§(f(t)—g(t))-dt <[t ®-o®ldt=]f -g,.

Puisque ¢ est 1-lipschitzienne de (E, | . |,) dans (R, | .|), elle est continue entre ces espaces.
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