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PSI* — 2016/2017 Le 21/01/2017.

D.S. 5 (4 heures)

Probléme A : maximum d’une forme linéaire sur O, (R)

Dans tout le probléme n est un entier naturel au moins égal & 2.
M,, (R) désigne I'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n a coefficients réels.
Oy, (R) désigne le groupe orthogonal d’ordre n et f,, 'application de M,, (R) dans R définie par :

VM = (mij) 1< jcn € Mn (R) = > mij=] (z mm>

1<i<j<n
On désigne par ||-|| la norme définie sur M,, (R) par
M) = ma fm.
(di,...,d,) étant un élément de R™, on désigne par diag(dy,...,d,) la matrice diagonale dont la

diagonale est (dy,...,d,).

Résultats préliminaires

Démontrer que f, est une forme linéaire sur M,, (R). Est-elle continue ?

a) Démontrer que : VM € O, (R) [[M]| <1.

b) Montrer que O,, (R) est un fermé dans l’espace vectoriel normé (M, (R), ||-||)-

Justifier I'existence d’une matrice A,, appartenant a O, (R) telle que :
VM € 0 (R)  fn (M) < fr(An).

Le but du probléeme est de déterminer un équivalent de f, (Ay) quand n tend vers linfini.
Partie 1

Dans cette partie n est fixé. On désigne par A,1, ..., An, les colonnes de la matrice A, et 'on note :
An = [Anla oo 7A7m] .

On fixe deux indices i et j tels que 1 < ¢ < j < n et 'on désigne par B, la matrice de M,, (R) dont les
colonnes sont égales & B,1,... By, avec :

Bnr = Apg sik est différent de i et de j
Bpi = (cost).Ap; — (sint).Ay;
B,; = (sint).Ay; + (cost).A,;

Démontrer que la matrice B,, appartient & Oy, (R).

Déterminer deux réels A et u tels que :
frn (An) = frn (Br) = A. (1 — cost) + p.sint.

Grace a un développement limité de I’expression précédente quand ¢ tend vers 0, démontrer que p = 0.
En notant A, = (ai;),<; j<,, en déduire que :

i J

Z akv] = Z akvi'

k=1 k=1

Pour toute la suite du probléme, le nombre réel précédent est noté o; ;.
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Partie 11

On désigne par C), la matrice carrée d’ordre n telle que ¢; ; =0sii <jetcj=1sii>j:

c, = |1
R U

On désigne par J, la matrice carrée d’ordre n dont la sous-diagonale est formée de 1 et tous les autres
coefficients sont nuls :

1
Jn: 0
o - 0 1 0

1) a) Exprimer C,, sous la forme d’un polynéme en J,,.

b) Montrer que C,, est inversible et que C,, V=171, —J, ou I, est la matrice identité d’ordre n.

2) a) Montrer que, pour tout M € M,, (R), f, (M) =Tr (C,M).

b) Montrer que C, A, = (04);; i<n: En déduire que C, A,, est une matrice symétrique.

3) On pose U, =!C;1A,.
a) Démontrer que la matrice U, est symétrique.
b) Montrer que fn (4,) =Tr (U, ).

4) On pose V,, = U2. Montrer que V,, est la matrice carrée d’ordre n telle que la diagonale est formée de
2, sauf le dernier élément qui vaut 1, la sur-diagonale et la sous-diagonale sont formées de —1 et les
autres coefficients sont nuls :

2 -1 0 --- 0
-1 2
Va=10 0
|
0 0o -1 1
Partie III

1) On désigne par P, le polynome caractéristique de V, :
VeeR P, (z)=det(z.I,—V,)
On pose Py (z) =1, P (x) = = — 1. Montrer que :
Vn>2 VxeR P,(x)=(x—2)P1(x)— P2 (z).

2) Soit 6 € [0,7/2[. On pose x = 4sin?#. Montrer que :
cos(2n+1)6

P, (z)=(-1)"
n (@) =(=1) cos 6
3) En déduire les racines du polynéome P,, puis les valeurs absolues des valeurs propres de la matrice U, L.

4) a) Justifier que U, ! est diagonalisable et que U, ! peut s’écrire PDP~1, o P est une matrice ortho-
gonale et D = diag (dy,...,d,).
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b) On suppose que certains dj, sont négatifs. Soit D' = diag (|d1], ..., |d,|).
On définit la matrice A’ par C,,A' = PD'P~1.

(i) Vérifier que Tr (C,A") > Tr (C, Ap).
(ii) Montrer que A’ est orthogonale.

(iii) Conclure.

—_

o 1 — 1
En déduire que f, (4,) = 3 2 il T
2n4+1 2
Partie IV
1
On pose ¢ (t) = o et h= m, de sorte que, d’aprés I11-5,
n—1
24, (A) = 5 o (2K + ) 1)
=0
Montrer que :
(2n+1)h (2n—1)h
[ smaan ) <o [T o
h h

s / 2 dt
Déterminer un équivalent quand h tend vers 0 de / et
n sin

Déterminer un équivalent de f, (4,) quand n tend vers I'infini.

Probléme B

1
On étudie dans ce probléme la fonction de la variable réelle u, F': u — / z7"/1 + zdz.
0

Partie I — Etude des variations de F

Montrer que 'ensemble de définition de F est A =]—o0, 1[ et que F' est croissante sur A.

Montrer que F est de classe C sur A (on ne cherchera pas a expliciter F').

a) Montrer que, pour tout x de [0,1],ona: 1 <y1+z <1+uz.

En déduire un encadrement de F' (u), pour u € A.
b) Déterminer linlfl F (u) et un équivalent de F' (u) quand u tend vers 1~.
u—1-

a) Déterminer lim F (u).

U——00

b) Montrer que, pour tout u de A, on a :

\/§ 1 . 1 xlfu
F) = 25— Gl o G(u):/o S

c) Déterminer lim G (u), puis un équivalent de F' (u) quand u tend vers —oo.

uU——00
Supposant u < 0, établir une relation entre F'(u) et F'(u+ 1). Calculer F'(0), F'(—1).

Donner I’allure de la courbe représentative de F' dans un repére orthonormal.
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Partie Il — Développement en série entiére de F

1) On fixe pour cette question u € |—1,1[ ; pour tout n € N, on définit sur [0, 1] la fonction v, par :
1 T

v (0)=0 et Vrelod (@)= e

(—ulnz)"
et ’on pose
b —i/li(—lnm)"dx
n_n‘ 0 \/1+IIJ‘ '

Montrer que la série de fonctions ) v, converge normalement sur [0, 1] et en déduire que :

+oo
G(u) = Z bpu™  (la fonction G a été définie au I — 4)).
n=0

2) En déduire qu’il existe une suite (a,) de nombres réels tels que

Vuel]-1,1] F(u)= Zanu"
n=0
et exprimer les coefficients a,, au moyen des coefficients b,,.

Itération de Manson

11 ne faut jamais hésiter a refaire plusieurs fois un calcul.

Si le résultat change a chaque fois, c’est que vous avez commis toute une série
d’erreurs successives. En général, a chaque itération vous parviendrez a identifier la
faute commise au calcul précédent.

Si au contraire vous trouvez toujours la méme chose, c’est que vous faites une
fixation sur une seule erreur, indétectable celle-1a.



