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Probléme A : intégrale de Dirichlet

1) C’est un exemple du cours : soient € et X tels que 0 < ¢ < X ; j’intégre par parties :

X o X X

t 1 1 — cost
/ dt = |(1 - cost) = +/ %
.t P A

Comme les fonctions intégrées se prolongent par continuité en 0, j’obtiens lorsque € tend vers 0
Xsint 1—cosX X1 —cost
dt = + —2dt .
0 t X 0 t
1—cosX 1 —cost

Or ———— — 0 et la fonction t —
X X —+4o00 t2

(prolongée par continuité en 0) est intégrable sur R™

. .. 1 .. .
car continue par morceaux sur RT, a valeurs positives, et O [ — | au voisinage de +00). En conclusion
) )

t2
X .
t 1-— t
lim sint ,, _ / 1-costy,
X—4o0 0 t R+ t2

ce qui donne un sens a l'intégrale impropre

+00 o3
t
F:/ S .
0 t

2) Soient n € N* et z € |0, 7[. J'ai
Vk € [1,n] 2sinzcos2kx =sin (2k+ 1) x —sin (2k — 1) z,
d’otl, en constatant I’hécatombe
n
Z 2sinx cos 2kx = sin (2n + 1) z — sin .

k=1
Il n’y a plus qu’a diviser par sinx (qui est strictement positif)

sin(2n+1)x
sin x

n
=1 +22C082k’$.
k=1

Vz €10, 7

(Autres idées récurrence ou utilisation de > e***. .. )
sin(2n+1)x
sinx
précédente (par linéarité de l'intégrale, il s’agit d’une somme finie !) :

/M2 wdx _T + Qi /ﬂ/2 cos 2kxdz,
0 2 k=10

La fonction z +— se prolonge par continuité en 0 et j'obtiens en intégrant la relation

sinx

soit

/“/2 sin(2n+ 1)z |
0

sinx

T
5

Cosnx

3) a) Soit f une application de classe C! sur [0,7/2] ; pour n € N*, j'intégre par parties (f et x — —
sont bien de classe C!) :

/2 /2
I, = [—f (x) &8 nm} / + l/0 I (z) cosnzdr,

n 0 n

d’on, en notant My = sup |f| et My = sup |f'], |I,,]
[0,m/2] [0,7/2]

IN
[\o)
-

+
3=
IMIE

M. 11 en résulte que

w/2
La suite de terme général I, = / f (z) sinnzdx converge vers 0.
0

b) Par construction, f est continue sur [0,7/2], de classe C! (car C?) sur ]0,7/2] avec, en utilisant la
formule de Taylor-Young pour g et pour ¢’ :
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Vz €]0,7/2] f'(z) =

xr2
111'2
26 (0)+ 20" 0) +0()) = (5(0)+ 24 0) + 0" O +0 (%)) +50
_ .
= @ +o(1)

Par conséquent, f’ admet une limite finie en 0, donc (théoréme de prolongement C')
| f est de classe C* sur [0,7/2]. |
D’apres le a), la suite de terme général I,, converge vers 0, ou :

/2 /2 . /2 ' o
I, = / f (z)sinnzdz = / 9(@)—g(0) sinnzds = / g(@ﬂdx g (0)/ sinpz | -
0 0 i 0

T T T

Cette derniére égalité est justifiée par I'intégrabilité des deux fonctions apparaissant (elles se prolon-
gent par continuité en 0). Ainsi, grace au changement de variable t = nx :

/2 sin t )
I, =J,—g(0) ; Tdt’ soit  J, =¢g(0)® (nn/2)+ I,

X .
t
ond: X — / Sldet admet pour limite F' en 400 (d’aprés 1)). Finalement :
0

sin nx

w/2
La suite de terme général J,, = / g (x) dz converge vers F - g (0).
0

— sizel0,m/2] , Y Grelon/
4) g :x — ( ST est l'inverse de h : x — x (qui ne s’annule
1 siz=0 1 siz=0

pas). Il suffit de montrer que h est de classe C2. On vérifie comme au 3)b) que h est de classe C!
TCOST — Sinx

, 5 stz €]0,7/2] . .
sur [0,7/2], avec h' : © — x . J’applique maintenant le théoréme de
0 siz=0
prolongement C! & A/, qui est continue sur [0,7/2] et de classe C* sur |0, 7/2], avec, tous calculs faits,
2—x2)sinm—2xcosx 1 1
" _ ( — -
Ve el0,7/2] B (z)= 3 = 3+0(1)g) 3

Ainsi, b’ est de classe C! sur [0,7/2], autrement dit
| g est de classe C? sur [0,7/2]. |

5) Appliqué a cette fonction g, le 2) m’apprend que la suite (.J,,) converge vers F' (puisque g (0) = 1). Or

m
le 2) montre que Jop 41 = 5 pour tout n de N*, d’ot1, par unicité de la limite de cette suite extraite

s
F=2=,
2

Probléme B

1) Soit z € |—1,1], jai
242wt +1=(t+z)*+1—2a2

Puisque 1 — 2?2 > 0, il en résulte que la fonction ¢ est continue, positive sur R* ; en

L o 2+ 2zt + 1
outre j’ai les primitives

arctan + Ot

/ dt B 1 t+x
2+2wt+1 /1— a2 N



2)

3)

4)

5)
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Par conséquent, pour tout 7" > 0

/ ' d ! arcta Tte arcta z
= I NN —— — ar N ——— .
o t242zt+1  /1— 22 V1— 22 V1— 22
Cette expression admettant une limite finie lorsque 7' tend vers 400, 'existence de F' (z) est justifiée,
avec plus précisément

r _ 1 s ¢ T
((E)—ﬁ §—arcanﬁ .

Par hypothése, a? — 4b < 0, ainsi j’ai nécessairement b > 0 et donc, grace au changement de variable

C! bijectif u = tv/b, j’ai
/+oo du _ /+oo \/Z_)dt
0 u2+au+b 0 b<t2+ >’

|
Vb

c’est-a-dire

1 a
Gab) = —F 2.
@0="7 <2¢B)
2
(Noter que _%_ est bien dans |1, 1[, puisque & 1.)

2v/b 4b
Pour des raisons de parité, je cherche une décomposition de ® sous la forme
XX+ X +pu
O X24aX+b XZ—aX+b

o (X)

1
Pour une fois, bricolons ! La valeur de ® (0) me donne p = % et celle de ® (z\/l_)> (on peut bricoler

habilement !) fournit A = et 'on vérifie “aisément” que

2ab

d(X

L [0-pXta (b-DX+a
C2b | X24+aX+b X2 —aX+0b|

1 1)°
X+ X245 = <X2+%> — (V2 —1) X2, soit

P(X)=(X?+aX +b) (X?—aX+b) ou a=vvV2-letb=—.

5

(Noter que a > 0 et a®> —4b = —1—+/2 < 0.)

I est bien définie, en tant qu’intégrale d’une fonction continue sur un segment, je peux aussi la considérer
comme une intégrale sur [0, 7/2[ ! Pour calculer I, les régles de Bioche m’incitent a poser le changement
de variable C! bijectif ¢ —— tan ¢, de [0,7/2[ dans [0, +oo| (d’oi la remarque précédente !), de sorte
que

J’ai alors

p =arctant ; dp = 4 sin? p=|(1- ! : = t
’ 1+¢27 1+ ¢2 (t2 +1)%
d’ou (puisque I converge)

/2 d(,O +o0 t2 +1 1 +o00 t2 +1
o l4sin*e Jo  (2+1)°+t4 2)o P

Je reprends alors les valeurs a, b du 4) et j’applique le résultat du 3)
1+5b
2

(1—b)X+a:%(2X+a)+a- 5

et b—1)X+a=
d’ou

1—-b _ t2+at+b 1+b dt dt
O (t)dt = U (t ste ou U(t) = 1 . )
/ () B+ o W) = o I T W (/t2+at+b+/t2at+b>
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Il en résulte, grace au 1) et au 2),

_ 1+b 1+0 1 1
2= lim (1) =¥ (0) = — = (G(a,b) + G (-a,b)) = — T 1 o
C4b

Or

L+b_14+v2 o d® 1442

4 4 4 4
d’ou finalement

142
I= 1 -

(11 est satisfaisant de vérifier a la calculatrice que I ~ 1,22033 !)

Probléme C
Partie I

1) C’est un exemple du cours. Notons f : (z,t) — e "1, Je montre que I est C! sur [a,b], a et b réels
fixés tels que 0 < a < b (pour faciliter la domination).

e Pour tout x € [a,b], t — f (z,t) est continue par morceaux (car continue !) et intégrable sur |0, +o00[

par comparaison a des intégrales de Riemann : intégrable sur |0, 1] car f (x,t) et l—xz <1,

t—0+ ti—w

1
intégrable sur [1,4o0[ car f(x,t) LSO <_t2> et 2> 1.
—+00

e Pour tout t € ]0,+oo|,  +— f (z,t) est de classe C! sur [a, b], avec

V (z,t) € [a,b] x ]0,+o0] % (z,t) = (Int) e 14!

0
e Pour tout = € [a,b], t — of (x,t) est continue par morceaux sur ]0, 4o00[

ox

e Domination : pour t € ]0,1] jaiz —1 > a—1et Int < 0 d’ot t*~1 < %71 et, pour t > 1, jai
x—1<b—1etlnt>0dout* 1 <~1 Ainsi
Int]e %1 si te]0,1]

% (@ <v ) ot v(t)= { (Int)e i1 si t>1

La fonction ¢ est indépendante de z, continue par morceaux et intégrable sur ]0, +oo[ : toujours

V(z,t) € [a,b] x ]0, +00[

1 1
0 <t_2) au voisinage de +o00 et o <t_04> au voisinage de 0, ol « est fixé tel que 1 —a < a < 1, ce qui

s’obtient en écrivant

1
Int|e et = (to‘_(l_a) In¢| e_t> s ot a—(1—a)>0.

Ainsi, le théoréme de dérivation sous le signe somme s’applique : T' est de classe C! sur [a, b], cela pour
tous a,b tels que 0 < a < b, donc I' est C! sur ]0,+oo[. De plus on intégre une fonction continue,
positive et non identiquement nulle, donc

| T est de classe C' et strictement positive sur ]0, +oo]. |

2) Soit & > 0. Les fonctions u : t — t% et v : t — —e~! sont de classe C! sur ]0, +-o0[ et le produit uv admet
“+oo
la limite 0 en 0 (x > 0) et en +oo (croissances comparées). Or nous avons vu que / uwv’ converge
0

(c’est I' (z + 1)), je peux donc intégrer par parties :

+oo ' +oo +oo
/ te~tdt = [t° (—e )], > — / at" (e ) dt = x/ tleTtdt.
0 0 0

Autrement dit

| T (z+1) =2l (z), cela pour tout = > 0. |
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+oo
Comme I' (0) = / e~tdt = 1, il en résulte par une récurrence immédiate
0

|VneN* T'(n)=(n—1)!]

3) a)Fixons n > 1 et > 0. La continuité de f,, sur |0,n[ est assurée par les théorémes opératoires
classiques, f, est nulle donc continue sur |n, +o0[ ; enfin lim f,, = 0 donc f;, est également continue
en n. "

Pour l'intégrabilité, je vais dominer les f,, (ce sera utile au b)).
Selon 'inégalité classique In (1 + ) < u pour tout u > —1, j’ai
t t t
Vte€]0,n] In <1 - —> <—— dou nln <1 - —) < —t
n n n
et par croissance de I'exponentielle

vt €]0,n] <1 - %) <e ' don 0< f(t) <e L

Or cette majoration est également vraie sur [n, +oo[. J’ai donc la domination
=1 >0 [fa () <e )

~t#*=1 est continue et intégrable sur ]0, +-0o[ (vu au 1)). Il en résulte en particulier que

oup:t—e

‘ fn est continue et intégrable sur ]0, +00[, cela pour tout n > 1.|

+oo
b) Toujours avec x > 0 fixé, je remarque que I, () n’est autre que fn et japplique le théoreme
0

de convergence dominée a la suite (fy,) sur |0, +oo] :
« les f, sont continues par morceaux (car continues !) sur |0, 4o0[
* (fn) converge simplement sur ]0, +oo[ vers ¢ : t > e %! (en effet, pour ¢t > 0 fixé, t € ]0,n[ &
t\" t
partir d’un certain rang (deés que n > t!), donc f, (t) = <1 - —) t*Lor nln <1 - —) ~ —t,
n

n
d’ou par continuité de l'exponentielle f, (t) — ¢ (t))
n—oo

* 1’hypotheése de domination a été vérifiée au a).

Par conséquent,

lim I, (x) =T (z), cela pour tout = > 0.

n—oo

c) Je justifie au préalable la convergence de J, (z) pour tout * > 0 et n > 0 : la fonction
t+— (1 —1)"t*! est continue sur ]0,1] et (1 —¢)"#*~! o Tw
d’ott la convergence par comparaison & un intégrale de Riemann.
Fixons 2 > 0 et n > 0. Les fonctions u : ¢ — (1 — )" et v : ¢ — ¢* sont C* sur ]0,1], le produit

1
uv admet pour limite 0 en 0 (car z > 0) et en 1 (car n+ 1 > 0). De plus / uw'v converge (c’est

avec 1 —x < 1 puisque z > 0,

—(n+1)J,(x+1)), je peux donc intégrer par parties, avec un crochet nul :

1
(n+1)Jn(x+1):/0 w' = —xJyy1 (7).

Il en résulte

n+1

Int1 (x) = Jn (x 4+ 1), cela pour tout = > 0 et tout n > 0.

d) Pour z > 0 fix¢, une récurrence immeédiate sur n donne alors
n(n—-1)...1

@) = ) wraopo @t

1
Or par un calcul banal de primitive, Jy (z) = — pour tout = > 0, d’ou finalement :
T

n!
(z4+1)---(z4+n-1)(z+n)

In (x) = .
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e) Par ailleurs, pour z > 0 et n > 1, le changement de variable C! bijectif ¢ = u/n donne :

o [ (12 (&) e 2nio,

D’ot, en combinant les résultats du b) et du d),

xT

Vz>0 I(z)= lim nt-n
_n—>oox($+1)...({£+’n,>‘

Partie I1

1) Pour u € [-1,0]

s h(u)=u—(-1)—1/2=u+1/2 et pour u € [0,1[, h(u) = u— 1/2, d’ou le graphe,
sachant que h (1) =

—1/2 ne se voit pas beaucoup.

Yo
0.2
20.5 ' ' 0.5 ' 110
0.2 u
-0.4
2) Comme [u+ 1] = [u] + 1, la fonction h est 1-périodique et donc bornée sur R, précisément |h| < 1/2.

Comme la fonction partie entiére, h est continue par morceaux sur R, donc la fonction H est bien définie
sur R et 1/2-lipschitzienne en vertu de la remarque précédente et de l'inégalité de la moyenne :

y
J

A fortiori H est continue sur R. De plus, h est d’intégrale nulle sur [0,1] donc sur tout intervalle

d’amplitude 1 par périodicité. Ainsi d’apres la relation de Chasles H est 1-périodique. Soit n € Z ; la

fonction h est continue sur [n,n + 1[ (la partie entiére est constante sur cet intervalle), donc (théoréme
xr

V(x,y) R |H (y) - H (2)| = <ly—af-1/2.

fondamental !) la fonction H, : x +— [ h est C! sur [n,n+ 1] ; or d’aprés la relation de Chasles, H
n
coincide avec H (n) + H, sur cet intervalle, donc H est C! sur Jn,n + 1] (on ne se prononce pas en n

oun -+ 1 pour H, qui est définie sur R, et en effet H n’est pas dérivable en n, ni en n+1). Finalement,

| H est continue sur R, 1-périodique et C! sur Jn,n + 1[ pour tout n € Z. |

Notons en outre que, d’aprés ce qui précede : Yn € Z Va € n,n+ 1] H' (z) =h(z).

3) Soit > 0 fixé et n € N ; d’aprés 2), je peux intégrer par parties sur [n,b] pour tout b de [n,n + 1] :

It S DT

Pour les mémes raisons que ci-dessus, ces fonctions de b sont continues et je peux donc passer a la limite
lorsque b tend vers n + 1. Or H est nulle en 0 et 1-périodique, donc nulle en tout point entier, donc

j’obtiens
n+1 h n+1 H
/ ﬂdu = / %du, cela pour tout n € N.

Combinant cela avec la relation de Chasles, j’en déduis en sommant les égalités précédentes pour n
allant de 0 a [b] — 1,

b [t] b
Vb >0 / Mdu = / L%du—i—/ Mdu
0o Ttu 0o (x+uw) B T+ u

b
H H (b
e
en reprenant I'intégration par parties ci-dessus. Or H est 1-périodique et continue, donc bornée sur R,




)

5)
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par conséquent

<f‘+(—13>2 ume(%) e

H (u)

ot u? est en outre continue sur RT elle est intégrable sur RT (par compa-
T+u

raison & une intégrale de Riemann au voisinage de 400, puisque 2 > 1). J’en conclus que

too too [
/ () du converge et vaut / %du.
0o Ttu 0 (z+4uw)

Comme la fonction v —

Le changement de variable ¢ = u — n donne (avec la périodicité de h)

n+1 h 1 h(t 1 1 1
Vn € N / Mdu:/ LIOIES / h(t)|dt = ————
nt1/2 T U 12T +n+t r+n+1 /i 8(zx+n+1)

" h(w)] Iy~ 1
‘en dédui : Vn e N* ———du > < .
J’en déduis que : Vn € /0 x—i—uu_SkZ:Ox‘i‘k‘i‘l

Ce minorant est de limite infinie quand n — +o0o (somme partielle d’une série positive divergente).

b
A fortiori, b +—>/ M
0

T +u

du n’admet pas de limite finie quand b — +o00. Ainsi

h(u)

x4+ u

n’est pas intégrable sur RT.

Reprenant le résultat du 3), j’utilise le théoréme de dérivation sous le signe f sur [a, +ool, a > 0 étant
H(u)

(x +u)?

e Pour tout > a, u +— f (z,u) est continue par morceaux et intégrable sur RT (vu au 3))

fixé. Je note f la fonction de deux variables f : (z,u) —

e Pour tout u > 0, x — f (x,u) est de classe C' sur [a, +oo| et

Y (z,u) € [a,+oo] X [0, +00[ % (x,u) = -2

e Pour tout # > a, u +— f (z,u) est continue par morceaux sur R*

H (u)
(x +u)d

e Domination : en notant M un majorant de |H| sur R (nous avons vu que H était bornée),

H(u) 2M
Y (x,u) € [a, xRt |-2
(z,u) € la, +oo| (z+u)3| ~ (a+u)?
et la fonction u — ————— est indépendante de z, continue et intégrable sur R (dominée par

(a+ u)?

u + 1/u3 au voisinage de +o0, avec 3 > 1).

Donc le théoréme s’applique : ¢ est de classe C' sur [a, +00[, cela pour tout a > 0, donc sur RT*, avec

selon la formule de Leibniz N I
© -2
V>0 ¢(z)= / ﬂdu
0

(x + u)3
Par ailleurs, le méme type d’intégration par parties qu’au 3) donne aisément

oo h(u) " oo 2H (u) "
/o @t w2 _/0 @ tup’

+o0o
postClsur R ot o> 0 o) = - [

Soit finalement

du.

Partie I11

1) Une intégration par parties donne (en choisissant t — t — x — i — 1 pour primitive de 1)

it L sy e i1
/ Intdt = [(t — @ —i— 1) Ine] =27 — / LA
x+1i - x4 t
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Avec le changement de variable u =t — = dans la derniére intégrale

atitl i, i1
/ Intdt = In(x 4 7) — / Ll Y
oti i utx

2) J’ai tout d’abord par définition de h

i+1 i+1 —i—=1/2 1+1 —i—1 1 1+1
Vi € N / W) 4 / udu:/ udw_/ du
i THu i U+ i U+ 2/, wu+tx

r+i+1 1 i+1 du
= In(x+1i)— / Intdt + — / —— d’apres 1)
+i 2); utx

En sommant ces relation de ¢ = 0 & ¢ = n et en utilisant la relation de Chasles, il vient

n+l1 T+n+1 n+1
/0 h(>du—ln( (m+1)(m+n))/ lntdtJr%/O du .

T+ U U—+x

z+n+1
/ Intdt=(z+n+1)In(z+n+1)—(r+n+1)—zhz+x
et ‘

n+1 d
/ “ =In(z+n+1)—Inz.
0 u+x

J’ai alors en sortant Inz du premier In et en y absorbant In (z +n + 1),
n+1
h(u) 3 1
Tdu:ln((sc+1)...(sc+n)(x+n+1)) x+n+ In(x+n+1)+n+1+ :r+§ Inz,
0 €T u
ce qui donne bien, avec les notations de 1’énoncé,

n+1 U
Fo(a) = Gala) - [ ilu)

o <Ttu

du.

|
3) a) J’ai selon la formule de Stirling In <L> — 0, autrement dit

\V21m™n (%)n n—00
Inn = In(27)
+ —

In(n!) = nlnn—n+— 5 5 +o(1)
et par développement limité de In (1 4 ¢) en 0
3 3 1
(z+n+ - )ln(m+n+1) = <n+sc+§) <lnn+ln< +x)>

(e ) (e 2 (2)

_ nlnn+< 3>lnn+(1+$) o(1)

J’en déduis que
1 In(2
Gn(z) = nlnn— n—i—%—i—@

d’otu finalement

1
+(x+1)Inn—nlnn— <x + g) Inn—1—z+n+1+ (x + 5) Inz+o(1)

1
lim G,(z) = (x + 5) Inz — 2+ Inv/27.

n—oo

b) Avec l'identité d’Euler et la continuité de In, j’ai F,(z) — InT'(x 4 1). J’ai ainsi, en passant a la
n—oo

limite dans la relation établie au 2),

nl(z+1)= <x+ >1nx—x+1n\/%—/

+ooh

x—l—u

c) D’apres les résultats précédents, je peux dériver la relation ci-dessus, par rapport & x € R et
j’obtiens aprés simplification

IM(z+1) 1 oo h(u)
N L7 S WS SIS
[z +1) n$+2x+/ (u+x)2du




