1)

2)

3)

PSI* — 2016/2017 — Corrigé du D.L. 3 Page 1

Exercice

La série numeérique Y uy (0) converge banalement et a pour somme 0. Fixons donc z # 0 ; jai

up (r) ~ — quiest le terme général d’une série convergente (série de Riemann : 2 > 1). Comme en
n—oo In

outre g est de signe constant (celui de x), il en résulte que > uy, (z) converge également. Finalement,

| La série de fonctions > u,, converge simplement sur R. |

Notons que — comme toutes les fonctions u, sont impaires — la fonction somme S est impaire.

Je fixe n € N*. En vertu des théorémes opératoires classiques, u, est de classe C*° sur R et
1 — na?

n (1 +na2)*

Comme u, est impaire, j’étudie pour commencer ses variations sur RT : elle y est positive et atteint

son maximum en 1/4/n, maximum valant

Ay_
Up, n =23

Comme 3/2 > 1, la série numérique ) sup |uy,|
R

Ve eR u, (z)=

De I'imparité de u,, je déduis alors que sup |u,| = —.
R oIn3/2

converge, autrement dit

| La série de fonctions ) u,, converge normalement sur R. |

En particulier, ) u, converge uniformément sur R ; comme les u,, sont continues sur R, il en résulte
que

| La fonction somme S est continue sur R. |

Je montre pour commencer que S est C! sur tout segment de la forme [a, M] o 0 < a < M :
e les fonctions u,, sont C! sur [a, M] ;
e > u, converge simplement sur [a, M] (vu au 1)) ;

e > u), converge uniformément sur [a, M] : jai

1+ nM?
Vo € la, M]  |uy, (z)| < L2
n (14 na?)
Autrement dit
1+ nM? 14 nM? M?

n| S o T 0 ne BPE
[a,M)] n (1 + na?) n (1 4+ na?)* n—o an
Ainsi, sup |u),| est majoré par le terme général d’une série numérique convergente (par comparaison
[a7
a une série de Riemann, puisque 2 > 1). Par conséquent, la série de fonctions Y u converge
normalement, donc uniformément, sur [a, M].

Le théoréme de dérivation terme & terme d’une série de fonctions s’applique donc : S est de classe C!
sur [a, M], pour tout (a, M) tel que 0 < a < M, elle est donc C* sur RT* et aussi sur R~* puisqu’elle
est impaire. En particulier,

| S est dérivable en tout point x # 0. |

4) a) Pour tout réel z non nul et tout N € N*, j’ai, puisqu’il s’agit d’une série a termes positifs,

oo N
1 1 . S(z) _ Sy (x)
_— > _ > .
Zn(1+nm2) _nz::ln(1+nsc2) soit x Tz

n=1

Je pose alors (habilement) o = et, pour z tel que 0 < |z| < «, j’ai

1
VN
Vn e [1,N] nz? <Na?’=1 donc 0<14nz?<2 don

et, par sommation

S(x) _ Sn(z) _ 1L1
P > >-) -
our 0 < |z| < s 23 -
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N
b) Soit A > 0 ; puisque la série harmonique diverge, je dispose de N dans N* tel que % Z % > A. Jen
déduis, grace a la question précédente, o > 0 tel que "
0<\x|<a:>¥>A.
5(@)
x

VA>0 Ja>0 VreR* |SC|<O[:>¥>A.

Ainsi, R* étant ’ensemble de définition de la fonction z +—

Je reconnais la définition d’une limite infinie :

lim & = 400
z—0 I

c) Comme S (0) =0, (z) n’est autre que le taux de variation de la fonction S entre 0 et x, le résultat
x

précédent signifie donc que

| S n’est pas dérivable en 0. |

On peut préciser que le graphe de S admet une tangente en O portée par 'axe Oy.

Probléme A
1) Soit p € N* ;

]~
A/~
S|
|
5
7/ N
—
_l’_
S|l
~__
~_
I
]~
3I>—‘

P
Z ln (n+1) lnn]
n=1

3
Il
—

—In(p+1)+1Inl

I
NE
SR

3
Il
—

p+1

lflnpfln
n

I
NE

3
Il
—

1 1 1 1 1
Comme — —In |1+ — ) ~ —, la série de terme général — —In [ 1 + — | est convergente (par com-
n n 2n2 n n

paraison & une série de Riemann : 2 > 1). De plus, In P — 0, or, d’aprés le calcul précédent,

p—0o0

P P
1 1 1 1
E ——lnng <——ln<1+—>)+l &

J’en déduis l'existence de la limite demandée et, par passage a la limite :

pl 400 1 1
=lim (Y = -mp|=Y(=-m(1+=])).
i p_’lmoo (n n np) <7’L . < n))

=1 n=1

2) Soient p € N* et t € [0, z] ; puisque ¢ est positif, —¢ est différent de 1 et je peux appliquer la formule
donnant la somme des premiers termes d’une suite géométrique de raison —t :

IV T o) AN BN ) iant o
(=" = 1— (=) 1+t 1+t
k=0
autrement dit : -
1 (—=1)PHE gt
N N* WVt o
pe €l 7 Z_(:) 1+t
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J’en déduis, pour p € N*, en intégrant de 0 & x et en réindexant la somme :

p—1 k T 4p+1
In(1+z)= ZH)’H% +(1)P+1/ ! dt
0

pt 1+t
or, z étant dans [0, 1],
z gp+l z p+2
0§/ ! dtg/tp“dt:x <
o 141 0 p+2 " p+2
Le “reste” intégral a donc pour limite 0 lorsque p tend vers l'infini ; il en résulte que la série de terme

(-1 ok

général converge et a pour somme In (1 + x) :

+oo k-1 _k
1n(1+x):Z(UTx.
k=1

. 1
3) Pour tout n dans N*| le résultat précédent s’applique avec x = = d’ou

+oo k—1 +oo k—1 +o0 k
| 1\ 1 (—1) 11 (—1) (—1)
no M < + n) n ; knk n n g knk g knk

ce qui donne, reporté dans ’expression du 1) :
k
7= Z Z )

4) a) Les résultats sur la convergence des séries de Riemann montrent que ¢ est définie sur |1, 4o0[ ; de
plus, sil < a < d, jai

, 1
Vn e N* n%<n%, donc — >—,
Jod n n
ol
"1 S|
Vp E N* - ’
CM na
= n=1

En passant a la limite lorsque p tend vers l'infini (les deux séries convergent !) j'obtiens

¢(a) = ( (o).

En conclusion (sans dérivation terme a terme...) :

| ¢ est définie et décroissante sur |1, +o0[. |

Soient x € [1,4o0[ fixé et kK € N, k > 2 ; d’apres la minoration ci-dessus (avec a = k, o/ =k +1 et
p=E (), jai e > nzzjl pasE d’oi, comme — n 1 |fi ()] > | fret1 (2)]-

n=1 k_
<2
o

I1 en découle que |fi (z)| tend vers 0 lorsque k tend vers 'infini, donc finalement

1
De plus, puisque ¢ est décroissante, |fy (z)| < EC (k) < >—=

La suite (|fx (7)]);>o converge vers 0 en décroissant.

b) Le résultat précédent montre que, pour tout z de [1,+oc[, la série alternée Y fi (z) vérifie les
[o¢]

hypothéses du théoréme spécial, donc converge, avec en outre la majoration du reste R, = > fi:

k=p+1
@ d'oit  sup |R,| < <)

Vp>2 V 1 < <
p22 Vr€ltool |Ry(@)| < |fpir (@) < 2= e D+ 1 pooe

Par conséquent la suite (R,) converge uniformément vers 0 sur [1, 400, c’est-a-dire que :

La série de fonctions ) fi est uniformément convergente sur [1, +ool.
k>2
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D’apres le 3),

n=1 \k=2

1= > (S,
Pour z > 1 fixé, j’ai affaire & un nombre fini de séries convergentes (pour 1 < n < FE(x)), d’ou, par

linéarité de la somme dans ’espace des séries numériques convergentes :

E(x) /+oc0 (71)19 +o00 E(m)( 1)
> (NGE) -SR] e

n=1 \k=2 k=2 \ n=1

donc

+o00
v= lim > fi(x).
T—+00 k=2

Enfin, la série de fonctions Y fi convergeant uniformément sur [1, 4+o00[, 400 étant adhérent a cet inter-

k
valle et chaque fonction f; admettant une limite finie en 400 (& savoir p ¢ (k)), je peux appliquer
le théoréeme de la double limite :
Jim > fi (@) Zigglmfk =D (k).
k=2 k=2
D’otu, en comparant les deux derniers résultats :
400 k
=1
k=2

Probléme B

Comme 1 + e® est non nul pour tout réel x, f est de classe C*° sur R et jobtiens
1+¢e* —2xe” e’
VieR f'(z)= — = 2-(
(1+e%) (1+e%)

1’ (z) est donc du signe de g (x) = e”*+1—ux ; or 'application g ainsi définie est continue et strictement

décroissante sur R ; elle admet pour limite respectives +00 et —oo en —oo et +o0 : c’est donc une

bijection de R dans R. Soit donc « 'unique solution de I’équation g(z) = 0 ; « est aussi I'unique

solution de I'équation f’(z) = 0 ; en outre g est décroissante et g (1) = e~! > 0, donc a > 1 ; enfin, la

relation g (o) = 0 me donne

_x—i-l—x) :

1
ea:a—l d’ou 1+ea:% donc f(a)=a—1.

En conclusion,

| L’¢quation f’ (z) = 0 admet une unique solution a > 1et f(a) =a —1. |

De plus g (et donc f') est positive sur |—oo, ], négative sur [a + oo[. Enfin, f (z) ~ zet f(x) s xe
—o0 o0

d’onl le tableau de variations de f :

T | —00 o +0o0
7 0 -
a—1
f / N
—00 0

Pour n =0, j’ai bien : Vo € [0,1] 0<wup(z)=1<1.
Si je prends comme hypothése de récurrence, pour n € N, Vo € [0,1] 0 < u, (z) < 1, j'obtiens pour
z€0,1] :

1 1
—1§—1+§-un(m)§—§ d’ou (z > 0) —xﬁ—x+%-un(m‘)§—%;

en ajoutant 1 et en multipliant par u,(z) (> 0 d’aprés ’hypothése de récurrence) j’obtiens

(=)t () S tnta (2) < (1= 5) - (@) 5 (1)
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il en résulte en particulier que 0 < wuy,4+1 (z) < 1, ce qui achéve cette premiére démonstration par
récurrence.

|VneN Vzel0,1] 0<u,(z)<1.|

Notons qu’une récurrence immédiate montre que les u,, sont des fonctions polynomiales, donc dérivables.

En outre :
e Pour n =0, j’ai bien Vz € [0,1] u((z) =0<0;
e Si je prends comme hypothése de récurrence, pour n € N, Vo € [0,1]  u], () <0, j’obtiens
1
Ve e [0,1] wu,y (2) = [1—x+g-un(:ﬁ)] -l (z) + [1+§ un(m‘)Jrgu;L(:c)] Uy, ()

or, d’aprés ce qui précéde et grace a 'hypothése de récurrence, le premier crochet est positif et le
second négatif, d’ou finalement u,, 41 (#) £0; j’ai bien montré par récurrence que

|VneN Vzel0,1] u (x)<0.]

3) a) L’encadrement (1) obtenu a la question précédente permet d’établir par une récurrence immédiate :

VneN Vee[0,l] (1—2)"<up(z)< (k%)".

b) Le théoréme des gendarmes donne alors immédiatement la limite de la suite numérique (u, (z)) pour
x dans [0,1] :

1 siz=0

0 sizel0,1]
Je constate que u est discontinue en 1 alors que les u,, sont continues sur [0, 1] ; s’il y avait convergence
uniforme sur [0, 1], u serait continue sur [0, 1], par conséquent :

La suite (uy,) converge simplement sur [0, 1] vers u : x — {

| I n’y a pas convergence uniforme sur [0, 1]. |

En revanche, pour ¢ € |0, 1], j’ai, grace a a) :

Ve €le, 1] 0<uy,(x) < (1 - g)n d’ou  sup|u,| < (1 - g)n — 0

[e,1] e

et donc

| La suite (u,) converge uniformément vers 0 sur [e, 1] pour tout ¢ de ]0, 1[. |

c) Soit z € [0,1] ; j’ai vu au 2) que
VneN 1-— x+g “up () <1 dott Upt1 () < up (x) (car uy, (z) > 0).

En conclusion :

| Pour tout z de [0, 1], la suite (un (x)) est décroissante. |

4) a) La fonction h est de classe C! sur [0,1] et : V¢t € [0,1] A/ (t) =1 —t donc |V (¢)| < 1. L’inégalité
des accroissements finis me permet donc de conclure que h est 1-lipschitzienne sur [0, 1], autrement
dit :

[V(e,0) €[0,17 [h(a)=h®) <|a—b].]
b) Soient = dans [0, 1] et k dans N ; j’ai uy () — ug41 (x) = x.h [ug (x)] donc d’apres a) :
[V e[0,1] VhkeN [[ug(2) —upps (@)] — [uprs (&) —uppo (@)]| <z - Jup () — wpya (2) ] |

Tout réel est inférieur ou égal a sa valeur absolue et ug (x) — ug11 () > 0 d’aprés 3)c) ; le résultat
précédent me donne donc

(1 =) - [ug (2) = uppr ()] < fugga (2) = upga (2)]

Finalement :

U1 (7) — U2 (2)
1—x i

Ve el0,1] VkeN 0<ug(x)—uper(z) <

5) a) Soit k dans N ; h est croissante et strictement positive sur ]0, 1], or = € [0, 1] donc, grace au 3)a) et
au 3)c), 0 < ugy1 () < ug (x) ; jen déduis :
1 < 1 < 1
hlug ()] = h(E) = hlug ()]

Vit € [ugs1 (z), ug ()]
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d’ou en intégrant :

ug (2) = ugi () _
hlug ()]~
il en résulte grace a 4)b) :

/“’“(I) dt < Uk () —upy1 (x)
Upt1 () h (t> N h [uk+1 (!E)] 7

vk e N xg/ Atz
uk+1(z)h(t> 11—z

b) En ajoutant les inégalités précédentes, pour k = 0,...,n—1, jobtiens, grace a la relation de Chasles :

nm</1 i< e

- un(x)h(ﬂ_l—l'.
1
t

1
La décomposition en éléments simples de 7 donne : V¢t € ]0,1] m =

/ui(a;) % =—Inu, (z)+In[2 —u, ()] =In <un2(m) - 1> )

J’en déduis, grace a 'encadrement précédent et a la croissance de la fonction exponentielle :

|

1 , .
+E,d0u

enz g

d’otu finalement :

2 < < 2
<y, (z) < T o

= « donc, d’apres 5)b) :

6) a) Soient n dans N et z = > ; il vient
n+ao

e 2 2f (a)
on () xun(x)_n+a 1+e* n+a

Vn € N vn< < >22(O‘1).

n—+ o n—+ o
2(a—1)
n+o

d’ou, grace a l'étude du 1) :

Il en résulte, par définition de M, que : Vn € N M, >

Par ailleurs, toujours d’apres le 5)b), pour n € N* :

2z 2 2
010 on(a) < T =~ f () <
puisque a — 1 est le maximum de f. Cette majoration reste valable pour x = 1, par continuité de
vp, (qui est un polynéme !). En conclusion :

2(a—1) < M, < 2(a—1) .
n+o — n

(a—1)

Vn € N*

b) Il résulte de I'encadrement précédent que :

2 -1
Vn € N* M <nM, <2(a—-1) ;
n+a
2n (o 1) R
comme ——— — 2(a —1), le théoréme d’encadrement montre que nM, — 2(a—1),
n+o n—oo n—oo
autrement dit
2(a—1
M, ~ o=
n—oo n

En particulier, la suite (M,,) converge vers 0, autrement dit :

| La suite (v,) converge uniformément vers 0 sur [0, 1]. |




