Compléments de calcul intégral.
Exercices 2017-2018

Niveau 1.

Théoreme de convergence dominée.

1. Préciser les entiers n pour lesquels les intégrales suivantes existent, puis déterminer la limite des suites
d’intégrales ainsi définies.

sin(%j

+oo d +oo

a. L In(1+§j.x—)3(, b. J:) i+ v ax, c. I;1+1x” .ax,

d. J:m N 1ex ax e. Lm xz-)”(n+1'dx' f. Ewe‘xz Sin®" (x).dx,

2. Soit f une fonction continue de [0,1] dans R ou C.

1
a. Justifier I'existence pour tout entier : n O N, de : jo f(t").dt.

1
b. Déterminer lim . f(t").dt.

n- +oo

n
1o, X
3. Onpose:0a>0,0n0ON* I, :jox” 1(1——) ax.
n
a. Justifier I'existence de ces intégrales pour tout entier : n = 1.

n
u _ - . . :
b. Montrer que : O u O[0,n], (1——) <e™ (on pourra utiliser avec précaution un logarithme).
n

n
A X 1L
c. Montrer que : lim | x 1(1——) .dx=j0x” te™*.dx.

n- +oo n

+00 ~X
4. Onpose:DnDN,In=I ©  dx.

0 X+n
a. Justifier I'existence de |, pour tout entier : n 0 N*.

b. Etudier : lim n.I, et en déduire un équivalent de |, en +o.

n- +oo

5. On pose, pour : n O N* | =J?(1—£j dt.
n

a. Justifier I'existence de |, pour tout entier : n 00 N*.

+00
b. Montrer qu’on peut, pour tout entier : n > 1, définir une fonction u,, sur R*, telle que : |, = J.O u, (t).dt.

c. Montrer que (U, ) converge simplement sur R* vers une fonction u que I'on précisera.
d. Justifier que u majore toutes les fonctions u, et en déduire lim 1| .

n - +oo

e. Soit f une fonction continue par morceaux sur R™, telle que : x> f (x).e™, est intégrable sur R,

n
Justifier I'existence de : |, = j;(l—lj f(t).dt, pour : n = 1, puis déterminer lim 1.

n n- +oo

6. Onpose:DnDN*,In=IO+w11n. 1 l.dx.
+ X =
@+xm)n

a. Justifier 'existence de |, pour tout entier : n = 1.
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b . Déterminer si elle existe lim [,

n- +oo
Interversion série-intégrale.
+o
7. Onpose: | =I dt.
o g -1
a. Justifier I'existence de I
b. Montrer : Ot O R™, —— = Zte (it

c. On pose, pour:nON, J = L te ™D gt .

. . C
A l'aide d’'un changement de variable, montrer que : DCOR, OnON, J, :W
n+
Préciser la valeur de C.
&1 7 L
d. En admettant que : Z—Z :?, en déduire la valeur de | .
n=1 N

2

+oo t +00 1
8. Montrer que : jo et =2 .
e - n:j_n

2x+1 |n(X)
2-1
a. Montrer que f_ estintégrable sur]0,1[ (on posera: J, = E f,, (X).dx).

9. Pour:n0ON,et:x0]0,1[, on pose: f, (x)=

b. Montrer que la suite (J,) converge et déterminer sa limite.

_1 <« 1
c. Montrerque : O nON, J, — -
4 k= n+1k
Fonction intégrale dépendant d’'un parametre sur un intervalle quelconque.

1
10. a. On définit la fonction f sur R*™*par: Ox >0, f(X)= Iotx-(l—t)x-dt :

Justifier I'existence de f (X), pour tout réel : x > 0.
Montrer que : t+— t.(L—t), est bornée sur [0,1] et donner un majorant de cette fonction sur [0,1].
En déduire que f tend vers 0 quand x tend vers +oo,
b. Pour : (a,B) O R™, on définit la fonction F sur R™, par :
tax 1—t B.x
g
t

Soit ( X,) une suite de réels strictement positifs qui tend vers +co.

Ox>0, F(X) = j

A l'aide d’une suite de fonctions (de t), montrer que : lim F(x,) =0.
n - +oo

En déduire que F tend vers 0 en +c.

. +eo dt
11. Soit F : x— .[O W
X

a. Montrer que F est définie sur R".

b. A l'aide du changement de variable : u 2%, calculer F(0).

c. Montrer que F est continue et décroissante.
d. Déterminer lim F(Xx).

X — +00
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_ J-+°° dt

0 1+t2+t*e”
a. Donner I'ensemble de définition de F .
b. Déterminer lim F(Xx).

X — +00

12. Soit F donnée par: O x OR, F(X)

13. Pour : x >0, on pose : F(X) = J-Oxﬂftt).dt.
X

a. Montrer que F est définie et continue sur ]0,+).
On pourra utiliser le changement de variable : t = u.x, ou toute autre méthode.

b. Préciser Iirr(l) F(x) et lim F(X).

1t -1
14.0Onpose: Ox O R, F(X) =Lm.
n

a. Justifier que : D ¢ = ]-1,+).
b. Montrer que F est de classe C* et calculer F ’(x), pour : x> —1.
c. En déduire F(X), pour tout : x> -1.

—X2.([1+t2)

1
15. Soit F la fonction définie par : F(X) = J; el+t2

a. Montrer que F est définie sur R et est paire.
b. Montrer que F est de classe C* et calculer F'.

2
c. Endéduire que : OKOR, OxOR, F(x) =K —U:e’uz.du) .
d. Préciser la valeur de K.

e. Montrer que : lim F(x) =0, et en déduire la valeur de J'Owe‘uz du.

X — +00

1 tX—l

16. Montrer que la fonction ¢ donnée par : 0 x [0 ]0,+%), ¢X) =j .
0 V1+t

dt, est de classe C” sur ]0,+).

17.Pour: w> 0, et: x O R, on pose : f(x) = Ew gt @A G

a. Justifier I'existence de f(X).
b. Déterminer une équation différentielle linéaire du premier ordre donc f est solution.

c. En déduire la valeur de f(Xx) (on rappelle que : '[_m et dt = \/I_T).

Fonction T.
18. On note, pour x réel : T'(X) = j(;rwt"_l.e_t dt.
a. Montrer que I est définie sur R™.
b. Montrer que I est de classe C” sur R™.
Préciser pour tout n entier, ™.
c. Montrerque : 0 x>0, MN(x+1) =T (X).
En déduire la valeur de I'(n+1) pour tout n.

d. Montrer que la fonction "' est positive et a I'aide du théoréme de Rolle, en déduire le tableau de
variations de I .

Niveau 2.

Théoréme de convergence dominée.

19. Justifier I'existence des intégrales suivantes pour tout entier n, puis déterminer la limite des suites
d’intégrales ainsi définies.
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+Sin" (X) I
a. Lo ) ax, b. L e sin" (x).dx.

n
. . X
20. A l'aide notamment d’'un changement de variable, montrer que : J: 1+(1——] dx~n.

Interversion série-intégrale.

+0o

21. Soient Zan une série complexe absolument convergente, et pour x réel : S(x) = Z—r".x” .

n=0
a. Montrer que : 9 s =R.
] +o00 _X _ +00
b. Montrer que : IO S(x).e™.dx = ;an :
: o Sin(
22. a. Montrer I'existence de : F(X) :I © .dt, pour : x> 0.
0o g -1
b. Calculer J.Om e ™' sint).dt, pour:n>1,et:x>0.
+00 1
c. Etablir I'égalité : F(X) = ) ———.
) nZ:;‘l+ n?.x?
Fonction intégrale dépendant d’un parameétre sur un intervalle quelconque.
- : : . o @ — gt

23. Justifier I'existence puis calculer, pour : x >0, et : y > 0, la quantité : F(X,y) = J;) f.dt.

24.0n note : F(x) = jo”ln(x +cost)).dt .

a. Montrer que F est définie, de classe Clsur ]1,+0), et calculer F'.
b. Exprimer F(X) - 72.In(X) en fonction d'une intégrale.

c. Etudier la limite en +o de la fonction précédente et en déduire F .

25. On pose, pour x réel : f(x) = Em e .ch(2xt).dt.

a. Montrer que f est définie, de classe C* sur R.

b. Déterminer une équation différentielle du premier ordre vérifiée par f .

c. Intégrer I'équation précédente, et en déduire la valeur de f(X), pour tout x.
d. Retrouver ce résultat par un calcul direct de f(X) en intégrant sur R.

26. Soit F la fonction définie par : F(X) = Ionln(l— 2.x.cosf) + x*).dt .

a. Montrer que cette fonction est définie pour : X # £1.

b. Etablir un lien entre F(X) et F(Ej pour x non nul.
X

c. Montrer que la fonction F est paire.
d. Montrer que F est de classe C* sur ]-1,+1[, puis préciser F'
e. Calculer effectivement F'(X) pour: x 00]-1,+1].

f. En déduire la valeur de F(X) pour tout : X # 1.

m
27. Presque comme Wallis : on considére la fonction suivante | définie par: Ox O R, 1(X) = joz (sin(t))*.dt .

a. Déterminer le domaine de définition D de cette fonction.
b. Montrer que | est de classe C” sur D.
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c.Calculer 1(0), 1@, 12, 1], 1(4).

d. Trouver une relation simple entre | (x +2) et 1(X).

e. Pour : n O N*, que vaut | (n).I(n-1) ?

f. Déterminer des équivalents simples de | aux extrémités de D.

Fonction T.

28. On reprend la fonction I définie par: O x>0, ['(X) = j t* e dt.

a. Donner un équivalent de I' en 0.

b. Calculer F(Ej
2

Recherche d’équivalents.

29.0nnote : Ox OR™, F(X) = I COS@

a. Montrer que F est définie et contlnue sur R™.

b. Transformer, pour : x > 0, G(X) = J’ COS@ dt - J' COS() at.

Montrer que : G(X) = Om( 1 j et en déduire un équivalent de F(x) en +co.
X2

= cos(t) dt - F dt '
t+x O t+X
Etudier I|rr(l) H (X), et en déduire un équivalent de F(x) en 0.

c. Transformer, pour : x>0, H (x) = J'

Niveau 3.
Théoréme de convergence dominée, interversion série  -intégrale.
30. Justifier I'existence des intégrales suivantes pour tout entier n, puis déterminer la limite de la suite

. o +o n.e7 sin(x
d’intégrales ainsi définies : j —()
0 1+4+n2x?

31. Soit : a O R™.
n Kk n
Onnote: u, = Z(l—a.—j , et f_ lafonction définie de [1,+») dans R, par :
k=1 n

f(x) = (1—0.%} s lsx<n+l

0 S x=2n+1
Etudier la limite simple de ( f,), établir un lien entre (u,) et ( f,) et en déduire : lim u,

n- +oo

m
32.Pour:nON, onpose: u, = joz x* cos'(x).dx.

, e . t
a. Transformer I'expression de u, pour : n O N*, a l'aide du changement de variable : X =—.

Jn

b. Justifier I'inégalité : 0 x O [Og[ , joxu.du < joxtan(u).du, et en déduire un équivalent de U, en +o.

. . 1 dx
33. a. Justifier I'existence de : | = o
X

b. Montrer que : O x 0]0,1], X * z( H".x" (In(x))
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; . . _ +00 1
c. En déduire que : | = Z—D
p=1
+00 , —a.X . +00 + )
34. Montrer que : 0 (a,b,w) 0 R™*xR™*xR, J- xe ——.Sin(@x).dx = 2w a+bn ~.
0 1-e™* = ((@a+b.n)2+ a?)

Fonction intégrale dépendant d’'un parametre sur un intervalle quelconque.

35. Soient a et b deux réels strictement positifs.
—a.t —-b.t

a. Justifier I'existence pour tout : x O R, de : F(X) = J'Om%.cos(x.t).dt.

b. Justifier que F est de classe C* sur R et calculer F'(X).
c. En déduire F(X).

»1—cos()
t2

36. On pose, pour x réel : g(x) = J: e dt.

a. Montrer que la fonction g est définie, continue sur [0,+) et de classe C* sur ]0,+).
b. Pour: z=a+ib 0C,avec:a<0,et:bOR,onpose: I, :J'Omez-‘_dt

Justifier I'existence de |, et calculer cette intégrale.
Préciser Re(l,) et Im(l,).

c. En déduire la valeur de g''(x), pour : x > 0.
Exprimer la fonction g a l'aide de fonctions élémentaires.

= Sin() gt

d. En déduire la valeur de I'intégrale de Dirichlet J:

37.0npose: OxOR, F(x) = J:m

Vn
x

e’ [ ot e —
e .dt, et on rappelle que : J;) e J(dt=

a. Montrer que F est définie sur R™, de classe C!sur R™, et préciser F'.

b. Montrer que F est solution d’'une équation différentielle linéaire d’ordre 1, et résoudre cette équation.

VX o
c. En déduire que : 0 x>0, F(X) = (g —\/7_T.IO e’ .du).e*.

i.t.x

w@'le

N

a. Montrer que F est définie et de classe C* sur R.
b. A l'aide d'une intégration par parties, trouver une relation entre F et F', et en déduire F .

dt.

38.0npose: OxOR, F(X) = E

39. Fonction J, de Bessel : onnote: Ox O R, J,(X) = l.joncosé(.sin(t)).dt.
T

a. Montrer que la fonction J, est définie sur R, et de classe C” sur R.
b. Préciser J,' et montrer que J, est strictement décroissante sur ]O, 1.
c. Montrer que J, s’annule une et une seule fois sur ]0,T.

Pour I'étude de la valeur en 1, commencer par ramener l'intégrale sur [0,70V2], puis effectuer un
changement de variable pour obtenir deux intégrales sur [0,1/2].

d. Montrer que J, est solution sur R de I'équation différentielle : X.y"+y'+x.y =0.
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x.t

e_
—+

St et g9 =[N0 g

40. On considere les fonctions f et g définies sur R* par: f(X) = J:w t+
X

N - ; . i . 1
a. Montrer que f et g sont de classe C? sur R** et qu'elles vérifient I'équation différentielle : y"'+y ==
X

b. Montrer que f et g sont continues en 0.

“Sind) 4 -7
t 2

c. En déduire que : g(0) = J:

41. On reprend la fonction I définie par : O x >0, ['(X) = J-Omtx_l.e‘t dt.

a. Montrer que : Da OR, x? =o,,(F(X)).
e X1 At +o0 N

b. Montrer que : O x> 1, O O[-1,+1], J’ t—'e_t.dt AT
0 1-Jde n=0 (n+l)x

Transformée de Fourier, de Laplace.

42. Pour f continue par morceaux, intégrable sur R, on note pour x réel : (& f)(x) = .[mf (t).e"™ dt.

1
N2
a. Montrer que (& f ) est continue et bornée sur R.

, , e . T T
b. Soit I la fonction caractéristique de l'intervalle {_E-FE}

Calculer sa transformée de Fourier.
c. Méme question pour la fonction f, définie par: f, (t) = e ob:aOR™
d. On suppose ici que f est continue sur R et on note f, la fonction définie sur R par :
OtOR, f(t)=t.f(t).
En supposant que f; estintégrable sur R, montrer que (& f ) est de classe C' sur R et préciser sa
dérivée.
e. Suggérer des hypothéses puis démontrer sous ces hypothéses que (& f ) est de classe C°, C” sur R.

43. Soit E 'ensemble des fonctions continues et bornées sur R™.
Pour: f OE,onpose: x>0, (¥ f)(X)= jo+me_x't.f (t).dt.
a.Montrerque : 0 f OE, ¥ f estde classe C” sur R™.

b. Donner la limite de £ f en +, pour: f OE.
sin(t)

t
d. Calculer (£ g)' et en déduire £ g.

c. Vérifierque g : t+—> , Se prolonge par continuité en 0 et que ce prolongement est dans E.
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