Compléments de calcul intégral (corrigé niveau 2).

Théoréme de convergence dominée.

19. a.

20. a.

sin" (X
On peut commencer par remarquer que : Un =0, O x OR, | > ( )| ==
‘ X +1‘ X“+1

et la fonction majorante étant intégrable sur R, toutes les intégrales existent.

=9(x),

. sin™ (X
Puisonnote: O0n=0,0x0OR, un(x)zz—().
X +1
sin"(X)

Alors : 0 n =0, 5
X% +

»Sin" (X +o9
j "( ) < j
0 X +1 —00
On constate alors que :
* toutes les fonctions u, sont continues, donc continues par morceaux sur R,

1 dx = Lo u, (x).dx.

* la suite (u,) converge simplement sur R vers la fonction u, nulle partout sauf pour les valeurs :

7l .
X, = E + k.77, avec : k O Z, ou elle vaut 1,

* cette fonction u est continue par morceaux sur R,
» la fonction ¢ du début de la question majore toutes les fonctions u, sur R, et elle est continue et

intégrable sur R.
+00 +00
Donc le théoréme de convergence dominée s’applique et : lim .[ u, (x).dx = .[ (limu,(x)).dx=0.
N — +o0o o/—00 —00 N +oo

Le théoréme des gendarmes montre alors que la suite des intégrales proposées tend aussi vers 0.

. On travaille de la méme facon pour cette deuxiéme suite d’intégrales sur R".

On utilise comme fonction majorante la fonction ¢ définie par: O x O R, @(X) = e‘xz, et comme fonction

. . 7l . 2
limite la fonction u nulle sur R” sur pour les valeurs : x, = > + k.7, k ON, ou elle vaut : u(x) =e™

En appliquant de méme successivement le théoreme de convergence dominée puis le théoreme des
gendarmes, on déduit a nouveau que la suite des intégrales tend vers 0.

Puisque la série est absolument convergente, la suite (a,) est bornée et on peut noter M un majorant
(non nul) de (|a,|).

Alors: OxOR,OnON,

|><|

Si:
e x =0, la série définissant S(X) est la série nulle, donc est convergente,

_ M

1’ qui tend vers 0 quand n tend vers +co.

n+l

b,

n

La régle de d’Alembert montre alors la convergence de la série S(X) .
Conclusion : S(x) converge pour tout réel x et: @9 s =R.

ex#0,alors:OnON, b, Z0,et: OnON,

. Commencons par remarquer que la fonction S est continue sur R.

a
En effet : O A > 0, la série de fonctions Zvn ,avec:OnON, OxOR, v,(X) =—';.x”, converge
n!

n=0
: M ‘s :
normalement sur [-A,+A] puisque : O n ON, O x O [-A,+A], |vn(x)| < —'.A”, et la série majorante,
nl

comme série exponentielle, est convergente.
On peut ensuite écrire :

_ = a _ i . a _
Ox OR", S(x).e™ ZZ—"‘.X”.e *,puisnoter: OnON, OxOR", u,(X) =—';.x“.e X,
= n n!

Alors :
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* toutes les fonctions u, sont définies, continues sur R*, et intégrables sur R".

_lail

n!
+oo n o—-x n o—X1+o +eo n-1 o—X +eo n-1 ~A—-Xx +oo —X

O n O N, L x"e.dx=[-x".e™"], +n.J'O x".e .dx:n.J'0 x".e .dx:n!.j0 e .dx=nl.

+00 +00 _ ) ,
En effet: On ON, L |un| .IO x".e™*.dx, et un calcul classique par récurrence montre que :

* la série de fonctions Z u, converge simplement sur R* vers sa somme qu’on notera o,

n=0

« la fonction o est définie et continue par morceaux (car continue) sur R”,

« la série ZJ:W|un| converge, car c'est la série Y _|a,| qui converge.
n=0

Le théoreme de convergence dominée s’applique donc ici et :
« la fonction : X+ S(x).e™*, est intégrable sur [0,+),

+00 +o0o

’ J-om S(x).e™.dx = I;‘”(é un] ) ;(J-OWUJ - Z[% J:w x ,e‘x.dxj i g%ﬂ ) gan |

n=0

21. On commence par remarquer que pour tout entier : n = 1, la fonction sous l'intégrale est définie et continue
sur le segment [0,n], donc toutes les intégrales envisagées existent.

. . , X
Puis, en utilisant le changement de variable : t =1-—, on a:
n

On>1, jon 1+(1—§j .dx=—n.f\/1+t”.dt:n.E\/1+t”.dt.

En notant alors : O n ON* 0t 0[0,1], u,(t) =+1+t" , on constate que :
« toutes les fonctions u,, sont définies, continues sur [0,1] donc intégrables sur ce segment,
* la suite (u,) converge simplement sur [0,1] vers la fonction constante égale a 1,

» cette fonction constante est évidemment continue sur le segment,
* la fonction constante égale a 2 est continue donc intégrable sur le segment [0,2] et elle majore toutes
les fonctions u,, .

1 1 1
Le théoreme de convergence dominée s’applique et : lim .[0 V1+t".dt = J-O( lim v1+t").dt = J:) dt=1.
n - +oo n

— oo

On en conclut que : J:)n 1+(1—§j ax~n.

n +00
22.a. Posons : O (x,t) OR™, f(xt)= letn(t)l-
e e
Alors : O x OR™, t f(x,t), est définie, continue sur R™.
sin¢) _ sing)

Deplus:0Ox>0,0t>0, f(xt)= Dt[lgloal,donc:tH f(x,t), est
X

(L+xt+0,(t)=1)  xt+0,(t)

prolongeable par continuité en 0.
2

, t L , .
Puis: O x>0, ‘tz_f (x,t)‘ < Tl 0.l - O, par le théoreme des croissances comparées et :
e T —

—o [L
f(x,t)—om(tzj.

Finalement F(X), pour tout: x > 0.
b. On peut intégrer par parties deux fois ou utiliser une exponentielle complexe :

(-nx+i)t 1™ i

o ' e 1 nXxX+l1 -n.xH -

.[ et aldgt=| ——— = - = > ,car: ‘e( n.x+|).t‘ —e ™[] thm - 0.
0 o Nx—i (nx)*+1 -

—Nn.X+i
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c

Fonc

23.Onvafixer: y>0, eton va noter : 0 (x,t) O R™*xR"™, f(x,t) =

On en déduit que : J:w e ™ sin(t).dt = Im(J-O+o° e "t gt .dt) = ﬁlz-l-l :
n.X

. On commence par écrire que :

sin(t b St <« - < . -
Ox>0,0t>0, — © _ e X't.sm(t)'l — =e*.sin().> e =) sinf).e™™ , avec: n=k+1.
e - -er k=0 n=1

Onpose alors: Ox >0, 0nON* Ot>0, u,(t) =sin¢).e ™™, et:
« les fonctions u,, sont définies, continues sur R™, intégrables sur R™* (question b).

* la série de fonctions ZUn converge simplement sur R™ vers f (X,.),

n=1
« la fonction somme de la série est continue sur R**,

« la série ZJ:w|un| converge puisque : 0 x>0, O n O N*, J‘0+°°|un| = J-Om n

n>1 1+n-.

+o0 +00 +00 +oo +00 1
Donc on peut intervertir série et intégrale et : 0 x > 0, F(X) = L du, = ZIO U, =) —=—
n=1 n=1 =

tion intégrale dépendant d’'un paramétre sur un intervalle quelconque.
e—x.t _ e—y.t

Alors la fonction : t +— f (x,t), est définie, continue sur ]0,+).
De plus, pour tout: x >0,0na:

- f(x1) =%-(1-X-t- L=y +0,(t) = (y—x) +0, (1) U, - (y—x),

et: t— f(xt), est prolongeable par continuité en 0,

F

- t2f(xt) =te™ -te™ O[] -0, car x et y sont strictement positifs, donc : f (x,t) =o,, (tizj

inalement : t — f(X,t), est intégrable sur ]0,+») et I'intégrale F(X,y) converge.

De plus:

f -
« 0t>0, x— f(x1), estde classe C' sur R"* et : g—(x,t) =—e ™,
X

of .
« 0t>0, t—~—(x,t), est continue par morceaux sur R™,
X

e Ja>0, 0(x,t) 0[a,+o)xR™, <e® =y,(t), et y, est définie, continue par morceaux et

of
— (Xt
ax( )

intégrable sur R™ (puisque prolongeable par continuité en 0 et comme o, (tizj)

+00 -xt 0
Donc: X F(X,Y), est de classe C* sur R**, et: 0 x> 0, %—F(X. y) = ‘IO e .dt = {e } -1
X X
0

Onendéduitque: 0C OR,0x>0, F(x,y)=In(x)+C.
Comme de plus : F(y,y) =0, on en déduit que : In(y)+C =0, donc: C =-In(y).

On enconclutque : O (X, y) OR™, F(x,y) =In(x) —In(y) = In(l}
y

24. a. On commence par noter : 0 (Xx,t) O Rx[0,1], f(x,t) =In(x+cosf)).
Pour x réel fixé, la fonction : t — f (x,t), est définie sur ]0,1] si et seulement si: x > 1.
Si: x> 1, lafonction: t— f(X,t), est alors définie et continue sur [0,7] donc y est intégrable.
On pourrait montrer que la fonction : t - In(1+ cost)) , est définie, continue et intégrable sur [0,1], mais
la question suggere de choisir : x > 1, ce qu’on fera dans la suite.
On constate alors que :
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O x O]1,+0), t— f(x,t), est définie et intégrable sur [0,T,

« f admet une dérivée partielle qui vaut : 0 (x,t) O ]1,+0)x[0,T, ﬂ(x,t) = ;
ox X+ cosf)
e Ox0O]1,4), t > g—f(x,t), est continue sur [0, T,
X
« OJtO[0,m, Xt g—f(x,t) , est continue sur ]1,+0),
1

* pour tout segment : [a,b] 0 ]1,+0), on a: O (x,t) O [a,b]x[0,, ‘— (x1) < ——=¢,,(t), et ¢op est

continue donc intégrable sur le segment [0,T1.
On peut ainsi en déduire que F est définie et de classe C! sur ]1,+), et que :

OxO]1,4ew), F'(X) = ,[ - (i)t J-0 x+cos¢)

. t
On peut alors effectuer le changement de variable monotone de classe C': u = tar(—j, et:

- 2.0t or 2.4t 2 e dt
F' = = = . .
DXD]1|+°°)1 (X) .[0 X_(1+u2)+(1_u2) .[O (X_l).u2+(x+1) X_1J.0 u2 X+1
x-1

2 x—-1 x—1 b 2 Vg Vs
Finalement : 0 x 00 ]1,+), F'(X) =—— 1/ {arcta{u H = —= :
Xx=1 +1 X+1 o ,IXZ -1 2 ,IXZ -1

b. Il est immédiat que : 0x > 1, F(x) - 7zIn(x) = [ In(x+cosg)) dt - [ In(x).ct = j0”|n(1+&50j.dt
X
c. On peut alors encadrer la fonction sous l'intégrale pour obtenir :
Ox>1, nln(l—lj <F(X)—7iIn(x) < n.ln(1+1j,
X X

et le théoréeme des gendarmes montre alors que : lim (F(x) — /z.In(x)) = 0.
X — +oo

Enfin la valeur de F’ permet d’affirmer que :
OC OR, Ox O]1,+), F(X) = rargch(x) + C = mIn(x++/x* -1) +C.

Et comme alors : O x> 1, F(X) - 7zIn(X) = 7In(x + v x* =1) + C = 7z.In(X) = mIn(L+ 1—%)+C,
X

on en déduit que : C =-7.In(2), soit :

2 _
0 x O]1,+«), F(X) = rargch(x) —7.In(2) = ﬂ.ln{erTXl].

25. On pose, pour x réel : f(x) = .[:0 e .ch(2xt).dt

a. On commence par noter : [ (x,t) 0 RxR*, g(x,t) =e ™ .ch(2xt).
On constate alors que :
s OxOR, t— g(xt), est définie, continue (donc continue par morceaux) et intégrable sur R* car :

t>.g(x,t) =t>.e™ .ch(2xt) ~ %.exp(—t2 + 2xt + 2.In(t)), qui tend vers 0 en +o,
« g admet une dérivée partielle sur RxR" : O (x,t) O RxR", g—g(x,t) = 2te " .sh(2.xt),
X

0 - . : N
cOxOR t> tH a—g(x,t), est définie, continue (donc continue par morceaux) sur R™,
X
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26. a.

d.

. Pour x non nul, distinct de +1, ona: F(x) = jon[ln(xz) + In(i2 - 2.1.005([) +1)].dt = 27zIn(x]) + F[lj.
X X

«JtOR", X g—g(x,t), est définie et continue sur R,
X

e O[-a+a] O R, O (x,t) O [-a,+a]xR", < 2te™.sh(2at) =¢,(t), avec Y, continue (donc

a9
— (Xt
1) (xt)

continue par morceaux) et intégrable sur R* (pour la méme raison qu’au-dessus).

Donc f est définie et de classe C* sur R, et: OxOR, f'(x) = Io+wg—g (x,t).dt = J:w e 2t.sh(2xt).dt .
X

. On peut alors procéder a une intégration par parties, en écrivant :

OxOR, 0az0, j:e-” 2t.sh(2xt).dt =[-e™".sh(2.xt)]2 + 2 j:e'“.ch (2x1).dt .

Si on fait tendre a vers +w, on en déduitque : Ox O R, f'(X) =0+ 2x.f(x), et f est solution sur R de
I'équation différentielle : y=2.x.y =0.

. Les solutions de cette équation différentielle sont les fonctions : O x O R, y(X) = ce ,avec: COR.

e

Comme de plusona: f(0) = J:w e .dt = g onconclutque : Ox OR, f(x) = 7.e

. . 1 to 4o to o . .
. On peut aussi écrire : Ox O R, f(x) = E'(.[o e .e™ dt +j0 e .e ' dt), puisque les deux intégrales

convergent, toujours pour les mémes raisons qu’au-dessus.
Ensuite :

J'Om e e dt = e, J’;m expt2+ 2xt - x2).dt =e*. J'Om exp((t - x)%).dt = ° .jm exp(-u?).du,
—X
avec le changement de variable (croissant de classe C') : u=t - x.
De méme : Lm e e gt = e~ .Lm exp((-t - x)?).dt = —* .j_w exp-u?).du =e* .j_xexp(—uz).du ,
-X —00
avec cette fois le changement de variable (décroissant de classe C*) : u=-t - x.
ﬁ.exz

1 2 +oo 2 2 =X _,2 exz +oo 2 eX2
Finalement: OxOR, f(X)==.(*.| e" du+e’.| e duy=—.| eV .du=—nArmr=
(9= [, [ean==-] A==

soit bien le méme résultat que précédemment.

On commence par noter : 0 (x,t) O Rx[0,1, f(x,t)=In(L- 2x.cosf) + x*) =In((x - cost))? +sin?(t)).
On constate alors que la quantité dans le In est toujours positive et qu’elle s’annule si et seulement si :
e sint) =0, c'est-a-dire: t=0,0u:t=n,et:
 cosf) = x.
Donc dans le domaine indiqué, la quantité s’annule pour les couples (1, 0) et (-1,1).
Autrement dit, si: X # £1, la fonction : t — f (x,t), est définie et continue sur le segment [0,m, et donc

F est définie au moins sur R - {£1}.

On peut remarquer que I'’énoncé est ambigu car il ne demande pas explicitement d’examiner les cas ou
X vaut £1 qui conduisent a une intégrale généralisée, qui en fait est convergente dans les deux cas.
Autrement dit, F est également définie en 1.

X

.Soitx O R, x#+1.

Alors : F(-X) = =[ In(L+ 2x.c0s¢7—u) + x*).du = ["In(L- 2x.costr) + x*).du = F (x),

avec le changement de variable : t =77 —u.
F étant paire, et avec la question b, on peut se contenter de I'étudier sur [0,1[ (mais pour le caractére C*,
on I'étudie sur J-1,+1] pour éviter tout probleme en 0).
On remarque ensuite que :
« Ox0O[0,1], t+— f(X,t), est continue donc intégrable sur le segment [0,T1,

2.xX—2.cosf)
x? - 2.x.cosf) +1°

« f admet une dérivée partielle sur ]-1,1[x[0,m] : O (x,t) O]-1,1[x[0,d, g—f(x,t) =
X
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of - : ,
e OxOJ-11, t— a—(x,t), est définie, continue (donc continue par morceaux) sur [0,T1,
X

«0JtO[0,m, Xt g—f(x,t) , est définie, continue sur ]-1,1],
X

of 2 a+2
Xt
( )| < (@a-1°

continue par morceaux) et donc mtegrable sur le segment [0,.

Donc F est de classe C' sur ]-1,+1[, et : O x 0 ]-1,+1[, F'(X) = j —( 1).dt = Ion 22'X2_ Z'COZ§)+1.
X — 2.X.COS

e. Pour calculer F'(X), on vérifie que les régles de Bioche ne donnent pas de résultat puis on utilise le

e O[-a,al O]-1,1[, O (x,t) O [-a,a]x[0,, =y, (t), et Y, est définie, continue (donc

changement de variable : u = tar(lzj.

o Us(x+1)+(x-1) 2du
uZ(x+D)?+(x-1D? u?+1
On factorise alors par 2 et on décompose la fraction en éléments simples, ce qui donne (pour : x # 0) :
Vi(x+D+(x-) 1 _ 1 1 N x> -1 1
uz(x+1)?+(x-1)% u?+1 2x u®+1 2x ui(x+1)?+(x-1*

On obtient alors : O x O0]-1,+1[, F'(X) = 2..[(:

Soit encore :

x2 -1 .rw du
0

Donc : Ox OJ-1,+1[, x#0, F(X)——j uZ.(x+1)% +(x-1?2"

Ou+1 2X

F( = 2 farotang)l;” + < 2L .(X+1){arctarEu.(x+l)H :’_T+i,(-’_7j=o
X 2x (x+1? (x-1 (x-0)|, x 2x{ 2

Un calcul direct donne enfin: F'(0) = L’T— 2.cosf).dt =0

f. F est donc constante sur l'intervalle ]-1,+1] et comme elle est nulle en 0, elle est nulle sur ]-1,+1].
Finalement :
e Ox0O]-1,+1[, F(x) =0,

e Ox O (-00,-1[ O ]1,+00), F(x) = 277In(X]).

27. a. Pour x réel fixé, la fonction de t sous l'intégrale est définie, continue et positive sur ]O,E].

n(t)

)th.

Donc | (X) est convergente si et seulementsi:x>-1,et: D =]- 1,+oo).

En0,ona: (sint))* =expi.In(sint))) = expX.In(t)).exp.In(

b. Notons : 0 (x,t) O ]-1,+oo)x]o,g], f (x,t) = (sint))*.
e OxO])-1,+0), t—> f(Xt), est définie, continue (donc continue par morceaux) et intégrable sur ] O,g],

Vi — , R N
e sur ]_1’+°°)X]O’E]’ f admet des dérivées partielles a tout ordre par rapport a x et :

na"

OpON, O(x,t) 0]-1,+0)x] 0, —] - (xt) = (In(sin(t))) .(sint))”,

apf
e OxOJ]1,40), OpON, t—
oxP

g . , Vi
(x,t), est définie, continue (donc continue par morceaux) sur ]O’E]’

p
c0t010,. 21, Op ON, xi O
2 oxP

(x,1), est définie et continue sur ]-1,+),
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e O[a,b] O0]-1,+), Op ON, O(x,t) d[a,b]x]0,— ‘—(x t)| < (In(sintt))) ".(sin())? = /N (P

e : .y 7l
et Yanp €st définie, continue (donc par morceaux) et intégrable sur ]O,E], carpour: —1<c<a,ona:

t°.(In(sing)))".(sin))® ;ta_c.(ln(sin(t))) P=t*C.(In(t) + In(%(t))) P ;ta_c.(ln(t)) P
et cette derniére quantité tend vers 0 en 0, du fait du théoréme des croissances comparées (a—c > 0).

Ce résultat montre alors que ¢

, L i
a,b,p(t) est négligeable devant t° en 0, fonction intégrable sur ]O,E].

On en déduit bien que | est de classe C” sur D.
c. Immeédiatement :

- 1(0) = Lz(sin(t))o.dt =’—27 ,

e 1) = jz(sin(t))l.dt =1,
- 12 = j (sin@))%.dt = leth)d =7

2 4’
N S : _ cos(t) |2 2
« 13 _J'O (sin(t))°.at —J'O (1-cos (t)).(sint)).dt _{_(COSO_THO =3
3
- 1(4) = j (sint))* dt—j 1¢ [2.cos@) ~4.cos@t) +6l.dt = .0

d. On utilise une intégration par partles et les intégrales qui vont apparaitre sont toutes convergentes.

Onadonc:Ox>-1, [(x+2) = J?(sin(t))x*z.dt = [—cos().sin“l(t)]? +(x+ 1).]::210052 (t).(sing))*.dt

soit: 1(x+2) = (x+1).J'O]2T(l—sinz(t)).(sin(t))x.dt =(x+D.I(X) - (x+D.I (x+2),
et finalement : (x+2).1(x+2) = (x+1).1(X).
e.Pour:nON*ona:(n+2).(n+2)=(n+1).1(n),etdonc:(n+2).1(n+2).1(n+1) =(n+1.I(n).I(n+1).

Donc la suite (n.I (n).I (n—1)) est constante a la valeur : 11 (1).1 (0) = 1.1. g —g

Donc:OnON* I(n).I(n-1)=—
f. On peut d’abord noter que | est décroissante et positive, puisque :
Oto ]O,g], 0 -1<x<y,ona: ylIn(sint)) < x.In(sint)), d’ou : 0< (sint))” < (sin(t))”,
etenintégrant: 0<1(y) < I1(X).
Donc:Ox>1, I(E(X)+D.I(E(X)+2) < I(E(X) +1)* < 1(X)* < I(E(X))* < 1 (E(X) —D.I (E(X)).

On en déduit que : T <I(X)?*< L, et le théoreme des gendarmes donne : | (x)
2.(E(X)+2) 2.E(X) 2

<
Si maintenant on considere : —1<x<0, alors : g(X) =1(X) —J.ftx.dt = J.OE[(sin(t))X —-t*].dt.

t° t? _ sint)
6

7l
Or:0td ]O’E]’ t —E <sint),et: 0<1- <1, comme le montrent des études de fonctions.

Puis x étant négatif, on en déduit que :

0t 0]o, —] 1<(S”:(t)j {1—%} ,et: Os(sin(t))x—txstx.[(l—%j - J
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2\% 2 2 \*1
Enfin, sion pose:DtD]O,g], 6’(t)=(1—%} —1+%,ona: 9'(t)=%'t{1—(1—t—j }20.

Donc 8 est croissante et étant nulle en 0, elle reste positive.

LT z 2 7 3 3 - x+3
100 - [y < —[20n. X dr =X oz g = X =% [
0 o 6 6% 6 x+3|, 6(x+3 12

et cette derniére quantité tend vers une limite finie quand x tend vers -1.

Onadonc:

w x+1 X+1
Donc: 0 -1<x<0, I(x):g(x)+.[02tx.d'[=[t+l}2 "ol )__1(%Tj F .
X
0

e 1
Soit finalement : | (X) Al
11X

Fonction T.
28. a. A partir de la relation : 0 x>0, ['(x+1) = xI'(X), et du fait que I est continue sur son domaine de
définition ]0,+), on en déduit que : I|m(x r(x)) = I|m MNx+1)=r@=1,donc: (x)~ 1
+00 X

b. On va effectuer le changement de variable : t = u?, qui est bien croissant de classe C* de ]0,+) vers
]0,+00), et qui donne donc :

_1 +00 2 +00 2 A/
F(lj =j t2etdt= I l.e‘“ 2udu=2["e" du=22"= NTT.
2 0 0 0 2

u

Recherche d’équivalents.

29.a. Onnote : O (x,t) O R™x[0,— ] f(xt) = COSO

On constate que :

+ . : o 7
« OxOR™, t—> f(Xt), est continue (donc continue par morceaux), intégrable sur le segment [O,E],

«0t0O [O,g], X+ f(xt), est continue sur R™,

cos()
t+Xx

e O[a,b] OR™ O(x,t) 0O [a,b]x[O,g] < —=¢,,(1), et ¢, est continue (donc continue par

_y 7l
morceaux) et intégrable sur [O,E].
Donc F est définie et continue sur R™.

b. Pour : x>0, G(X) = j COS@ IO L}‘:@.dt:ﬁﬁ cosf).dt, et : |G(x)|<—

o

x?  4x*

On vient de montrer que : G(X) = O(izj en +oo,
X

Enfin : I COS@ dt ——.[Sin(t)]f =%, donc: F(X) :§+G(x) :%+O(X—12j =%+0(%) , €N +oo,

Soit : F(x)~—.
+0co X
c. Puis pour : x > 0, H(x) = ‘[E&(t)_dt J‘E Sk 2(cos®) -1 o
0O t+X 0 t+ x t+ x
On constate alors que : O x>0, Ot O]0, ] |(cos(t) 1) _ (cos(t) - 1)| x.(1- cos(t)) <Z,car:

t+ X t | t+x 2
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t? : ) :
0t>0, 0<s1l-cosf) < Ex comme le montre une simple étude de fonction.

n —_—
Donc, les intégrales étant toutes convergentes, ona: x>0, |H(x) - Fw'dt < g_x, et:
0

t

: 7 (cost) -1 : - L
|IIT(]) H(x) = jj%.dt , qui est une valeur finie, constante et indépendante de x.

Enfin: O x > o,jOE ‘it =[In(x+1)]2 = |n(x+’—2T) ~In(x) .

t+Xx

n . -
Onadonc:0x>0, F(x) = In(x+E) —=In(x) + H(X), et comme le premier et le troisieme terme ont une

limite finie lorsque x tend vers 0, on conclut que : F(X) - In(x) .
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