Compléments de calcul intégral (corrigé niveau 1).

Théoréme de convergence dominée.

: e x) 1 : :
1. a. Les fonctions définies par: On=1, Ox O[0,1], u,(X) = In(1+—j.—3, sont continues sur l'intervalle
n) X

<

;<=5 =)
n.x X

De plus la suite de fonctions (u,,) converge simplement sur [1,+c) vers la fonction nulle.

Enfin la fonction ¢ est définie, continue et intégrable sur [1,+).
Donc le théoreme de convergence dominée s’applique et :
* toutes les intégrales existent (du fait de la majoration des fonctions sur [1,+) par ¢),

. lim ”n{1+5}95=ﬁmnnmmxndx:Ldex=o.

N +oo o1 n X3 n- 4o

1 1
[L+e)et: Onz1, Ox21, |u,(x)|< —

, g 1 _
b. Les fonctions définies par: O n ON, Ox 0[0,1], u,(x) = 1 sont continues sur le segment [0,1]
+

n b

donc les intégrales existent.

Puis la suite de fonctions (u,) converge simplement sur [0,1] vers u, définie par :
e U(x)=1,si:x0[0,1],

-u®=%.

La fonction limite u est continue par morceaux sur [0,1].
Enfin: OnON, Ox 0[0,1], |un(x)| <1=¢(X), et ¢ est continue donc intégrable sur le segment [0,1].

. , oot 1 1. 1
Le théoreme de convergence dominée s’applique et : lim dx = j lim u, (x).dx = I u(x).dx =1.
no +o 01+ Xn 0N 4o 0

sin[%j
1+x*°

Puis la suite de fonctions (u,,) converge simplement sur R" vers la fonction nulle notée u.
La fonction nulle est continue par morceaux sur R".

sont définies et continues sur R".

c. Les fonctions définies par: On ON, Ox OR", u, (X) =

Enfin: OnON, Ox OR",

u, (x)| < = ¢(X), et ¢ est continue et intégrable sur R".

1+ x?
Le théoréme de convergence dominée s’applique et :
« toutes les intégrales existent (du fait de la majoration des fonctions sur R* par ¢),

sin(zj
. +o@ "
e |lim

n- +00 J0 1+ x2 )

_ +oo _ +00 _]T
dx—J‘0 nIlﬁrpmun(x).dx—jo u(x).dx—E.

d. Les fonctions définies par: On ON, Ox OR", u, (x) = sont définies et continues sur R".

x"+e*’
Puis la suite de fonctions (u,,) converge simplement sur R" vers la fonction u définie par :

1 - .

cu(x)=—=e",si:x0[0,1],
€
1

e U 1 :—’

@ Tre

e U(X) =0, si:x0]1,+0).

La fonction u est continue par morceaux sur R".

Enfin: OnON, Ox OR", un(x)| < @(X), ou ¢ est définie par :
e ¢(xX) =1, six0[0,1],
e p(X) =€, si:x O[1,+00),
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et ¢ est continue par morceaux et intégrable sur R*, car elle I'est sur [1,+o).
Le théoréme de convergence dominée s’applique et :
« toutes les intégrales existent (du fait de la majoration des fonctions sur R* par ¢),
. +00 1 +oo +00 1 _ 1 e_l
e lim .dx:J- lim un(x).dx:J. u(x).dx:J. erdx=1--=—- .,
N+ J0 Xn +eX 0 no+w 0 0 € e

n

e. Les fonctions définies par: On ON, O x O R, u, (x) =T1, sont définies et continues sur R".
X" +

Puis la suite de fonctions (u,,) converge simplement sur R" vers la fonction u définie par :
e u(X)=0,si:x0[0,1],

. u(1)=%,

n

e U(X) =0, si:x0]1,+w), car: 0<u,(x) < X —in.
X

2n

La fonction u est continue par morceaux sur R".
Enfin: On=2, OxOR", |u,(X)| < @(X), ou ¢ est définie par :
e ¢(X)=1,six0[0,1],

. #(X) :i2 , Si i x 0 [1,+),
X

et ¢ est continue par morceaux et intégrable sur R*, car elle I'est sur [1,+o).
Le théoréme de convergence dominée s’applique et :
» toutes les intégrales existent (du fait de la majoration des fonctions sur R* par ¢), pour : n > 2,

. +00 Xn +oo +00
e lim 5 .dx=j lim un(x).dx=j u(x).dx=0 .
n-+o0o J0 X -n +1 0 no+owo 0

f. Les fonctions définies par : O n 0N, Ox OR*, u, (x) =e™ sin*"(x), sont définies et continues sur R*.
Puis la suite de fonctions (u,,) converge simplement sur R" vers la fonction u définie par :

- u(x)=0,si:x0OR", x¢g (mod ),

cu()=e si:xOR, x:g (mod ).

La fonction u est continue par morceaux sur R* car elle I'est sur tout segment inclus dans R".

Enfin: OnON, Ox OR", un(x)| <e™ = @(X), et ¢ est continue et intégrable sur R", car négligeable

1
devant — €n +w,
X

Le théoreme de convergence dominée s'applique et :
« toutes les intégrales existent (du fait de la majoration des fonctions sur R* par ¢),

o lim | €7 sin®*"(x).dx = jo lim u_ (x).dx = L u(x).dx =0, car l'intégrale de u est nulle sur tout
n - +oo

n - +oo

segment inclus dans R", puisque u est nulle sur ces segments sauf en un nombre fini de points.

2. a.Toutdabord:OnON,Ot O[0,1], t" O[0,1].
Donc comme composées, les fonctions définies u, par: OnON, Ot0[0,1], t— f(t"), sont continues
sur [0,1] et les intégrales existent.
b. Toutes les fonctions u, sont continues sur [0,1],
La suite de fonctions (u,,) converge simplement sur [0,1] vers u définie par :
e ut)="f(0),si:t0O][0,1],
cu@="~10@Q.
La fonction limite u est continue par morceaux sur [0,1].
Enfin, f étant continue sur [0,1], elle y est bornée par une valeur M d'oli :

OnON,OtO[0,1], |un(x)| <M =¢(X), et ¢ est continue donc intégrable sur le segment [0,1].
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Le théoreme de convergence dominée s’applique et : lim J-; f(t").dt = Jj lim u, (t).dt = Eu(t).dt =f(0).

n
3.SmtnzLethDmJLuJ@zx“%F—zj.
n

La fonction u,, est définie et continue sur ]0,1].

n
) _wa1[q_X} _
De plus : u, (x) = x° (1 Ej ="

Ensuite, la suite de fonctions converge simplement sur ]0,1] vers la fonction u définie par :
Ox010,1], u(x)=x""e™*
La fonction limite u est continue par morceaux sur ]0,1] et y est intégrable avec le méme équivalent en O
que pour u,.
Enfin: Ot 0O[0,1], InA—-t) < -t, donc:

n
X X X . X _
OnON* Ox0O]0,1], In(l——j <-—,dou: n.In(l——j < —X, et exf étant croissante : [1——) <e™”.
n n n n

On remarque que cette derniere inégalité est encore vérifiée pour : X =1, et finalement :
OnON* Ox0]0,1], u,(X) Su(x).
Comme de plus U est continue, intégrable sur ]0,1], le théoreme de convergence dominée s’applique et :

lim 1x”‘1(1—§jn x = lim I U, (X).dx = J'u(x) dx = jx“ ex.dx.

n-+o J0

4. a. Les intégrales n’existent que pour: n= 1.

—X

o *o @ 1 . :
Pour : n =0, l'intégrale vaut : |, = J; ax, et: ~—, ce qui prouve la divergence de | .
X X 0X
-X

. N e
Sionnote:0n=0,0x0OR", u,(x)= "
X

. . 1
, alors u,, est continue sur R" et négligeable devant —
X

en +o donc intégrable sur R".

—X

. +o0 N,
b. Puis: On =1, n.InZJ-0 N
X+n

* la suite (v,) converge simplement sur R* vers v, définie par: O x O R*, v(x) =e™*,
« la fonction Vv est continue sur R*,

dx, etsionnote: OnON, OxOR", v,(X) =nu,(x), alors :

. . . . . |ne” -
* la fonction v majore toutes les fonctions v, surR" car: On ON, Ox OR", <e’”, etV est
X+n
continue (donc continue par morceaux) et intégrable sur R".
On peut donc écrire : lim nl, = lim | Vn(x).clxzjO (lim vn(x)).olxzj0 v(x).dx =1.
n- +oo n- +oo [

1 .
~—, ce qui montre au passage que (I ,) tend vers 0.

+oon

Et on conclut que : |

n

5. a. Pour n donné, la fonction sous l'intégrale est polynomiale sur le segment, donc l'intégrale |, existe.
b. Il suffit de poser, pour: n>1:

. un(t)=(1—£j ,pour:0<t<n,
n

e u (t)=0,pour:n<t.
La fonction u,, est définie deux fois en n, mais y prend la méme valeur.

Onabienalors:0Onz=1, 1, = Lm u, (t).dt.
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c. Soit alors : t O R, fixé.
Il existe un rang n, tel que : 0 n=ny, t < n (puisque la suite (N) tend vers +©), et donc :

On=ne u,(t) = (l—ljn = exr{n.ln(l—ln = exp{n{—l +o,, (EJD =exp(t+o,, @),
n n n n

d’ou on déduit que la suite (U, (t) ) converge vers e™.

La suite (u,,) converge donc simplement sur R* vers u : t — e™.

d. On part du résultat classique : 0 x 00 ]-1,+), In(1+ X) < X, obtenu par exemple par I'étude d’une
fonction et de ses variations.

t . .
Donc:0OtQOJ[0, n[, ——0O]-1,0], et : In(l—lj < —l, puis : n.In(l—lj < —t, et par croissance de
n n n n

lexponentielle sur R : [u, ()] = (1—£j <et =u(t).
n

De plus : Ot O [n,+), u,(t)=0<e™ =u(t).
On peut alors utiliser le théoreme de convergence dominée car :
« les fonctions u,, sont toutes continues sur R",
« la suite (u,) converge simplement sur R* vers u,
« U est continue par morceaux (et méme continue) sur R,
« la fonction u est de plus intégrable sur R et: O n O N*, Ot O R,

u, (t) < u(t).
Donc: lim I, = lim | un(t).dt=j0 J[rpwun(t).dt:jo u(t).dt =1

n- +oo

1
1+x

6. a.Onnote:0n=1,0x20, u,(X)= —» qui sont continues sur R".

@L+x")"
1 1 1 1 1
=@(X),et:0x=0, u,(x) = . = <
1+ x? P 1) 1+x 1+x  (L+x)?2 1+x2

nt

Alors : On 22, |u,(X)|<

=9(x).

Donc toutes les fonctions |un| sont majorées par ¢ sur R".
Les fonctions u,, sont donc intégrables sur R" et les intégrales |, existent pour tout entier : n > 1.
b. Soit : x 0 R, fixé.
esi:0sx<1,ona: limu,(x)=1=u(x), par opérations sur les limites,
n - +oo

: : 1 A :
esi:x=1, limu,(x) =§ =u(), pour la méme raison,
n- +oo

1 n
esi:x>1,0nx=1, @+x")" =exp(1.ln(1+ x”)j, et: 1.In(l+ x”)~X—Dgﬁ +00
n n o

d’ou on déduit que : lim u,(x) =0 =u(Xx).
n- +oo
La suite de fonctions (u,,) converge donc simplement sur R* vers u, définie au-dessus.
De plus la fonction u est continue par morceaux sur R" et la majoration uniforme par ¢ de (u, ) obtenue
dans la question a permet d’appliquer le théoréme de convergence dominée.

+00 +00 1
Donc: lim 1, = .[O lim u, (t).ot = .[O u(t).dt = IO dt =1, (puisque la valeur en 1 n'a pas d'importance).
n- +oo

n - +oo

Interversion série-intégrale.
t
e -1
S est continue sur ]0,+) et I'intégrale | est deux fois généralisée.
Comme t?.S(t) tend vers 0 en +o, | converge en +ow et : Itlrn0 S(t) =1, a l'aide d’équivalents, S est

7. a. Notons S la fonction sous l'intégrale, soit : 0t [1]0,+00), S(t) =
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prolongeable par continuité en 0 et | converge en O.

. + t t _ +
b. On peut écrire par exemple : 0t 0 R™, 1——1 —te‘Ze’"—Zte(”l",
el e '1-¢

car on a pu développer en série géométrique puisque : 0t 0 R™,

e ‘<1.

c. On peut, pour : n O N, proposer le changement de variable : u=(n+1)t, bijectif croissant de R* dans

.J'mu.e‘u du = 1 > C,avec: C= J.m ue.du=[(-u-1.e™];” =1.
0 (n +1) 0

lu-mémeet: J, = (n+1)?
n+

d. On constate maintenant que :
« les fonctions u,_ définies par: OnON, Ot OR™, u_(t) =te ™, sont continues sur R**,

* la série de fonctions z u, converge simplement sur R™ vers S,

n=0

« S est définie, continue, intégrable sur R™,

* la série ZJ |u | converge puisque c’est la série ZJ

n=0

ponc: 1 = [ st =[" Zu (t)dt— ju(t)dt—zJ Z 1 +wi2=§.

: . . t?
8. On raisonne comme dans I'exercice précédent et pour cela, on note : (It [1]0,+), S(t) = g
e —

S est continue sur ]0,+) et I'intégrale | est deux fois généralisée.
Comme t*.S(t) tend vers 0 en +o, | converge en +w et : Iing S(t) =0, a l'aide d’équivalents, S est
to

prolongeable par continuité en 0 et | converge en O.

t2 t2 +00 5 B
. , . . +* - - — (n+l).t
Puis on peut écrire par exemple : 0t O R o1 d .—1 - =t2e Ze ;t e , car on a pu

développer en série géométrique puisque : Ot O R™,

e’|<L.
On pose ensuite: ONn0ON, J, = L t2.e ™ gt | et le méme changement de variable donne alors :

+00 2 —u
.J'O uZedu=

OnON, J, = ~C,avec: C :.[Omuz.e‘”.du =[(-u*-2u-2e"];" =2.

(n+1)°

Les mémes arguments enfin permettent d’'intervertir les symboles z et I et:

["sdt=]" Zu (t)dt—Zf u (t)Olt—ZJ Z(n+1) z_

=0 n=0 n=1 N

(n+1)

9. a. Lafonction f, estdéfinie, continue et positive sur]0,1[.

x.In(x
Notons ensuite g la fonction définie sur ]0,1[ par : O x 0]0,1[, g(X) = (1)
X —
g est alors définie et continue sur ]0,1[ et prolongeable par continuité en O et en 1 car :

x.In(X s , )
. I|m g(x) = Ilm ( 1) =0 (théoréme des croissances comparées) et :
X —

im O [, - 1.12 1 a l'aide par exemple d’'un développement limité.
+1 x-1 ** 2 2

Donc le prolongement de g a[0,1] est continu sur ce segment et donc y est borné (par M ).
On peut alors écrire : On ON, Ox 0]0,1[|f,(X)|<M.x*" <M, et f, estintégrable sur]0,1[.

« Ox0]0,1[, g(x) =

1 1
b. De la majoration précédente, on déduitque : OnON, |J,|= J.O| f, (Q|dx < J.O M .x*".dx < YL
n

et on en déduit que la suite (J,) tend vers 0.
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b. Montrer que la suite (J,) converge et déterminer sa limite.
c. Onremarque que : On ON, Ox 1]0,1[, f,(X)=-x>"In(x). Z(x )= ZX2k+2'”+l.In(x).

Notons alors (pour n fixé) : Dk ON, O x 00,1, u,(x) = 2k+2”+1 In(x), et on constate que :
* les fonctions u, sont définies, continues par morceaux sur 0,1,

* la série de fonctions Zuk converge simplement sur ]0,1[ vers f,_,
k=0

« f_ est continue par morceaux sur ]0,1[.
Enfin, les fonctions u, sont intégrables sur ]0,1[ (par prolongement par continuité en 0 et en 1) et :

N 5 2krans2 1 1y 2krani 5 2krans2 1
« JkON, I|uk(x)|.dx: -——In(x) +j—.dx= + 5
0 2k+2n+2 02k+2n+2 (2k+2n+2)
1 1 1 1
soit : | |u, (X)l.dx = ==, , et la série u, (x).dx converge.
jo' <) k+2n+2)? 4 (k+n+1)?2 %ﬂ () J

Donc on peut intervertir série et intégrale et:
1 181
OnON, J, u, (x).dx —=—. ) —.
z.[|k( )| Z(k+n+1) 4zk2

k=0 k=n+1

Fonction intégrale dépendant d’un parameétre sur un intervalle quelconque.

10. a. Pour tout réel : x > 0, la fonction sous l'intégrale est définie, continue sur ]0,1[ et admet des limites finies
(nulles) en O et en 1.
Donc F(x) existe pour tout réel : x > 0.
Puis la fonction : t +— t.(L—t), est continue sur le segment [0,1], y est donc bornée (et positive).

. . 1 .
De plus elle atteint son maximum en : t = E ou elle vaut —

1 X
Donc:Ox>0, 0< f(x)sj' DV a=L,
o\ 4 4*
On en déduit par encadrements que f tend vers 0 en +oo.
b. Pour : (a,B) O R™, on remarque tout d’abord que F(X) existe, pour tout réel : x > 0.

ta X (1 t)ﬁx
—————| < —, donc la fonction sous l'intégrale est intégrable sur ]0,1].

T

Soit maintenant ( X,,) une suite de réels strictement positifs qui tend vers +o, et :
ta.xn .(1_t),8.xn

T .
Alors :

* les fonctions u,, sont toutes définies, continues sur ]0,1],

* la suite de fonctions converge simplement sur ]0,1] vers la fonction nulle,
» la fonction nulle est continue sur ]0,1],

* il existe une fonction ¢ continue et intégrable sur ]0,1], telle que :

te% (@L-t)F S 1

T _W_M)'

Donc le théoréme de convergence dominée s’applique et :
Jim FOx) = fim [, u, ©.dt = [ (im u, @) dt = [ u@®dt =0

La caractérisation séquentielle des limites montre alors que : lim F(x) =0.

X - +00

En effet,ona: 0t 0]0,1],

OnON,0t0]10,1], u,(t) =

OnON, 0t0]0,1],
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11. a. Pour tout x dans R”, la fonction : t —~ f (x,t) = 5 » est définie, continue sur R" et est négligeable

1+t% +x
1 o e . e N
devant — en +w, donc l'intégrale définissant F(X) converge, et finalement F est définie sur R™.

b. Si on utilise le changement de variable proposé (qui est décroissant et C* sur R™), alors :
v dt g0 —du e udu e+ tdt
F(O)_.[o 1+t3_J-+oo 1)° _J-o 1+u3_.[0 1+t3°
u? 1+(j
u

Donc : 2F (0) = j0+°° @+t).dt _ rw t.dt _{ 2 ’EZX_—lﬂ _ AT F )= 2T
0

1+t3 b P-t+1 |3 J3 343 343
c. La décroissance de F sur R* est immédiate car :
1 . :
O(xy)OR% (x<y)= (OtOR", P ), et puisque les intégrales convergent, on
1+t°+x°  1+t3+y°
+o0 dt +o0 dt

endéduitque: F(X)=| ——=2| ———==F(y).
que: FOO=[ =, PrepRat)

Puis :
« OxOR", t— f(x,t), est continue par morceaux sur R",
« JtOR", x— f(x,1t), est continue sur R,
« il existe une fonction majorante ¢ continue et intégrable sur R", telle que :

L L s .

<
1+t3+x3 1+t

O(xt) OR>R, |f(xt)=
Donc F est continue sur R*.
d. Soit enfin (X,) une suite de réels positifs qui converge vers +co.
1
Onnote: OnON, OtORY, u,(t) =
1+t° +X]

Alors :
« toutes les fonctions u, sont continues sur R",

« la suite (u,) converge simplement sur R* vers la fonction nulle,

« la fonction nulle est continue sur R”,
« il existe une fonction ¢ continue et intégrable sur R”, telle que :

1
OnON,OtORY, |u,(t) < =¢().
O] < 5 =40

Donc le théoréme de convergence dominée s’applique et: lim F(x,) = .[Om( lim u, (t)).dt=0..
n- +oo n— 4o

Enfin, la caractérisation séquentielle des limites montre que : lim F(x) =0.

X - +00

1

12.a.Sionnote: Ox OR, Ot OR™, f(x1) =
1+t°+t e

alors pour x réel fixé, la fonction : t — f (x,t),

- , - 1
est définie, continue et positive sur ]0,+0), et: 0< f (x,t) < 0
+

Donc pour tout réel x, la fonction : t — f (X,t), est intégrable sur R™ et F est définie sur R.
, . ; . 1
b. Soit (x,) une suite de réels qui converge vers +o, et : OnON, Ot OR™, u, (t) = ——————.
1+t? +t™ g™
Alors :
« toutes les fonctions u,, sont continues sur R**,

« la suite (u,,) converge simplement sur R™, car :
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13. a.

pour:0<t<1, limu,(t) = 1 ! u(t), puisque : t™ =exp(x,.In(t)) O - O,

+12

pour:t=1, limu,@ = =u(),

2+e™
pour: 1 <t, lim u,(t) =0=u(t), puisque : t* =exp(,.In(t)) O] - +oo,

« la fonction u est continue par morceaux sur R™,
« il existe une fonction ¢ continue et intégrable sur R™, telle que :

1
OnON,OtOR™, |u.(t) < =@(t).
O = 5 =60
Donc : lim F(x,) = [ (lim u,@®)dt = [ =[arctanf)]} =~
TNl 4w n 0 ‘notw ) 01+t2 0 4

On conclut, par caractérisation séquentielle de la limite, que : lim F(X) = Z

X — +00

-1
In@)

Pour x fixé réel, la fonction : t — f (x,t), est définie, continue sur ]0,1], et elle est positive pour : x > 0,
négative sinon.
Puis, au voisinage de : t = 1, on peut écrire : t =1+h, et:

F(xf) = t*-1_(@+h)*-1_ xh+o,(h)
’ In(t) In(1+ h) X+0,(h)
Donc l'intégrale définissant F(X) est toujours convergente en 1.

Enfin, :
_ AVt
|In(t)|

Notons tout d'abord : O (x,t) O Rx]0,1[, f(x,t) =

=X+0,_;(@), et lafonction tend vers x quand t tend vers 1.

-1 -1 HE!

~ s e - i
In(t) t-oIn(t) In(t)

I'intégrale F(X) converge en 0,

e si:x=0, F(X) estnul (intégrale convergente de la fonction nulle),

-1 o _ 1

| In@) [-ofInt)]  t™]In()|

si: —x<1,soit: x>-1.

En effet, si: X =—1, une primitive de la fonction (In(In(t)) ) montre qu’elle n’est pas intégrable sur

I'intervalle, donc pas non plus pour : X < -1, par minoration de fonctions a valeurs positives, et pour :

*si:x>0, , tend vers 0 quant t tend vers 0, et la fonction sous

: . o 1. .
si:x<0, , et la fonction obtenue est intégrable sur ]O,E] si et seulement

X > =1, on peut trouver : —1<c< X, tel que t°. tend vers 0 quand t tend vers 0.

Lt
t™/In(t)|
Finalement : 9 ¢ =]-1,+w).

. On sait maintenant que :

e Ox O]-1,+0), t+—> f(X,t), est continue par morceaux, intégrable sur ]0,1],
Puis :

« f admet sur ]-1,+%)x]0,1[ une dérivée partielle qui vaut : 0 (x,t) O ]-1,+)x]0,1], g—f(x,t) =t",
X
e Ox0O]14m), t— ﬂ(x,t), est continue sur ]0,1[,
0X
« 0t0O]0,1], X+ g—f(x,t) , est continue sur ]-1,+c),
X

« pour tout segment : [a,b] 0]-1,+»), ona: 0 (X,t) O [a,b]X]O,l[,‘g—f (x,t)‘ =t <t* =y, , (1),
" :

et Y, est continue et intégrable sur ]0,1[ puisque : —1<a.
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C.

14. a.

15. a.

.Onsaitque : Ot OR",

Donc F est de classe Ct et : O x> -1, F'(X) = J.—(xt)dt— t* dt—i.

x+1
Onendéduitque: OCOR,Ox>-1, F(X)=In(x+1) +C.
Comme enfin,ona: F(0) =0, on conclut que : 0 x> -1, F(X) =In(x+1).

Pour : x > 0, la fonction sous l'intégrale est toujours définie et continue sur R* donc sur [0,x] et F(X)

existe comme intégrale d’une fonction continue sur un segment.
On peut ensuite opérer le changement de variable : U= Xx+t, qui permet de traiter les questions a et b.
On peut aussi utiliser le changement de variable : t = u.x, suggéré qui donne :

Ox>0, F(X) = js'n(ux)d

On note alors : O (x,u) O R™x[0,1], f(x,u) = S'n(u X)

e« Ju O][0,1], X+ f(X,u),est définie et contlnue sur R™,
« Ox OR™, ur f(x,u), est continue sur [0,1],

« O(xu) OR™x[0,1], | (x,u) Sﬁ51=¢(u),

et la fonction ¢ est définie, continue donc intégrable sur le segment [0,1].
Donc F est continue sur R™*.

+ 1 UX 1 .
<t,donc:Ox0OR"™, |F(x)|sjolT.dus x.jol.du =x, et: limF(x) =0.
u X

—cos(ix) 1 T _i.jlcos@.x) d =1(1 cos() leOS(J X) u].

X  1+ul, o @+u)?’ X @A+u)?

D’autre part : 0 x>0, F(X) =[

du < J-Oll.du <1, donc est borné, on conclut que : lim F(x) =0.

X — +0o

Et comme :

Ilcos@.x) dul < J-l cos(.x)
O @Q+u)? | E+u)?

—x2,(1+t2)

1+t2
Alors pour tout réel x fixé, t — f (x,t), est définie, continue sur [0,1], et F(X) existe.
De plus: OxOR, F(-X) =F(X), et F est paire.

Notons : O (x,t) O Rx[0,1], f(x,t) =

. On constate ensuite que :

s OxOR, t— f(xt), est continue donc intégrable sur le segment [0,1],

. . . f —X2.(14+t2
« f admet sur Rx[0,1] une dérivée partielle qui vaut : O (x,t) O Rx[0,1], g—(x,t) = —2.xe7 w9
X

of .
e OxOR, t——(xt), est continue sur [0,1],
X
of .
« 0t0O[0,1], X+ a—(x,t) , est continue sur R,
X

e pour tout segment : [-a,+a] O R, ona: 0 (x,t) O [-a,+a]x[0,1], ‘g—f (xt)<2a=¢,(),
X

et ¢, est continue donc intégrable sur [0,1].

2 1 —x2t2
Donc F est de classe C' sur R, et: Ox OR, F'(x) = .[ — (x,t).dt =-2.xe™* ..[Oe U dt .

. Puis, pour : x # 0, on peut utiliser le changement de variable : u=xt, et: F'(x) = -2~ .'[Oxe_uz.du.

De plus, pour : x = 0, I'égalité qu’'on a obtenue a la ligne précédente est encore valable.

2
H 7 7 Yo ’ X —]
Or on reconnait dans I'expression précédente, la dérivée de : X — —UO e “2.duj .
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X 2
Donc: OKOR, OxOR, F(X) =K —UO e‘“z.duj .

2
d. On évalue alors I'égalité pour : x =0, et: F(0) = El dttz =IZT= K —Uje‘”z.du) =K.
+

e Xt dt < & .[1 dt T

e. Enfin: Ox OR, 0< F(X) :e‘xz.j:1+t2. e =Z.e_xz, donc: lim F(x) =0.

o _ . X o [ _ 7 , _
On en déduitque : Ox OR", 0< jo e .du=K-F(x) = 4 F(X), et finalement :
m_~m

+oo —112 - X —112
J' edu=lim|e“du=,—=—.
0 X - +00 40O 4 2

t x-1

Ji+t
Pour x fixé dans R™, la fonction : t > f(x,t), est définie, continue et positive sur ]0,1].
x-1

/1+t th tl_x
comparaison de fonctions a valeurs positives.
Donc ¢ est définie sur R™ ('équivalent précédent montre que ¢(X) existe si et seulement si : x > 0).

De plus, f admet sur ]0,+0)x]0,1] des dérivées partielles a tout ordre par rapport a x qui valent :

. y anf _ N _ N tx—l
DnDN,DUJHﬂQ+)mJLU+6ﬂ(x0 (In()".f (x,t) “Mm'jﬁﬁ'

16. Notons tout d’abord : I ( x,t) 00 ]0+)x]0,1], f(x,t) =

,etcomme : 1-x<1, lafonction: t+— f(x,t), estintégrable sur]0,1] par

De plus:

Et on constate alors que :

n

. DnDN*,DxD]O,+oo),t|—>a

(x,t), est continue sur ]0,1],

n

n

«OnON*0Ot0]0,1], X 0 (x,t), est continue sur ]0,+),

o"f
ox"

«pour: 0<c<a, t™4,, . (t) =t*°.(In(t))" [, - O, avec le théoréme des croissances comparées et le

« O[a,b] 0]0,+), ona: O (x,t) O[ab]x]0,1], <t(In@)" <tTR(INE)" =L, (1),

(x1)

faitque: a-c>0,
donc: ¢,, (1) = oo(tli_cj, et puisque : 1-c <1, on en déduit que la fonction ¢, , est définie, continue

intégrable sur ]0,1].
Donc la fonction ¢ est de classe C" pour tout entier n sur ]0,+x), et :

n
OnON, Ox0R™, qa"”(x):jola

f(xi)dtzﬁj

i~ (n@)"dt.

tx—l
N1+t

17.a.Pour:xOR,ona: 0tOR, ‘e"”"'tz g amxt| = gt op . 42 grret 00 -0, car:w>0.

D . At o-2imxt 1 . s . . .
onc: e (] =0,, t_2 , Ce qui garantit l'intégrabilité de la fonction sur R et I'existence de

f (X), pour tout réel x.

b. On note ensuite : 0 (x,t) O R% h(x,t) =e7“" &7 et on constate de plus que :

« h admet une dérivée partielle par rapport a x sur R® et : 0 (x,t) O R?, ?(x,t) = -2i 1t h(xt).
X

oh .
OxUOR, t—= a—(x,t), est continue par morceaux sur R,
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s JtOR, X ?(x,t) , est continue sur R,
X

« O(x,t) 0R?

?(X,t)‘ = 272l )| = 272 ™ = (),
X
et Y est définie, continue et intégrable sur R (comme o, (tij)

2

+00 h . +oo _ 2 9
Donc f estdeclasse C'surR,et: OxOR, f'(X)= j_ g— (x,t).dt = —2.|.77j_ te e e @ dt

X
On réalise alors une intégration par parties (la partie intégrée a des limites finies nulles en +o) et :
i N L T o 2.7T.X
OxOR, f'(x)=|—e™ 2™t | +_ 2 JT.X.I et g it gt = 0— S f(x),
w 7)) e w

Z'H'X.y 0.
w

et f est solution de I'équation différentielle : y'+

IT.XZ

c. Les solutions de cette équation différentielle sont: O x O R, y(x) =C.e @  avec: C OR.

_ 1 .
v du = ——, et finalement :

Lr‘”e

On déterminer C avec: f(0)=C = J-_m e gt =

OxOR, y(x) =&
X , Y(X) = .

Jo
Fonction T.

18. a. Notons : 0 (x,t) O RxR™, f(x,t) =t*"e™.
Pour tout réel x, la fonction : t — f (x,t), est définie, continue sur R™* et I'intégrale '(X) est généralisée
en ses deux bornes.
e en+oo: t2.f(xt) =t*".e™, tend vers 0 et I'intégrale I'(x) converge en +oo,

w1 1 : . . s . .
een0: f(xt) ~0t =tl—_x, et les fonctions étant positives, l'intégrale converge si et seulement si :
to

1-x<1, ouencore: 0<X.
Donc I' est définie sur ]0,+).
b. On constate tout d’abord que f admet des dérivées partielles a tout ordre par rapport a x et :

0" f

OnON, O(xt)0RxR™, P (x,t) =t e™.(In(t))".
X

Puis soit : [a,b] O R™.
On constate que :
« Ox OR™, t f(X,t), est continue et intégrable sur R™,

n

e OXOR™, ONnON, t— 0 (x,t), est continue sur R™,

n

n

cJtOR™, ONON, X o (x,t), et continue sur R™,

n

* Ox UO[a,b],
0t010,1], (a<x<b)= ((b-1.In(t) < (x=1.In(t) < (a-1).In(t)) = (t* " <t*te™),
et: an: (xt) <t e |In(t)" = @,pn (1),
0x ”
Ot O[1,+0), (a<x<b) = ((@-1.In@t) < (x=1.In@t) < (b-1.Init)) = (" e <t* e™),
o"f o n
et: w0 ) <t"re]in@)” = @, (1)
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Pour tout entier n, on a donc une fonction majorante ¢ de la dérivée partielle n°™ de f , définie par

a,b,n
morceaux, (deux fois mais avec la méme valeur en : t = 1).
Ces fonctions sont continues (elles se recollent bien en : t = 1) sur R™.
De plus on constate que :

On N,
2 b+2 -t ||n(t)|n . .
e en +ow, t .¢a'b’n(t) =t"e T gui tend vers 0 en +oo (théoreme des croissances comparees),
«en0 hoisit: 1-~a<c<1, et: t) ~ t*Hin@)|" = 1 ||nt|”—i[t°‘<1‘a’||nt|”]— L
en 0, on choisit : petl Papn(t) ~ tIN(D) ey (t) = In(®)]"|= 0, e )

car I'exposant dans le crochet est: c— (1—a) >0, et ce crochet tend bien vers 0 en 0,

donc ces fonctions ¢ sont toutes intégrables sur R™.

a,b,n
wQ"f
ox"

. . B _ - B 1 -
c. On raisonne, pour : x > 0, avec une intégrale sur [a,p] et : j t*et.dt=[-t*e"]’ + X.j " e.dt.
a a

Donc I est de classe C” sur R**, et: Ox OR™, ™ (x) = J: (x,t).0t = Io+wtx_l.e_t.(ln(t))”.dt .

Si alors on fait tendre o vers 0 et B vers +o, on obtient : I'(x+1) =0+ xI(x) = xI(X).

Puisque de plus: () = Ew e'.dt =1, il estimmédiat par récurrence que : DnON, F(n+1) =nl.

d. On connait la dérivée seconde de I quivaut: O x>0, ['"(X) = J-Omtx_l.e‘t (In(t))%.dt >0.

Donc I' est bien convexe, puisqu’a dérivée seconde positive sur son intervalle de définition.

De plus on a bien la stricte positivité de ' puisque la fonction sous l'intégrale est continue sur R™*,
positive et non nulle en au moins un point (en : t = 2).

I est alors strictement croissante sur R™*,

Mais de plus : ['(2) =11=1=T (1), donc le théoréme de Rolle garantit que I"" s’annule en une valeur X,
entre 1 et 2.

Finalement I’ est strictement négative sur ]0, X, [ (ou I' y est strictement décroissante) et strictement

positive sur ] X, ,+) (ou I est strictement croissante).

On termine avec :
NMx+1) r@ _1 .
e (X)) = ggﬁ == carTl estcontinue en 1, et tend vers +o en 0,
X X X
« [ est croissante sur [2,+0) donc a une limite finie ou infinie en +w, et comme la suite (I'(n) ) tend
vers +oo, on en déduit que la fonction I' tend vers +o en +oo,
Enfin, on peut proposer le graphe de la fonction I :

10
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