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Algèbre linéaire (corrigé niveau 1).  
 
Espaces vectoriels, sous-espaces vectoriels, famill es libres et génératrices, dimension.  
1. Dans les trois cas, les ensembles proposés sont : 

  • inclus dans les espaces de référence, 
  • non vides car ils contiennent le vecteur nul, 
  • stables par combinaison linéaire. 
Donc ce sont bien des sous-espaces vectoriels des espaces proposés.  
Par exemple pour 1F  dans �3, 

  • il est formé de triplets de réels (inclusion dans �3), 
  • ( 0,0,0 ) vérifie la condition d’appartenance à F1 car : 0000 =−+  (non vide), 

  • si ( zyx ,, ) et ( ',',' zyx ) sont dans F1, avec : ( ',λλ ) ∈ �2, alors : 

  )''..,''..,?'.()',',''.(),,.( zzyyxxzyxzyx λλλλλλλλ +++=+ , et cette combinaison linéaire est dans 1F  

car : 0)''''.().()''..()''..()''..( =−++−+=+−+++ zyxzyxzzyyxx λλλλλλλλ  (stabilité par combinaison 
linéaire). 
Pour obtenir une base et la dimension de ces espaces (ici le plus simple est de commencer par 
déterminer une base), on raisonne par équivalences : 
• soit : ),,( zyxu =  ∈ �3. 

On a : ( 1Fu ∈ ) ⇔ ( 0=−+ zyx ) ⇔ ( yxz += ) ⇔ (∃ ( βα , ) ∈ �2, α=x , β=y , βα +=z ) 

          ⇔ (∃ ( βα , ) ∈ �2, )1,1,0()1,0,1.(),,(),,( βαβαβα +=+== zyxu )) 

          ⇔ ( ))1,1,0(),1,0,1((Vectu ∈ ). 
Autrement dit, vu l’équivalence d’appartenance, on en déduit l’égalité d’ensembles :  
  ),( 211 uuVectF = , avec : )1,1,0(),1,0,1( 21 == uu . 

Donc ( 21,uu ) constitue (par définition) une partie génératrice de F1, et comme : 

  ∀ ( 21,λλ ) ∈ �2, ( 0.. 2211 =+ uu λλ ) ⇒ ( )0,0,0(),,( 2121 =+ λλλλ ) ⇒ ( 021 == λλ ), 

la famille est de plus libre et forme donc une base de 1F  qui en particulier de dimension 2. 
En raisonnant de la même façon et en appliquant la méthode du pivot, on obtient :  
  )( 32 uVectF = , avec : )3,1,2(3 −=u , qui forme ainsi une base de 2F , lui-même de dimension 1. 

• en raisonnant de la même façon, on obtient par exemple : 

  ),( 21 vvVectG = , avec : 






−= 0,1,
3

4
,

3

5
1v , et : )1,0,1,1(2 −=v , puis : 2)dim( 2 =F . 

• enfin, pour : 2.. XcXbaP ++=  ∈ �2[X], 
   ( HP ∈ ) ⇔ ( 0.4.2 =++ cba ) ⇔ ( cba .4.2 −−= ) ⇔ (∃ ( γβ , ) ∈ �2, β=b , γ=c , γβ .4.2 −−=a ) 

               ⇔ (∃ ( γβ , ) ∈ �2, )4.()2.(..).4.2( 22 −+−=++−−= XXXXP γβγβγβ ) 

             ⇔ ( ))4(),2(( 2 −−∈ XXVectP ). 

Autrement dit : ),( 21 PPVectH = , avec : )2(1 −= XP , )4( 2
2 −= XP , et ( 21,PP ) étant libre, on en déduit 

que : 2)dim( =H . 
Remarques : 
• pour 1F , 2F  et G  on aurait pu utiliser des hyperplans de �3 ou �4 (noyaux de formes linéaires non 
nulles), 
• pour H , on aurait aussi pu parler d’hyperplan dans �2[X] (noyau de la forme linéaire : )2(PP a ), ou 

dire que : ∀ P ∈ �2[X], ( HP ∈ ) ⇔ ( )2( −X  divise P) ⇔ (∃ Q ∈ �1[X], QXP ).2( −= ), 

ce qui aurait conduit « naturellement » à la base : ))2(),2(())2.(,2( 2 −−=−− XXXXX , de H. 

• il n’y a pas unicité de base dans un espace vectoriel. 
 

2. • Il est clair que si : ∃ λ ∈ K, uv .λ= , alors : 0.1. =− vuλ , et la famille est liée car : 01≠ . 
• Réciproquement, si la famille est liée, alors : ∃ ( βα , ) ∈ K2, (α,β) ≠ (0,0), 0.. =+ vu βα . 

Si maintenant on suppose que β est nul, alors : 0. =uα , et : 0=α , puisque u  est non nul. 
Le couple ( βα , ) serait donc le couple (0,0) ce qui est exclu.  
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Donc : 0≠β , et : uuv .. λ
β
α =−= , où on a posé : 

β
αλ −= . 

 
3. La famille ( cossin, ) est naturellement une famille génératrice de : cos)(sin,VectF = . 

De plus : ∀ ( µλ, ) ∈ �2, 

  ( 0cos.sin. =+ µλ ) ⇒ (∀ x ∈ �, 0)cos(.)sin(. =+ xx µλ ) ⇒ (pour : 0=x , 0=µ , et pour : 
2

π=x , 0=λ ). 

Donc : ( 0== µλ ), et la famille ( cossin, ) est libre. 

Donc c’est une base de F , et : 2)dim( =F . 
 

4. Soit : ( pλλ ,...,1 ) ∈ Kp, tel que : 0).(...).( 11 =+++ aeae ppλλ . 

On en déduit : 0)....(..... 111 =+++ aee ppp λλλλ . 

Distinguons alors deux cas : 

• 0...1 ≠++ pλλ , et dans ce cas : )......(
...

1
11

1
pp

p

eea λλ
λλ

++
++

−= , ce qui n’est pas possible 

puisque a n’est pas dans le sous-espace vectoriel engendré par ( pee ,...,1 ), 

• 0...1 =++ pλλ , et dans ce cas : 0..... 11 =++ pp ee λλ , mais la famille ( pee ,...,1 ) étant libre, on en 

déduit : 0...1 === pλλ . 

Conclusion : la famille proposée est libre. 
 

Sous-espaces vectoriels supplémentaires, sommes dir ectes. 
5. En raisonnant comme dans l’exercice 1, on obtient pour base de F  la famille : )1,1,2(1 −−=u . 

Pour G  on propose naturellement ( 32 ,uu ), avec : )1,1,0(2 −=u , et : )1,1,1(3 =u , qui est bien génératrice 

de G , et libre comme le montre rapidement l’étude d’une combinaison linéaire nulle. 
Plusieurs méthodes alors sont possibles, la plus rapide étant sans doute de dire qu’ils sont 
supplémentaires si et seulement si on obtient une base de �3 en réunissant ces deux bases. 
Or cette réunion est formée de 3 vecteurs (la dimension de �3) et elle est libre, soit comme le montre à 
nouveau l’étude d’une combinaison linéaire nulle, l’étude du rang de la famille ou le déterminant des 
coordonnées des trois vecteurs dans la base canonique de �3. 

Par exemple : 3
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Les sous-espaces vectoriels F  et G  sont bien supplémentaires dans �3, soit : =⊕ GF  �3.  
 

6. On commence par exemple par vérifier si ( wvu ,, ) est libre et forme une base de F  : 

  2
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La famille est de rang 2, donc : 2)dim( =F , et on a trouvé une nouvelle famille génératrice de F , avec 

les vecteurs : uu =' , 32.4' eev −= . 

Notons que si la famille ( wvu ,, ) avait été libre, on aurait eu : 3)dim( =F , et 1)dim( =G  : les sous-
espaces n’auraient pas pu être supplémentaires. 
Si maintenant on réunit les deux bases de F  et de G  ( x  constitue une base de G  puisque non nul, 
donc formant une famille libre et génératrice de G ), on étudie le rang de cette famille, et : 
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La famille est donc une base de �3 et F  et G  sont supplémentaires dans �3.  
 

7. Deux questions très classiques : on va procéder avec une analyse-synthèse. 
• Soit : M  ∈ Mn(K). 
On veut montrer que A  se décompose de façon unique en : ASM += , où S  est symétrique et A  
antisymétrique. 
On suppose dans un premier temps (analyse) que A  et S  répondent au problème et dans ce cas :  

  ASASM ttt −=+= , donc : SMM t .2=+ , et : ).(
2

1
MMS t+= , puis : ).(

2

1
MMSMA t−=−= . 

Donc s’il y a une solution, elle est unique et est donnée par les égalités précédentes : fin de l’analyse. 
Réciproquement, le couple trouvé convient car : 

  • S  est symétrique : SMMS tttt =+= ))((
2

1
, 

  • A  est antisymétrique : AMMA tttt −=−= ))((
2

1
, 

  • leur somme fait bien M  : MAS =+ . 
Conclusion : le couple trouvé convient pour M , et toute matrice de Mn(�) se décompose bien de façon 
unique comme somme d’un élément de Sn(�) et d’un élément de Ån(�), ce qui prouve finalement que : 
  Sn(�) ⊕ Ån(�) = Mn(�). 
Remarque : on aurait pu utiliser le fait que l’intersection de ces deux sous-espaces vectoriels de Mn(�) 

était réduite à {0} et que la somme de leurs dimensions donnait : dim(2 =n Mn(�)). 

• De même, si on suppose qu’une fonction f  de � dans � se décompose sous la forme : ipf += , 
avec p  paire et i  impaire, alors : 

  ∀ x  ∈ �, )()()( xixpxf += , puis : )()()()()( xixpxixpxf −=−+−=− , d’où :  

  ∀ x  ∈ �, ))()(.(
2

1
)( xfxfxp −+= , et : ))()(.(

2

1
)( xfxfxi −−= . 

D’où unicité d’une éventuelle solution : fin de l’analyse. 
Réciproquement, on vérifie que : 
  p  est bien paire, 
  i  est bien impaire, 
  leur somme donne bien f . 
Comme précédemment, on conclut que les espaces proposés sont bien supplémentaires de F(�,�). 
 

8. Puisqu’on dispose déjà d’une base pour E  et F  (famille génératrice à 1 seul vecteur non nul, donc libre), 
on peut chercher tout d’abord une base de G . 
Pour cela (voir exercice 1), on peut proposer : )0,1,2,3(3 −−=e , et : )1,0,0,1(4 −=e . 

On pose ensuite : )2,0,1,0(1 =e , )0,1,2,1(2 −=e , et on examine si la famille ( ie ) est une base de �4. 

Or cette famille étant formée de quatre vecteurs, on s’intéresse à sa liberté, donc à son rang, et : 
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Puisque la famille réunie est une base de �4, on a donc : �4 GFE ⊕⊕= . 
 

9. Ici la dimension de l’espace global n’est pas finie. 
On cherche donc à montrer que tout élément de : E = C1(�,�), se décompose de façon unique suivant F  
et G , et pour cela, soit : ϕ  ∈ E. 

Si ϕ  peut se décomposer en : gf +=ϕ , avec :  f  ∈ F , et : g  ∈ G, alors : ∃ ( ba, ) ∈ �2,  

  ∀ x  ∈ �, bxaxg += .)( , bxaxfx ++= .)()(ϕ , et : bbf =+= )0()0(ϕ , puis : aaf =+= )0(')0('ϕ . 

Autrement dit : )0().0(')( ϕϕ += xxg , et : )0().0(')()( ϕϕϕ −−= xxxf . 
Il y a donc unicité d’une éventuelle solution. 
Réciproquement, cet unique candidat convient car :  
  • 0)0()0()0( =−= ϕϕf , 0)0(')0(')0(' =−= ϕϕf , 

  • g  est affine,  

  • on a bien : gf +=ϕ . 

Donc : C1(�,�) = GF ⊕ .  
Remarque : il est immédiat que F  et G  sont bien des sous-espaces vectoriels de C1(�,�). 
 

Applications linéaires. 
10. • Soit : u  ∈ L(E). 

[⇒] si : 02 =u , alors : ∀ )Im(uy ∉ , ∃ Ex ∈ , )(xuy = , et : 0)()( 2 == xuyu . 

       donc : )ker()Im( uu ⊂ . 

[⇐] si : )ker()Im( uu ⊂ , alors : ∀ Ex ∈ , ))(()(2 xuuxu = . 

       or : )Im()( uxu ∈  , donc : )ker()( uxu ∈ , et : 0))(( =xuu , et on a bien : 02 =u . 

• Dans le cas de deux endomorphismes f  et g  de E, l’équivalence demandée se démontre 
formellement de la même façon.  
 

11. Puisque : 03 =f , on a : )ker()Im( 2 ff ⊂ , et comme : )ker()ker( 2ff ⊂ , on a : )ker()Im( 22 ff ⊂ . 

La première inclusion est élémentaire : ∀ y  ∈ )Im( 2f , ∃ x  ∈ E, )(2 xfy = , et : 0)()( 3 == xfyf . 

La seconde n’est pas plus difficile : ∀ x  ∈ )ker( f , 0)( =xf , donc : 0))(()(2 == xffxf . 

On déduit de la dernière inclusion que : ))dim(ker()( 22 ffrg ≤ . 

Le théorème du rang enfin donne : )(.2))dim(ker()( 222 frgffrgn ≥+= , d’où la conclusion demandée. 
 

12. Si on développe, pour : k  ∈ �*, le produit : )...()( 1−+++−= k
EEk ffidofidg , on obtient :  

  k
Ek fidg −= .  

Donc pour : nk = , on obtient : En idg = . 

On vérifie de même que : EE
n

E idfidoffid =−+++ − )()...( 1 , donc )( fid E −  est bien inversible et son 

inverse vaut : 11 ...)( −− +++=− n
EE ffidfid .    

 
13. Il est immédiat que F  est linéaire et qu’elle associe à tout polynôme de �n-1[X] un polynôme de �n-1[X]. 

De plus : ∀ P  ∈ �n-1[X], ( 0)( =PF ) ⇒ (∀ 10 −≤≤ nk , 0)( =kP ω ). 

Or les valeurs kω  sont toutes distinctes les unes des autres lorsque k  varie entre 0 et 1−n , car les 
arguments sont distincts dans [.2,0[ π . 

Donc le polynôme P  considéré est de degré au plus 1−n  et admet n  racines distinctes : il est donc nul. 
L’endomorphisme F  de �n-1[X] est donc injectif et c’est un automorphisme de �n-1[X] puisque �n-1[X] est 
un espace de dimension finie. 
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14. Puisque E est de dimension finie, le théorème du rang donne : 
  nfrgfff =+=+ )())dim(ker())dim(Im())dim(ker( , 

  ngrgggg =+=+ )())dim(ker())dim(Im())dim(ker( . 
De plus le théorème des quatre dimensions donne aussi : 
  ))Im()dim(Im())dim(Im())dim(Im()dim( gfgfEn ∩−+== , 

  ))ker()dim(ker())dim(ker())dim(ker()dim( gfgfEn ∩−+== . 
Si on ajoute les deux dernières égalités, cela donne : 

  
..2))ker()dim(ker())dim(ker())dim(ker(

))Im()dim(Im())dim(Im())dim(Im(

ngfgf

gfgf

=∩−++
∩−+

  

Donc : 0))ker()dim(ker())Im()dim(Im( =∩+∩ gfgf , 
et comme les dimensions sont des entiers positifs, on aboutit à :  
  0))ker()dim(ker())Im()dim(Im( =∩=∩ gfgf . 

Donc ces intersections sont réduites à {0}, et les sous-espaces vectoriels )Im( f  et )Im(g  d’une part, et 

)ker( f  et )ker(g  d’autre part sont supplémentaires dans E. 
 

15. La relation proposée s’écrit aussi : Eidgffo =+ )( . 

Or puisqu’on est dans un espace de dimension finie, cela garantit que f  est inversible et que son inverse 

vaut : gff +=−1 . 

Donc : goffidofgf E +==+ 2)( , mais cette expression vaut aussi fogf +2 . 

On en déduit que : goffog = .  
 

16. a. ϕ est linéaire (comme le montre le cours d’analyse) et pour f  dans : E = C∞(�,�), )( fϕ  est dans E. 

    Pour ψ, il est clair également que ψ est linéaire car : 
      ∀ ( 21, ff ) ∈ E2, ∀ ( 21,λλ ) ∈ �2,  

      ∀ x  ∈ �, ∫∫∫ +=+=+
xxx

dttfdttfdttffxff
0 220 110 22112211 ).(.).(.).)(..())(..( λλλλλλψ ,  

    soit encore : )))((.)(.())((.))((.))(..( 221122112211 xffxfxfxff ψλψλψλψλλλψ +=+=+ , 

    d’où : )(.)(.)..( 22112211 ffff ψλψλλλψ +=+ . 

    De plus, si f  est de classe C∞ de � dans �, toute primitive de f  sur � est encore de classe C∞ sur �. 

    Donc ψ est bien une application linéaire de E dans E. 

b. Pour cela : ∀ f  ∈ E, ∀ x  ∈ �, ∫=
x

dttfxf
0

).())((ψ , et : )()))((( xfxf =ψϕ ,  

    comme dérivée en x  de la fonction précédente, autrement dit : Eido =ψϕ . 
    D’autre part :  

      ∀ f  ∈ E, ∀ x  ∈ �, )('))(( xfxf =ϕ , et : )0()().().)(()))(((
00

fxfdttfdttfxf
xx

−=== ∫∫ ϕϕψ . 

    Donc : θϕψ −= Eido , où θ  est la forme linéaire définie par : ∀ f  ∈ E, )0()( ff =θ .  

c. La relation : Eido =ψϕ , montre que ψ est injective (car : ( 0)( =fψ ) ⇒ ( ffo == 0)(ψϕ ),  

    et que ϕ est surjective. 
    Donc : E=)Im(ϕ , { }0)ker( =ψ . 

    Par ailleurs, il est clair que : ∀ f  ∈ E, ( 0)( =fϕ ) ⇔ ( 0'=f ) ⇔ ( f  constante), car � est un intervalle. 

    Donc : )ker(ϕ  = {fonctions constantes sur �}.  
    Enfin : 
      si : )( fg ψ= , avec : ( gf , ) ∈ E2, alors : 0)0( =g , 

      si : 0)0( =g , alors : ∀ x  ∈ �, ∫=
x

dttgxg
0

).(')( , et donc : )'(gg ψ= .  

    Donc : =)Im(ψ  { 0)0(, =∈ gEg }. 
     

17. On va noter 'u  l’application linéaire restreinte à E’, autrement dit l’application de E’ dans F définie par : 
  ∀ x  ∈ E’, )()(' xuxu =  (soit encore : '' Euu = ). 
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Alors le théorème du rang donne : )'dim()'())'dim(ker( Eurgu =+ . 

Or : ))'(dim())'dim(Im()'( Euuurg == , d’une part, et : 

  ∀ x  ∈ E, ( )'ker(ux ∈ ) ⇔ ( 'Ex ∈ , et : 0)( =xu ) ⇔ ( )ker(' uEx ∩∈ ), 

autrement dit : )ker(')'ker( uEu ∩= . 

On en déduit que : )'dim())'(dim())ker('dim( EEuuE =+∩ , soit ce que l’on voulait. 
 

18. Montrons l’équivalence par double implication. 
[⇒]  
• ∀ x  ∈ E, ( 0)( =xf ) ⇒ ( 0))(( =xfg ) ⇒ ( 0=x ) car gof  est injective, et f  est injective. 

• ∀ y  ∈ G, ∃ x  ∈ E, )(xgofy = , car gof  est surjective et : )'(xgy = , avec : Fxfx ∈= )(' ,  
et g  est surjective. 

• ∀ y  ∈ )ker()Im( gf ∩ , ∃ x  ∈ E, )(xfy = , et : 0)( =yg , donc : 0))(( =xfg , donc : 0=x , et : 0=y . 
La somme est donc directe. 
• ∀ y  ∈ F, ∃ x  ∈ E, )()( xgofyg = , et : 0))(( =− xfyg , donc : )ker()(' gxfyx ∈−= ,  

autrement dit on a trouvé : ( ', xx ) ∈ E× )ker(g , ')( xxfy += . 

On vient de montrer que : )ker()Im( gfF +⊂ , l’inclusion inverse étant immédiate et finalement :  

  )ker()Im( gfF ⊕= . 

[⇐] 
• ∀ z  ∈ G, ∃ y  ∈ F, )(ygz = , puis :  

  ∃ ( ', xx ) ∈ E× )ker(g , ')( xxfy += , du fait de la décomposition en somme directe. 

Donc : )()'())(()( xgofxgxfgygz =+== , et gof  est surjective. 

• ∀ x  ∈ E, ( 0)( =xgof ) ⇒ ( )ker()( gxf ∈ ). 

Mais comme de plus : )Im()( fxf ∈ , on en déduit que : )ker()Im()( gfxf ∩∈ , donc : 0)( =xf . 

Enfin, f  étant injective, on conclut que : 0=x , et gof  est injective. 

Finalement, gof  est un isomorphisme de E sur G. 
 

19. a. Il est clair que : fA  ⊂ L(F,E), et la linéarité de f  montre que fA  contient 0 et est stable  par  

    combinaison linéaire car :  
      • 00 =offo , et : 

      •  ∀ ( 21, gg ) ∈ L(F,E)2, ∀ ( 21,λλ ) ∈ K2, 0..)..( 22112211 =+=+ offogoffogofggfo λλλλ .  

    Donc fA  est un sous-espace vectoriel de L(F,E). 

b. Supposons donc f  injective. 

    • Soit : g ∈ L(F,E), telle que : )ker()Im( gf ⊂ }. 

    Alors : ∀ x  ∈ E, 0)))((()( == xfgfxfogof , car : )ker()Im()( gfxf ⊂∈ . 

    Donc : fAg ∈ . 

    • Soit : fAg ∈ . 

    Alors : ∀ y  ∈ )Im( f , ∃ x  ∈ E, )(xfy = , et : 0)()( == xfogofyfog . 

    Comme de plus f  est supposée injective, on en déduit que : 0)( =yg , et donc : )ker(gy ∈ . 

    On vient ainsi de montrer que : )ker()Im( gf ⊂ , et g  est dans le deuxième ensemble. 

    Finalement : =fA  { g ∈ L(F,E), )ker()Im( gf ⊂ }. 

c. Supposons maintenant f  surjective. 

    • Soit : g ∈ L(F,E), telle que : )ker()Im( fg ⊂ . 

    Alors : ∀ x  ∈ E, 0)))((()( == xfgfxfogof , car : )ker()Im()( fgxgof ⊂∈ . 

    Donc : fAg ∈ . 

    • Soit : fAg ∈ . 

    Alors : ∀ z  ∈ )Im(g , ∃ y  ∈ F, )(ygz = , et f  étant surjective : ∃ x  ∈ E, )(xfy = , soit :  

      ))(( xfgz = . 
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    Mais alors : 0)))((()( == xfgfzf , et : )ker( fz ∈ , ce qui prouve que : )ker()Im( fg ⊂ . 
    g  est donc dans le deuxième ensemble. 

    Finalement : =fA  { g ∈ L(F,E), )ker()Im( fg ⊂ }. 

 
20. a. On a évidemment : )Im()Im( 2 ff ⊂ , car : ∀ y ∈ )Im( 2f , ∃ x ∈ E, )Im())(()(2 fxffxfy ∈== . 

    Comme de plus : ))dim(Im()()())dim(Im( 22 ffrgfrgf === ,on en déduit l’égalité des espaces. 

    De même : )ker()ker( 2ff ⊂ , et le théorème du rang donne : 

      ))dim(ker())dim(Im()dim())dim(Im()dim())dim(ker( 22 ffEfEf =−=−= , 
    d’où à nouveau l’égalité des espaces. 
b. Le théorème du rang garantit déjà que : )dim())dim(ker())dim(Im( Eff =+ . 

    Soit de plus : y  ∈ )ker()Im( ff ∩ . 

    Alors : ∃ x  ∈ E, )(xfy = , 0)( =yf , donc : 0)(2 =xf , d’où : )ker()ker( 2 ffx =∈ , et : 0)( == xfy . 

    Finalement la somme est directe et on a bien : )ker()Im( ffE ⊕= . 

c. On peut commencer par noter qu’on a toujours : ∀ ( gf , ) ∈ L(E)2, )Im()Im( ggof ⊂ , car : 

      ∀ y  ∈ )Im(gof , ∃ x  ∈ E, )Im())(()( gxfgxgofy ∈== . 

    • Soit ensuite : ( gf , ) ∈ L(E)2, tel que : )()( grggofrg = . 

    Alors : )Im()Im( ggof = , car on a une inclusion et égalité des dimensions. 

    Puis : ∀ y  ∈ E, )Im()Im()( gofgyg =∈ , et : ∃ x  ∈ E, )()( xgofyg = , puis : 0))(( =− xfyg , donc : 

      )ker()(' gxfyx ∈−= , et : ')( xxfy += , avec : )Im()( fxf ∈ , et : )ker(' gx ∈ . 

    Donc : )ker()Im( gfE += . 

    • Supposons que : )ker()Im( gfE += . 

    Pour : z  ∈ )Im(g , ∃ y  ∈ E, )(ygz = , et donc : ∃ ( ',xx ) ∈ E× )ker(g , ')( xxfy += . 

    On a alors : )Im())(()')(( gofxfgxxfgz ∈=+− . 

    On en déduit que : )Im()Im( gofg ⊂ , d’où l’égalité des dimensions et finalement : )()( grggofrg = .  

    On a toujours de même : ∀ ( gf , ) ∈ L(E)2, )ker()ker( goff ⊂ . 

    • Soit maintenant : ( gf , ) ∈ L(E)2, tel que : )()( frggofrg = . 

    Alors : ))dim(ker()()dim()()dim())dim(ker( ffrgEgofrgEgof =−=−= . 

    Avec la remarque initiale, on en déduit que : )ker()ker( goff = . 

    Puis soit : y  ∈ E, tel que : )ker()Im( gfy ∩∈ . 

     Alors : ∃ x  ∈ E, )(xfy = , 0)( =yg , donc : 0)( =xgof , d’où : )ker(gofx ∈ , donc : )ker( fx ∈ , et : 

      0)( == xfy . 

    On conclut que : { } )ker()Im(0 gf ∩= . 

    • Supposons enfin que : { } )ker()Im(0 gf ∩= . 

    Alors : ∀ )ker(gofx ∈ , )ker()Im()( gfxf ∩∈ , donc : 0)( =xf , et : )ker( fx ∈ . 

    Avec l’inclusion démontrée au préalable, on en déduit que : )ker()ker( goff = . 

    En appliquant une dernière fois le théorème du rang on conclut que : )()( frggofrg = . 
 

21. a. On constate facilement que : 
      ∀ p  ∈ �, ∀ 1+∈ pIy , ∃ x ∈ E, p

pp Ixffxfy ∈== + ))(()(1 , d’où : pp II ⊂+1 , et : 

      ∀ p  ∈ �, ∀ pNx ∈ , 0)0())(()(1 ===+ fxffxf pp , donc : 1+∈ pNx , et : 1+⊂ pp NN . 

b. La suite ( )dim( pI ) est alors une suite décroissante d’entiers naturels. 

    Or si elle était strictement décroissante, alors on aurait (par récurrence) : 
      ∀ p  ∈ �, )dim()dim( 1 pp II <+ , donc : 1)dim()dim( 1 −≤+ pp II , et : pII p −≤ )dim()dim( 0 . 

    Or cette dernière inégalité est impossible puisque la suite ( pI −)dim( 0 ) tend vers -∞. 

    Donc : ∃ r  ∈ �, tel que : )dim()dim( 1 rr II =+ , d’où : rr II =+1 , avec l’inclusion de la question a. 

c. Montrons alors par récurrence que : ∀ 1≥k , rkr II =+ . 
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    Le résultat est vrai pour : 1=k , et si on le suppose vrai jusqu’à un rang : 1≥k , donné, alors : 

      ∀ krIy +∈ , ∃ x  ∈ E, tel que : ))(()( xffxfy rkkr == + ,  

    et comme : r
r Ixf ∈)( , ∃ x’ ∈ E, )'()( xfxf krr += , ce qui montre que : )'(.2 xfy kr+= . 

    Or : 1.2 ++≥++=+ krkkrkr , donc : 1.2 +++ ⊂∈ krkr IIy , d’après la question a. 

    Finalement on vient de montrer que : 1++⊂ krr II ,  

    et la question a permet de conclure à : 1++= krr II , ce qui termine la récurrence. 

    Enfin, le théorème du rang donne : ∀ k  ∈ �*, )dim()dim()dim()dim( krkrrr NInInN ++ =−=−= , et la  

    question a permet à nouveau de conclure à : krr NN += . 

d. On sait déjà que : )dim()dim()dim( EIN rr =+ , avec le théorème du rang. 

    Puis : ∀ rr NIy ∩∈ , ∃ x  ∈ E, )(xfy r= , et : 0)( =yf r , donc : 0)(.2 =xf r . 

    Donc : rNx .2∈ , et puisque : rr .2≤ , on a : rr NN .2= , donc : rNx ∈ , et : 0)( == xfy r . 

    Finalement la somme est directe et on a : ENI rr =⊕ . 
e. Si la plus petite valeur r  vérifiant l’égalité de la question b est telle que : nr > , alors : 
      ∀ rk ≤ , kII k −≤ )dim()dim( 0 , d’après la question b, et : 0)dim()dim( 0 <−≤−≤ rnrII r . 

    La dernière inégalité étant impossible, on conclut au résultat demandé. 
 

Projecteurs. 
22. a. Le plus simple est de procéder par analyse-synthèse. 

    Soit : x  ∈ E. 
    Si : ∃ ).2ker()ker(),( 21 EE idfidfxx −×−∈ , tel que : 21 xxx += , alors : 

      0))(( 1 =− xidf E , donc : 11)( xxf = , de même : 22 .2)( xxf = , et : 21 .2)( xxxf += . 

    Donc : 2)( xxxf =− , et : 1)(.2 xxfx =− . 

    Réciproquement, l’unique couple ),( 21 xx  qu’on vient de trouver vérifie : 

      • xxx =+ 21 , 

      • 1
2

1 )(.2).2)(.3()(.2)()(.2)( xxfxxxfxfxfxfxf =−=−−=−= , d’où : )ker(1 Eidfx −∈ , et : 

      • 2
2

2 .2))(.(2)().2)(.3()()()( xxxfxfxxfxfxfxf =−==−−=−= , d’où : ).2ker(2 Eidfx −∈ . 

    Donc )ker( Eidf −  et ).2ker( Eidf −  sont bien supplémentaires dans E. 
b. Avec la question précédente, on a montré que :  
      ∀ x  ∈ E, 21 xxx += , avec : )(.21 xfxx −= , et : xxfx −= )(2 . 

    Donc : ∀ x ∈ E, )(.2)( xfxxp −= , et : xxfxq −= )()( , et donc : 

      • xxqp =+ ))(( , soit : Eidqp =+ , 

      • )())(.2( xfxqp =+ , soit : fqp =+ .2 . 

c. On a directement : ∀ n  ∈ �, ∀ x  ∈ E, )(.2)(.2)()()( 2121 xqxpxxxfxfxf nnnnn +=+=+= . 

    Donc : qpf nn .2+= . 
d. En reprenant la première égalité, on constate que :  

      EE ididffo .2).3( −=− , ou : EE ididffo =−− )).3.(
2

1
( . 

    Donc f  est inversible et : ).3.(
2

11
Eidff −−=− . 

    La question c suggère alors d’essayer : 11 .
2

3
.

2

1
).(

2

1
.2.2 −− =+−=−+−=+ fidfidffidqp EEE , 

    autrement dit l’égalité établie à la question c est encore valable pour : 1−=n , et on peut vérifier qu’elle  
    est encore valable pour tout : n  ∈ �.  
 

23. • On a immédiatement : )Im()Im( uuov ⊂ , puisque :  

  ∀ )Im(uovy ∈ , ∃ x  ∈ �3, )Im())(()( uxvuxuovy ∈== . 

De plus : 2)())dim(Im( == uovrguov , et d’autre part : ()Im( uu = �
2)), donc : 2))dim(Im( ≤u . 
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On en déduit bien ainsi que : )Im()Im( uuov = .  

• Si maintenant ( 21,ee ) est une base de )Im(uov ., alors : 11)( eeuov = , et : 22 )( eeuov = . 

La famille ( )(),( 21 evev ) est alors libre dans �2 car : 

  ∀ (λ1, λ2) ∈ �2, ( 0)(.)(. 2211 =+ evev λλ ) ⇒ ( )(.)(.0))(.)(.( 22112211 euoveuovevevu λλλλ +==+ ), 

et donc : 0.. 2211 =+ ee λλ , d’où : 021 == λλ . 

Enfin : )())(())(( 111 eveuovvevvou == , et : )())(())(( 222 eveuovvevvou == . 

Comme vou  agit comme 2R
id  sur une base de �2, on en conclut que : 2R

idvou = . 

 
24. a. On a immédiatement : ∀ ( 21, ff ) ∈ L(E)2, ∀ ( 21,λλ ) ∈ K2,  

      
).(.)(.

)..()..()..()..()..(

2211

22112211221122112211

ff

pofpofopfopfffpoopffff

φλφλ
λλλλλλλλλλφ

+=
+++=+++=+

  

b. Raisonnons par double implication. 
    [⇒]  
    • ∀ )ker(px ∈ , )())(())(( xfxfpxpf =+ , donc : )())(( xfxfp = , et )(xf  étant invariant, ce  

    vecteur appartient à )Im( p , autrement dit : )Im())(ker( ppf ⊂ . 

    • ∀ )Im( px ∈ , xxf =)( , donc : )())(())(( xfxfpxpf =+ , d’où : )())(()( xfxfpxf =+ , et :  

     0))(( =xfp , ce qui montre que : )ker()( pxf ∈ , autrement dit : )ker())(Im( ppf ⊂ . 

    [⇐]  
    Soit ( kee ,...,1 ) une base de )Im( p , et ( nk ee ,...,1+ ) une base de )ker(p . 

    Alors : ∀ ki ≤≤1 , 0)()()( +=+ iii efepofefop , car : ii eep =)( , et : )ker()( pef i ∈ , et : 

      ∀ nik ≤≤+1 , )())((0)()( iiii efefpepofefop =+=+ , car : )Im()( pef i ∈ . 

    Donc poffop +  et f  coïncident sur une base de E donc : fpoffop =+ . 
 

25.  [⇒] Supposons que f  soit un projecteur de E. 

Alors f  et fid E −  sont des projecteurs associés à la décomposition : )ker()Im( ffE ⊕= ,  

et : )Im()ker( fidf E −= , d’où : ))dim(ker())dim(Im( ffid E =− . 

Donc : nEfidffidrgfrgidfrgfrg EEE ==−+=−+=−+ )dim())dim(Im())dim(Im()()()()( . 

[⇐] Supposons que : nidfrgfrg E =−+ )()( . 

D’une part : )dim())dim(Im())dim(Im())dim(ker())dim(ker( Enidfnfnidff EE ==−−+−=−+ . 

Puis : ∀ )ker()ker( Eidffx −∩∈ ,on a : 0)( =xf , et : 0)( =− xxf , d’où : 0=x . 

Donc la somme )ker()ker( Eidff −+  est directe et on a : )ker()ker( EidffE −⊕= . 

Soit maintenant une base ( nee ,,,,1 ) de E obtenue en réunissant une base ( pee ,,,,1 ) de )ker( f  et une 

base ( np ee ,,,,1+ ) de )ker( Eidf − . 

Alors : ∀ pk ≤≤1 , )(0)( kk efofef == , et : ∀ nkp ≤≤+1 , )()( kkk efofeef == . 

Puisque ces égalités sont obtenues pour tous les vecteurs d’une base de E, on conclut que : ffof = , et  

f  est un projecteur. 
 

Matrices. 
26. On commence par remarquer que la famille proposée est bien libre dans �3[X], puisque les polynômes 

sont échelonnés en degrés. 
D’autre part, cette famille comporte 4 vecteurs, donc c’est bien une base de �3[X]. 
Pour obtenir la première matrice demandée, on exprime les coordonnées des vecteurs de B’ exprimées 
dans la base B, et on écrit ces coordonnées en colonnes : 

  (mat B,B’



















=

1000

3100

3210

1111

)  : on voit apparaître les coefficients du binôme de Newton… 
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Pour la matrice de passage inverse, plusieurs solutions : on calcule l’inverse la matrice précédente 
(plusieurs méthodes ont été vues en sup), ou on exprime les vecteurs de B à partir de ceux de B’.  

Cela peut se faire avec : ∀ nk ≤≤0 , ∑
=

− +−







=−+=

k

i

iikkk X
i

k
XX

0

)1.()1.()1)1(( , et la matrice 

cherchée vaut : (mat B’,B



















−
−

−−

=

1000

3100

3210

1111

)  . 

Remarque : cette méthode se généralise à �n[X] avec les bases qu’on imagine. 
 

27. a. Immédiatement : 







=








+







−







=+−

00

00

10

01

44

812

34

811
.4 2

2 IAA .  

b. On en déduit que : 22 ).4.( IAIA =− , et A est bien inversible, avec : 








−
−

=−=−

31

21
.4 2

1 AIA . 

c. Commençons par : k  ∈ �., et démontrons-le par récurrence. 

    La propriété est vraie pour : 0=k , et : 1=k , puisque : 2
0 IA = , et : AA =1 . 

    Si maintenant, on la suppose vraie pour un entier k donné, soit : 2.. IbAaA kk
k += , alors : 

      ),(.)..4(.).4.(.. 222
21 AIVectIaAbaAbIAaAbAaA kkkkkkk

k ∈−+=+−=+=+ , 

    ce qui termine la récurrence.  
    Pour k  entier strictement négatif, on a : ),().4()( 22

1 AIVectAIAAA pppk ∈−=== −− , 

    avec ce que l’on vient de démontrer (on a ici posé : kp −= ).  
Remarques pour les 5/2 : 
• vous aurez peut-être reconnu le polynôme caractéristique de A  et le théorème de Cayley-Hamilton, 
• on aurait pu utiliser le polynôme annulateur pour A  : 1.42 +−= XXP , puis se servir de la division 

euclidienne de kX  par P  : ).(.. kkkkk
k XQPRQPX βα ++=+= , pour obtenir : 2.. IAA kk

k βα += , 

• le résultat suivant se généralise à toute matrice dans Mn(K) : ∀ k  ∈ �, ),...,,( 1−∈ n
n

k AAIVectA , 

toujours avec le théorème de Cayley-Hamilton. 
 

28. Pour la matrice proposée, on a donc : 
















−−
−
−

=+
101

325

213

3IA , puis : 
















−−
−
−

=+
112

112

112

)( 2
3IA , puis : 

  0)( 3
3 =+ IA . 

En développant, on constate alors que : 0.3.3 3
23 =+++ IAAA , soit : 33

2 ).3.3.( IIAAA =−−− . 

Autrement dit, A  est bien inversible et : 
















−
−−
−−

=−−−=−

113

427

326

.3.3 3
21 IAAA  . 

29. a. Soit G  un sous-espace vectoriel de M3(�), stable par multiplication et content J  (s’il en existe). 

    Puisque G  est stable par multiplication et contient J , il contient aussi 2J , 3J , etc… et toutes les  
    puissances de J . 

    Or : 
















=
001

100

010
2J , et : 3

3 IJ = , et : ∀ k ∈ �, 3
.3 IJ k = , JJ k =+1.3 , et : 22.3 JJ k =+ , 

    les dernières égalités sont immédiates par récurrence (la première étant suffisante pour obtenir les  
    deux dernières). 
    De plus, G  étant stable par combinaison linéaire, G  contient toutes les matrices de la forme :  

    2
2130 ... JJI λλλ ++ , soit : { 2

2130 ... JJI λλλ ++ , ( 210 ,, λλλ ) ∈ �3} = GF ⊂ .  
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    Montrons maintenant que F  est un sous-espace vectoriel de M3(�), stable par multiplication. 

    Pour cela, il est immédiat que : ),,( 2
3 JJIVectF = , donc que F  est un sous-espace vectoriel de  

    M3(�), et F  contient J  (pour le triplet (0,1,0)). 

    Enfin, pour deux matrices : 2
2130 ... JJIM λλλ ++= , et : 2

2130 ... JJIN µµµ ++= , dans F , on a : 

      FJJIJJINM ∈++++= )...).(...(. 2
2130

2
2130 µµµλλλ , 

    du fait de la valeur des puissances de J  obtenue au début de la question. 
    Donc F  est un sous-espace vectoriel de M3(�), stable par multiplication et contenant J , et inclus  
    dans tout autre sous-espace vectoriel de M3(�) ayant les mêmes propriétés : c’est donc le  
    sous-espace vectoriel cherché. 
b. On vient de trouver une famille génératrice de F F : ),,( 2

3 JJI . 

    De plus, si : ( 210 ,, λλλ ) ∈ �3, est tel que : 0... 2
2130 =++ JJI λλλ , alors : 0

012

201

120

=
















λλλ
λλλ
λλλ

, et :     

      0210 === λλλ , autrement dit la famille ),,( 2
3 JJI  est libre et c’est une base de F . 

    En particulier : 3)dim( =F . 
 

30. a. On a : ),( UIVectF n= . 

    En effet :  
      • ∀ ( ba, ) ∈ �2, ),(.).(),( UIVectUbIbabaM nn ∈+−= , et : 

      • ∀ ( ba, ) ∈ �2, FbbaMUbIa n ∈+=+ ),(.. . 

    Donc F  est bien un sous-espace vectoriel de Mn(�), et ),( UI n  en est une famille génératrice. 

    Comme enfin, ces deux matrices ne sont pas proportionnelles pour : n ≥ 2, c’est une famille libre et  
    donc une base de F . 
    En particulier : 2)dim( =F . 

b. On commence par remarquer que : UnU .2 = , puis : ∀ k ≥ 1, UnU kk .1−= . 
    Puis : ∀ (( ba, ), ( ',' ba )) ∈ (�2)2, UbbnbbabbaIbababaMbaM n ).'..).''(').(().'').(()','().,( +−+−+−−= . 

c. Comme les matrices nI  et U  commutent, on en déduit à l’aide de la formule du binôme de Newton : 

      ∀ ( ba, ) ∈ �2, ∀ 1≥p ,  

      

......
1

......

........),(

11

1

10

Unba
k

p

n
IaUnba

k

p
Ia

Uba
k

p
IaIaUb

k

p
baM

p

k

kkkp
n

p
p

k

kkkp
n

p

p

k

kkkp
n

p
p

k
n

kpkkp



















+=








+=









+=








=

∑∑

∑∑

=

−

=

−−

=

−

=

−

 

    Donc en ajoutant et retranchant un terme à la somme, on obtient : 

      ∀ ( ba, ) ∈ �2, ∀ 1≥p , Uanba
n

IabaM pp
n

pp ).)..((
1

.),( −++= , 

    et cette égalité est encore valable pour : 0=p . 

d. Pour : ( ba, ) ∈ �2, on peut chercher : ( ',' ba ) ∈ �2, tel que : nIbaMbaM =)','().,( . 

    Comme la famille ),( UI n  est libre, cela revient à trouver (a’,b’) tel que :  

      1)'').(( =−− baba , et : 0'..).''(').( =+−+− bbnbbabba . 
    Distinguons alors plusieurs cas : 

      • si : ba = , alors la matrice ),( baM  s’écrit : 
















=
aa

aa

baM

L

MM

L

),( , et : 1)),(( ≤baMrg , donc  

     ),( baM  n’est pas inversible. 

      • si : ba ≠ , alors on peut choisir : 
ba

ba
−

=− 1
'' , et chercher b’ tel que : 0').).1(( =

−
+−+

ba

b
bbna . 
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    Distinguons à nouveau deux cas : 

      • si : 0).1( =−+ bna , alors : 



















−−

−−

=

bnbb

b

b

bbbn

baM

).1(

).1(

),(

L

OOM

MOO

L

, et le rang de cette matrice  

    est inférieur à )1( −n  car ses colonnes sont liées, leur somme étant nulle. 

    Donc dans ce cas, ),( baM  n’est pas inversible. 

      • si : 0).1( ≠−+ bna , alors on peut choisir :  

      
)).1(.)((

'
bnaba

b
b

−+−
−= , et : 

)).1(.)((

)).2((1
''

bnaba

bna

ba
ba

−+−
−+=

−
+= , et on a alors : 

      nIbaMbaM =)','().,( . 

    En résumé, ),( baM  est inversible si et seulement si : ba ≠ , et : 0).1( ≠−+ bna , et dans ce cas,  

    1),( −baM  est la matrice )','( baM  obtenue avec les valeurs a’ et b’ obtenues au-dessus. 
 

31. Si au plus une de ces matrices était non inversible, les deux autres seraient, elles, inversibles donc l’une 
au moins, de A  ou de C  le serait. 

En multipliant à gauche ou à droite (selon le cas) par 1−A  ou 1−C , on aboutirait à un produit des deux 
matrices restantes égal à 0, par exemple : 0. =CB . 

Mais l’une encore est inversible (par exemple B ) et en multipliant par son inverse 1−B , on obtient que la 
dernière matrice est nulle (ici ce serait : 0=C ), ce qui est contradictoire avec l’hypothèse de l’énoncé. 
Donc au moins deux des matrices A , B  et C  ne sont pas inversibles. 
 

32. a. On peut trouver le noyau de f  en résolvant le système : 0. =XA  (qui traduit matriciellement la  

    relation : 0)( =xf ). 

    On trouve : ))1,1,0(()ker( −= Vectf . 

    Le théorème du rang garantit alors que : 2))dim(ker(3)( =−= ffrg . 

    Or on sait aussi qu’on dispose d’une famille génératrice de )Im( f , donnée par les images des  

    vecteurs de la base canonique par f , et ces images se « lisent » directement dans la matrice : 

      )0,0,1(')( 11 == eef , )0,1,2(')( 22 −== eef , )0,1,2(')( 33 −== eef . 

    Et comme il suffit donc d’avoir une famille libre de deux vecteurs de )Im( f  pour en former une base,  

    on peut par exemple proposer pour base de )Im( f  la famille ( 21 ',' ee ).  
b. Puisqu’on dispose d’une base de )ker( f  et d’une base de )Im( f , il suffit d’examiner si la famille  
    obtenue en les réunissant est une base de �3, et donc si c’est une famille libre. 

    On peut alors faire un calcul de rang : 3

110

012

001

=
















−
−rg , puisque la matrice est triangulaire. 

    Donc on a bien : �3 = )ker()Im( ff ⊕ . 

    On peut vérifier que : AA ≠2 , donc f  n’est pas un projecteur (ou : 22 ')'( eef ≠ , alors que 2'e  étant  

    dans l’image de f , il devrait être invariant par f  si f  était un projecteur).  

    On peut aussi remarquer que : )()( AtrArg ≠ , donc A  (ou f ) n’est pas un projecteur.  

c. On en a déjà parlé : 2)()( == Argfrg .  
    Quant à ce qui était prévisible, beaucoup de choses ont déjà été dites ici à ce propos.    
 

33. L’application u  fait bien correspondre à une matrice 2x2 une autre matrice 2x2 à coefficients réels. 
Puis : ∀ ( ', XX ) ∈ M2(�)2, ∀ ( ',λλ ) ∈ �2,  

  )'('.)(.'.'...).''..()''..( XuXuAXAXAXXXXu λλλλλλλλ +=+=+=+ . 
Donc u  est bien un endomorphisme de E. 
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On peut ensuite chercher le noyau de u en posant : 







=

dc

ba
X , et en résolvant : 0. =AX . 

Plus proprement : ∀ X  ∈ M2(�),  

  ( 0. =AX ) ⇔ ( 0.2,0.2 =+=+ dcba ) ⇔ ( 








−
+






−
=









−
−

=
12

00
.

00

12
.

.2

.2
db

dd

bb
X ). 

D’où on déduit : ),(ker 21 AAVect= , avec : 






−
=

00

12
1A , et : 









−
=

12

00
2A . 

Le théorème du rang donne alors : 224))dim(Im( =−=u . 

Enfin, si on calcule 


















00

01
u  et 



















01

00
u , on obtient deux éléments de )Im(u  :  

  







=

00

21
3A , et : 








=

21

00
4A , qui forment clairement une famille libre, et donc une base de )Im(u .  

Enfin la matrice représentative cherchée est une matrice 4x4 dont on vient d’obtenir deux colonnes. 

En effet, pour la déterminer, on calcule 


















00

01
u , 



















01

00
u , 



















00

10
u  et 



















10

00
u , et on place 

les coordonnées dans la base canonique des images obtenues en colonnes dans la matrice, soit : 

  ,(umat Bc 







=



















=
A

A

0

0

4200

2100

0042

0021

) , où la dernière matrice est écrite par blocs.  

 
34. Soit ϕ l’endomorphisme de �n[X] défini par : ∀ P  ∈ �n[X], )1()( += XPPϕ . 

a. On peut commencer par remarquer que ϕ est bien un endomorphisme de �n[X]. 

    Puis : ∀ nk ≤≤0 , ∑
=









=+=

k

i

ikk X
i

k
XX

0

.)1()(ϕ , et : ,(ϕmat B


































−










=

100
1

10
0

11

)

L

OOM

MO

L

n

n

n

,  

    où les coefficients de la matrice sont les coefficients binomiaux.  
 
b. Il est immédiat que la matrice A  est inversible car elle est échelonnée et tous ses éléments diagonaux  
    sont non nuls (on peut aussi dire que son déterminant vaut 1, produit de ses éléments diagonaux). 
    De plus : ∀ P  ∈ �n[X], )1()(1 −=− XPPϕ , donc :  

      ∀ nk ≤≤0 , ∑
=

−− −







=−=

k

i

iikkk X
i

k
XX

0

1 .)1.()1()(ϕ , et : ,( 1−ϕmat B


































−
−









−−

=

100
1

10
0

.)1(11

)

L

OOM

MO

L

n

n

nn

. 

 
35. Procédons par analyse-synthèse. 

Si une telle base existe, alors elle est formée de r  premiers vecteurs et rn −  autres. 
Ces derniers vecteurs doivent être dans le noyau, puisque la lecture de la matrice montre que leur image 
par f  est nulle. 
D’autre part, toute image de vecteur s’exprime à l’aide des r  premiers (car les autres lignes de la matrice 
sont nulles). 
On doit donc prendre les r  premiers vecteurs dans )Im( f , les rn −  derniers dans )ker( f . 
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Et c’est tout : fin de l’analyse. 
Soit maintenant une base B de E formée de r  vecteurs de )Im( f  et de rn −  vecteurs de )ker( f . 

Une telle base existe puisque : )ker()Im( ffE ⊕= , et : ))dim(Im( fr = . 

Alors les derniers vecteurs ont pour image 0, et les premiers ont une image dans )Im( f , donc 
combinaison linéaire de ces mêmes r  premiers vecteurs, autrement dit :  

   ,( fmat B 







=

00

0'
)

A
, où : 'A  ∈ Mr(K). 

Reste à montrer que 'A  est inversible, c'est-à-dire : 'A  ∈ Glr(K).  

Or, en oubliant les lignes ou colonnes nulles, on a : ( ) )'(0'
00

0'
)( ArgArg

A
frgr ==








== . 

Donc 'A  est bien inversible. 
 

36. On peut commencer par remarquer que : ( 02 =u ) ⇒ ( )ker()Im( uu ⊂ ). 

Or : 1)( ≥urg , puisque : 0≠u . 

Mais on ne peut avoir : 2)( ≥urg , sinon on aurait aussi : 2))dim(ker( ≥u , avec l’inclusion précédente. 

Or le théorème du rang donne : 3))dim(ker()( =+ uurg . 

Donc : 1)( =urg , et : 2))dim(ker( =u  (toujours le théorème du rang). 

• Si maintenant une telle base existe (notons-la : B = ( 321 ,, eee )), alors :  

  0)()( 32 == eueu , et : 21)( eeu = . 

Donc 2e  est à la fois dans )Im(u  et dans )ker(u . 

• Soit donc (« réciproquement », « synthèse »…) 2e  dans )Im(u , non nul. 

Il existe un tel vecteur puisque : 0≠u . 
Etant dans )Im(u , 2e  a un antécédent qu’on va appeler 1e .  

Puisque 2e  est aussi dans )ker(u , soit enfin 3e  qui complète 2e  en une base de )ker(u . 

Montrons que la famille ainsi formée convient : 
Tout d’abord, elle comporte bien trois vecteurs.  
Puis si : 0... 332211 =++ eee ααα , en composant par u : 0. 21 =eα , d’où : 01 =α , puisque : 02 ≠e . 

Ensuite, on revient à : 0.. 3322 =+ ee αα , et la famille ( 32 ,ee ) étant une base de )ker(u , elle est libre 

donc : 032 == αα .  

La famille proposée est bien une base de E. 

Enfin la matrice de u dans cette base vaut (on a tout fait pour) : ,(umat B

















=
000

001

000

) . 

 
37. a. Procédons par analyse-synthèse. 

    Analyse :  si une telle base : B = ( 321 ,, eee )), existe, alors : 21)( eef = , 32 )( eef = , 0)( 3 =ef . 

    En particulier : )( 1
2

3 efe = , et tous ces vecteurs sont non nuls (puisque vecteurs d’une base de E). 

    Donc : )ker( 2
1 fe ∉ .     

   Synthèse :  soit un vecteur en dehors de )ker( 2f  (il en existe puisque : 02 ≠f ). 

    Appelons ce vecteur 1e , et posons : )( 12 efe = , )()( 1
2

23 efefe == . 

    Alors la famille ainsi formée répond au problème. 
    En effet : 
    • elle est composée de trois vecteurs, 
    • elle est libre car si : 0... 332211 =++ eee ααα , en composant par 2f , on obtient :  

      )(.0)(.)(.)(. 1
2

11
4

31
3

21
2

1 efefefef αααα ==++ , soit : 01 =α , puis en composant du début par f  : 

      )(.0)(.)(. 1
2

21
3

31
2

2 efefef ααα ==+ , soit : 02 =α , et enfin en revenant au début : 
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      0)(.. 1
2

333 == efe αα , d’où : 03 =α .   

    • la matrice de f  dans cette base est bien : ,( fmat B

















==
010

001

000

) A  (on a tout fait pour). 

b. Soit : g  ∈ L(E), et notons B  sa matrice représentative dans la base précédente : )( , jibB = 1≤i≤3,1≤j≤3. 

    Alors : ( foggof = ) ⇔ ( BAAB .. = ) ⇔ ( 03,23,12,1 === bbb , 3,32,21,1 bbb == , 2,31,2 bb = ) 

             ⇔ (
















=

1,11,21,3

1,11,2

1,1

0

00

bbb

bb

b

B ) ⇔ (
































































∈
001

000

000

,

010

001

000

,

100

010

001

VectB ). 

    Or : ,( 2fmat B

















=
001

000

000

) . 

    Donc : ( foggof = ) ⇔ ( ,( EidVectB ∈ B ,(), fmat B ,(), 2fmat B))) ⇔ ( ),,( 2ffidVecgg E∈ ). 
c. Le résultat est alors le suivant :  
      « soit E un K-espace vectoriel de dimension n, et : f  ∈ L(E), tel que : 01 ≠−nf , 0=nf . 

    Alors il existe une base B de E telle que : ,( fmat B























=

0100

0

1

00

)

L

MOOOM

MOO

MO

LLL

. 

    De plus, on a l’équivalence : ∀ g  ∈ L(E), ( foggof = ) ⇔ ( ),...,,( 1−∈ n
E ffidVecgg ). 

Remarques :  
• on aurait pu compléter cet exercice en remarquant que : 3)),(dim( 2 =ffidVect E  (ou n  dans le cas 
général). 
• l’ensemble des g  qui commutent avec f  s’appelle le « commutant de f  » et se note parfois )( fCom .  
 

38. a. Soit un tel vecteur colonne X  et 0i  défini comme suggéré, à savoir tel que : i
ni

i xx
≤≤

=
1
max

0
. 

    Alors : 0
0

≠ix , sinon on aurait : 0=X . 

    Si on écrit la ligne 0i  du produit matriciel : 0. =XA , cela donne : 0.
1

,0
=∑

=

n

k
kki xa , et en particulier : 

      ∑
≠
=

−=
n

ik
k

kkiii xaxa

0

000
1

, .. , d’où : ∑
≠
=

−=
n

ik
k i

k
kii x

x
aa

0
0

00
1

, . , puis avec l’inégalité triangulaire : 

      ∑∑∑
≠
=

≠
=

≠
=

≤≤=
n

ik
k

ki

n

ik
k i

k
ki

n

ik
k i

k
kii a

x

x
a

x

x
aa

0

0

0
0

0

0
0

00
1

,
1

,
1

, .. , la dernière inégalité découlant de la définition de i0.  

    Or le résultat obtenu contredit l’hypothèse faite sur la matrice. 
b. On ne peut donc pas trouver : X  ∈ Mn,1(�), 0≠X , tel que : 0. =XA . 
    Formulé autrement (contraposée), cela donne : ∀ X  ∈ Mn,1(�), ( 0. =XA ) ⇒ ( 0=X ). 
    Autrement dit, la matrice A  est inversible. 
    On peut pour s’en convaincre dire que l’endomorphisme u  de �n canoniquement associé à A  vérifie :  
      ∀ x  ∈ �n, ( 0)( =xu ) ⇒ ( 0=u ), donc : { }0)ker( =u ,  
    et en dimension finie, l’injectivité d’un endomorphisme entraîne sa bijectivité donc l’inversibilité de sa  
    matrice représentative dans n’importe quelle base de l’espace.  
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Trace. 
39. a. Il suffit, pour : ( gf , ) ∈ L(E)2, de noter A et B leurs matrices représentatives dans une base de E. 

    Alors dans cette base, fog  est représenté par BA.  et gof  par AB. . 

    Enfin : 0).().()..()( =−=−=− ABtrBAtrABBAtrgoffogtr . 
b. Le résultat n’est pas tout à fait vrai. 
    En effet, dans un tel espace de dimension n, on a :  
      ∀ ( gf , ) ∈ L(E)2, 0)( =− goffogtr , et : nItridtr nE == )()( .  

    Donc si un tel couple existe, on a : 0=n . 
    Réciproquement, dans l’espace {0}, alors on a bien : 0=− EEEE oididoidid , puisqu’alors : 0=Eid . 
    En dehors de ce cas passionnant, c’est effectivement impossible.  

 
40. a. La trace étant linéaire, il est immédiat que φ est linéaire et donc que φ un endomorphisme de Mn(�). 

b. Soit : M  ∈ Mn(�). 

    Alors : ( )ker(φ∈M ) ⇔ ( AMtrMAtr ).().( = ) ⇔ ( A
Atr

Mtr
M .

)(

)(= ). 

    Donc tout élément de )ker(φ  est proportionnel à A et : )()ker( AVect⊂φ . 

    Réciproquement : ∀ λ ∈ �, 0).(..).().( =−= AAtrAAtrA λλλφ , et : )ker()( φ⊂AVect . 

    Finalement : )()ker( AVect=φ . 

    Le théorème du rang permet d’obtenir alors : 1))dim(ker())dim(Im( 22 −=−= nn φφ . 

    Mais de plus : ∀ M  ∈ Mn(�), 0)().()().()).().(())(( =−=−= AtrMtrMtrAtrAMtrMAtrtrMtr φ . 

    Donc : )ker()Im( tr⊂φ . 
    Or tr  est une forme linéaire non nulle sur Mn(�), donc son noyau est un hyperplan de Mn(�), donc  

    de dimension 12 −n  : on en déduit que )Im(φ  est l’ensemble des matrices de trace nulle.  
 

41. a. Si X  est solution alors : AXtrBX ).(−= , et donc X  est bien de la forme annoncée, avec :  

      )(Xtr=λ  ∈ K. 

b. Supposons que : 1)( −≠Atr . 

     Alors si X  est solution, on a :  

      )()).(( BtrAXtrXtr =+ , donc : )())(1).(( BtrAtrXtr =+ , d’où : 
)(1

)(
)(

Atr

Btr
Xtr

+
= . 

    Donc X ne peut valoir que : A
Atr

Btr
BX .

)(1

)(









+
−= . 

    Réciproquement, montrons que cet unique candidat est bien solution du problème. 

    Pour cela : 
)(1

)(

)(1

)(
1).()(.

)(1

)(
)()(

Atr

Btr

Atr

Atr
BtrAtr

Atr

Btr
BtrXtr

+
=









+
−=









+
−= , d’où : 

      BA
Atr

Btr
A

Atr

Btr
BAXtrX =









+
+

















+
−=+ .

)(1

)(
.

)(1

)(
).( , et X  est bien l’unique solution du problème. 

c. Supposons maintenant que : 1)( −=Atr . 

    De même si X  est solution du problème, alors on a toujours : 
      )()).(( BtrAXtrXtr =+ , donc : )())(1).(( BtrAtrXtr =+ , et donc : 0)( =Btr . 

    Or )(Btr  est une des données initiales du problème, donc deux possibilités se présentent : 

      • si : 0)( ≠Btr , alors l’équation n’a pas de solution. 

      • si : 0)( =Btr , montrons que toute matrice obtenue à la question a est solution. 

      Pour cela, si : ABX .λ+= , alors : λλ −=+= )(.)()( AtrBtrXtr , et :  

        BAABAXtrX =−+=+ .).().( λλ ,  

      et X  est bien solution de l’équation, qui admet donc une infinité de solutions.  
 

Formes linéaires, dualité, hyperplans. 
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42. a. Si D  n’est pas incluse dans H , alors : HDH ≠+ , car sinon on aurait : 
      ∀ Dx ∈ , )()0( DHxx +∈+= , donc : Hx ∈ , et on aurait : HD ⊂ . 

    Donc DH +  contient H  mais n’est pas égal à H  et : )dim()dim( HDH >+ , d’où :  

      1)dim( −>+ nDH , et : nDH =+ )dim( . 

    Donc : EDH =+ . 
    Comme de plus : nnDH =+−=+ 1)1()dim()dim( , H  et D  sont bien supplémentaires dans E. 

b. Si H  et D  sont supplémentaires dans E, alors : { }0=∩ DH , et : HD ⊄ .  
 

43. a. Soit P  de degré k  et de coefficient dominant égal à ka . 

    Alors )(Pφ  est un polynôme de degré au plus k et le coefficient kα  de kX  dans )(Pφ  est : 

      







−−+=−−+= 2

2

)1(

2

1
..2

2

)1(
.

2

1
.

k

k

kkkk

k

kkkk aaaaα . 

    • Si : 0=k , alors : 0=kα , et )(Pφ  est nul. 

    • Si : 0≠k , 1
2

1

2

1
2

2

)1(

2

1
22

2

)1(

2

1 =−−≥−−−=−−+
k

k

kk

k

k
, et : 0≠kα , donc : )deg())(deg( PP =φ . 

b. Puisque : ∀ P  ∈ �n[X], )(Pφ ∈ �n[X], et que φ est clairement linéaire, φ permet bien de définir un  
    endomorphisme de �n[X]. 
c. La question a montre que : ∀ P  ∈ �n[X], ( 1)deg( ≥P ) ⇒ ( 0)( ≠Pφ ),  

    on en déduit que : ⊂)ker(φ  �0[X]. 

    De plus, on a aussi constaté que : ∀ P  ∈ �n[X], ( 0)deg( =P ) ⇒ ( 0)( =Pφ ). 

    Donc : =)ker(φ  �0[X]. 

    )Im(φ  est alors de dimension n du fait du théorème du rang. 

    Une base de )Im(φ  est par exemple ( )(),...,( nXX φφ ). 

d. Il est immédiat que θ est une forme linéaire sur �n[X] puisque à valeurs dans � et linéaire par linéarité  
    de l’intégrale sur [0,1], et son noyau est donc un hyperplan de �n[X], donc de dimension n. 

    Puis : ∀ nk ≤≤1 , 

1

0

1111

0

1

0 1
.2

2
1

1

2

)1.(2
..2

2
1

2
).(













+
−







 −
+

−
+

=













−







 −+=
+++

∫∫ k

tt

kk

t
dtt

tt
dtt

kk

k

k
k

k

k

k
kφ . 

    Donc : 0
1

2

1

1
.2

2

1

1

2

)1.(2

1
).(

1
1

0
=









+
−−















+
−









+
−

+
=

+

∫ kkkk
dtt

k

k
kφ . 

    On en déduit que : )ker()Im( θφ ⊂ , et comme : n== ))dim(ker())dim(Im( θφ , on conclut que :  

      )Im()ker( φθ = . 
 

44. On peut noter que φ est effectivement une application linéaire de E dans E. 
Puisque f  est une forme linéaire non nulle, son noyau est un hyperplan de E. 

Soit ( 11,..., −nee ) une base de )ker( f  que l’on complète avec ne  en une base de E. 

Si on note : nn eueuu ..... 11 ++= , alors : )(.)(.0)(....)(.)( 11 nnnnnn efuefuefuefuuf =+=++= . 

Alors : ∀ 11 −≤≤ nk , kkkkE euefeeid =+=+ ).())(( φ , et : uefeeid nnnE ).())(( +=+ φ . 

La matrice A  de )( φ+Eid  dans la base ( nee ,...,1 ) s’écrit donc : 























+

=

−

nn

nn

n

uef

uef

uef

A

).(100

).(1

0

0

).(001

1

1

LL

OM

MOOM

MMOO

L

. 

Donc : )(1)(1)det( ufefuid nnE +=+=+ φ  

 
Calcul de déterminants.  
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45. On peut commencer par remplacer les colonnes 2C  et 3C  par 1CCk − , pour : 3,2=k . 

On factorise ensuite avec :  

  






 +







 −−=−
2

sin.
2

sin.2)cos()cos(
qpqp

qp , et : 
)cos().cos(

)sin(
)tan()tan(

qp

qp
qp

−=− ,  

et on développe par rapport à la première ligne, ce qui donne : 

   

























 −

























 −








 +







 −−






 +







 −−

=


























=

2
cos.

2
cos

2
sin

2
cos.

2
cos

2
sin

2
sin.

2
sin.2

2
sin.

2
sin.2

2
tan

2
tan

2
tan

)cos()cos()cos(

111

αγ

αγ

αβ

αβ

αγαγαβαβ

γβα
γβαD . 

On factorise ensuite dans la première et la deuxième ligne, la première et la deuxième colonne, et : 

  



































 +

−
















 +

=

























 +







 +
















 −







 −−=

2
cos

2
sin

2
cos

2
sin

.

2
cos

1

2
cos

1
2

sin
2

sin

.

2
cos

1
.

2
sin.

2
sin.2

γ

αγ

γ

αβ

γβ

αγαβ

α
αγαβ

CD , 

où C  est le coefficient factorisé. 

On termine en remarquant que : 






=






 −=






 +
2

cos
22

sin
2

sin
γγπαβ

, ainsi que la formule similaire pour 

l’autre terme. 
D’où : [ ] 011. =−= CD . 
 

46. On commence par additionner toutes les colonnes à la première, puis on soustrait la première ligne à 
toutes les autres, d’où : 

  

zyxxy

zxyxz

zyyzx

zyx

zyxxy

zxyxz

zyyzx

zyx

zyx

xyzyx

xzzyx

yzzyx

zyxzyx

D

−−−
−−−
−−−

++=

−−−
−−−
−−−

++=

++
++
++
++

= ).(

0

0

0

1

).(

0

0

0
. 

Pour ce nouveau déterminant, on remplace 2C  par 12 CC + , et 3C  par 13 CC + , d’où : 

  

10

01

11

).).().((

0

0).(

xy

xz

x

xzyyxzzyx

xyzxy

xzyxz

xzyxyzx

zyxD

−
−

−
−−−−++=

−+−−
−+−−

−−−−−
++= . 

On termine en développant le dernier déterminant et : )).().().(( zyxxzyyxzzyxD −−−−−−++= . 

L’ensemble des triplets de �3 vérifiant : 0=D , est donc la réunion de quatre plans, donnés par les 
équations : 0=++ zyx , 0=−− zyx , 0=−− xzy , 0=−− yxz .  
 

47. Pour le premier déterminant, on peut remplacer chaque colonne kC  par 1CCk − , et : 

  )!1(

101

0

11

001

11

1

21

111

det −=

−

=



















n

nn L

OOM

MO

L

L

OOM

MO

L

 (il est triangulaire inférieur). 

Pour le deuxième déterminant, on remplace la première colonne par )...( 21 nCCC ++− , et : 
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  nan

a

a

aaan

aa

aa

aaa

).2(

000

0

0

000

).2(

00

0

0

00

det −=

−

=























L

OOMM

MOOM

L

LL

L

OOMM

MOOM

L

LL

, (triangulaire supérieur). 

Pour le troisième déterminant, on remplace d’abord 1C  par nCC +1 , puis nL  par 1LLn + , et : 

  

100

1011

1

00

111

0111

10

1

00

111

011

1

01

110

LLL

LM

MOOOMM

MOOM

MO

LLL

L

OOM

MOOM

MO

LL

L

OOM

MO

L

−−

−
=

−−−

−=

−−

−
=nD . 

On développe alors suivant la première colonne puis suivant la dernière ligne, et : ∀ n ≥ 3, 2−= nn DD .  

On en déduit que : 
  • ∀ 1≥n , n impair, 01 == DDn , 

  • ∀ 2≥n , n pair, 12 == DDn . 

 

48. a. La matrice A  vaut : 





















=

nnn

n

n

aaa

aaa

aaa

A

L

MOMM

L

L

22

21

. 

    On remplace alors chaque colonne kC  par 1+− kk CC , de la 1ère à la )1( −n ème. 

    Cela donne : ))...(.(

000

0

0

)det( 121

1

1

32

13221

nnn

n

nn

nn

nnn

aaaaa

a

aa

aa

aa

aaaaaaa

A −−=
−
−

−
−−−

= −

−

−

−

L

MOMM

MOM

MMO

L

.  

b. Pour le premier des deux déterminants demandés ( maxD  et minD ), on pose : ∀ ni ≤≤1 , iai = . 

    Dans ce cas, puisque : ∀ 11 −≤≤ ni , 11 −=− +ii aa , on obtient avec la question a : 1
max )1.( −−= nnD . 

    Pour le deuxième, partons de : ∀ ni ≤≤1 , inai −+= 1 , pour obtenir : 



















−−
−

=

111

111

11

L

MOMM

L

L

nn

nn

A . 

    Pour le calcul de )det(A , on intervertit les lignes kL  et knL − , ce qui fait apparaître un certain nombre  

    de 1− , puis on intervertit les colonnes kC  et knC − , qui fait apparaître le même nombre de 1− , donc  

    globalement un nombre pair de 1− . 

    Or le déterminant devient alors : min

21

221

111

)det( D

n

A ==

L

MOMM

L

L

. 

    Enfin : ∀ 11 −≤≤ ni , 11 =− +ii aa , donc : 1)det( =A , et : 1min =D .  

 
Déterminants tridiagonaux.  
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49. Pour le calcul de nD , on commence par développer suivant la première ligne, ce qui fait apparaître 1−nD  

et un deuxième déterminant, que l’on développe alors suivant la première colonne et : 
  21 .1..).( −− −+= nnn DbaDbaD . 

Donc la suite ( nD ) vérifie la relation de récurrence : ∀ n ≥ 3, 0..).( 21 =++− −− nnn DbaDbaD . 

L’équation caractéristique associée est alors : 0.).(2 =++− barbar , dont les racines sont a  et b . 
Distinguons alors deux cas : 
  • si : ba ≠ , alors : ∃ ! ( βα , ) ∈ K2, ∀ 1≥n , nn

n baD .. βα += . 

On détermine alors α  et β  à l’aide de 1D  et 2D , avec : 

  babaD ..1 βα +=+= , 

  2222
2 ... babbaaD βα +=++= . 

Après résolution du système (dans le cas où a et b sont non nuls), on obtient : 
ba

a

−
=α , 

ab

b

−
=β . 

D’où : ∀ n ≥ 1, 
ba

ba
D

nn

n −
−=

++ 11

, et si a ou b est nul, ce résultat est encore valable (le déterminant est 

alors triangulaire inférieur).  
  • si : ba = , alors : ∃ ! ( βα , ) ∈ K2, ∀ 1≥n , n

n anD )..( βα += . 

Alors avec à nouveau 1D  et 2D  (et en distinguant au besoin le cas où a est nul), on obtient : a== βα , 

soit : ∀ 1≥n , n
n anD ).1( += . 

Pour le calcul de n∆ , on pose : α.iea = , et : α.ieb −= , et on distingue à nouveau deux cas : 

  • si : αα .. ii ee −= , alors : ∀ 1≥n , n
n anD ).1( += , c'est-à-dire : 

      si : 0=α  (mod π.2 ), ∀ 1≥n , )1( += nDn , 

      si : πα =  (mod π.2 ), ∀ 1≥n , n
n nD )1).(1( −+= . 

  • si : αα .. ii ee −≠ , alors : ∀ 1≥n , 
)sin(

)).1sin((
..

).1.().1.(

α
α

αα

αα +=
−
−= −

+−+ n

ee

ee
D

ii

nini

n . 

 
Déterminant de Vandermonde.  
50. a. Si on développe nP  suivant la dernière ligne, on constate qu’on obtient une somme de termes, chacun  

    étant un produit comportant un signe, un terme type kX , et un déterminant extrait, indépendant de X . 
    Donc nP  est un polynôme à coefficient dans K de degré au plus 1−n . 

b. Si deux des ix  sont égaux, deux lignes dans nV  sont égales et donc : 0),...,( 1 =nn xxV .  

c. Il est clair que si on évalue nP  en une valeur kx  avec : 11 −≤≤ nk , alors : 0)( =kn xP , puisque le  

    déterminant comporte alors deux lignes égales. 
    Donc les ix  étant distincts 2 à 2, on peut écrire : ))...(.( 11 −−−= nn xXxXCP , où C  est une constante.  

    Enfin, C est le coefficient de 1−nX  qui est donc le déterminant extrait obtenu dans le développement de  
    la question a, soit : ),...,( 111 −−= nn xxVC .  

d. On a donc (toujours si les kx  sont distincts 2 à 2) : ),...,().)...(( 11111 −−−−−= nnnn xxVxXxXP . 

    Donc on en déduit que : ),...,().)...((),...,( 111111 −−−−−= nnnnnnn xxVxxxxxxV . 

    Et si deux des kx  sont égaux, alors les deux côtés de l’égalité sont nuls : elle est donc valable pour  

    tout n-uplet ( nxx ,...,1 ) ∈ Kn.  

    On en déduit alors par récurrence que : ∏
≤<≤

−=
nji

ijnn xxxxV
1

1 )(),...,( . 

e. Pour retrouver directement la relation précédente, on effectue dans ),...,( 1 nn xxV  les opérations  

    suivantes : on remplace chaque colonne kC  par 1. −− knk CxC , pour k  de n  à 2 (dans cet ordre).  
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    Cela donne : 

001

.1

.

.1

),...,(
2
1

1
11

2
2

1
22

2
1

1
11

1

ML

LL

MMM

M

LL

−
−

−
−−

−−

−−

−−

−−
−−

=
n
nn

n
nnn

n
n

n
n

n
n

n
n

nn

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxV . 

    On développe alors suivant la dernière ligne puis on factorise sur chaque ligne par )( nk xx − . 

    Cela donne : ),...,().)...(.()1(),...,( 11111
1

1 −−−
+ −−−= nnnnn

n
nn xxVxxxxxxV , soit la même relation que  

    celle obtenue avant puisque : 11 )1()1( −+ −=− nn , que l’on distribue sur chaque terme du produit.  
 

Déterminants par blocs.  

51. Si on calcule le produit NM . , on obtient : 






 −
=









+−
−

=
D

BDACB

DCDDC

BDACB
NM

0

..

..

..
. . 

Puisque la matrice obtenue est triangulaire supérieure par blocs, on obtient : 
  )det()...det(.)1()det()...det().det( DCBDADDACBNM n −−=−= . 

De plus : )det(.)1()det()det( DDN n−=−= .  

Donc puisque D  est inversible, on a : 0)det( ≠D , et donc on peut simplifier pour aboutir à : 

  )..det()det( CBDAM −= . 
 

52. Si on remplace chaque ligne du déterminant de M  (de la 1ère à la nème) par : nkk LL ++ , alors cela revient 

à remplacer A  par BA + , et B  par BA +  dans ce déterminant par blocs, ce qui 

s’écrit :
AB

BABA
M

++
=)det( .  

Puis on remplace chaque colonne dans ce déterminant (de la )1( +n ème à la ).2( n ème) par : nkk CC −− , et : 

  
BAB

BA
M

−
+

=
0

)det( , et donc : )det().det()det( BABAM −+= , puisque le dernier déterminant 

obtenu est triangulaire inférieur. 
 

Déterminants, applications linéaires.  
53. On peut utiliser la méthode du pivot pour déterminer )(Arg . 

2

0000

0000

3822460

5361

1911230

1911230

3822460

5361

4253

6475

3147

5361

5361

6475

3147

4253

=



















−
−−

=



















−
−
−

−−

=



















−
−−

−
−−

=



















−−
−−

−
−

rgrgrgrg . 

Donc )Im(u  est de dimension 2. 

Puisque les deux premières colonnes de A   sont libres, elles forment une base de )Im(u . 

Donc : )Im(),,,( utzyx ∈ , si et seulement si la matrice 



















−
−

t

z

y

x

61

75

47

53

est de rang 2. 

Cela équivaut à dire que tous les déterminants 3×3 extraits sont nuls, soit : 

  zyx

z

y

x

.23.46.690

75

47

53

+−==−
−

, ou encore : 0.2.3 =+− zyx , 
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  tyx

t

y

x

.23.23.460

61

47

53

+−==−
−

, ou encore : 0.2 =+− tyx , 

  tzx

t

z

x

.46.23.230

61

75

53

+−==
−

, ou encore : 0.2 =+− tzx , et enfin : 

  tzy

t

z

y

.69.46.230

61

75

47

+−==
−

, ou encore : 0.3.2 =+− tzy . 

Donc : )Im(),,,( utzyx ∈ ) ⇔ ( 0.2.3 =+− zyx , 0.2 =+− tyx , 0.2 =+− tzx , 0.3.2 =+− tzy ). 
 

54. a. Il est immédiat que F  est inclus dans F(�,�), est non vide puisque la fonction nulle correspond à  
    choisir le polynôme nul, et �[X] étant stable par combinaison linéaire, F  l’est aussi. 
b. Soit : Ff ∈ , et donc : P  ∈ �n[X], tel que f  : )(. xPex x

a . 

    Alors : ∀ x  ∈ �, ))(')(.()('.)(.)(' xPxPexPexPexf xxx +=+= , avec : nPP ≤+ )'deg( . 

    Donc la dérivation (notons la ∆  dans F ) est une application de F dans F . 
    De plus, il est évident qu’elle est linéaire, donc c’est bien un endomorphisme de F . 
    Calculons alors sa matrice dans la base « canonique » de F  associée à la base canonique de �n[X]. 
    Notons pour cela : ∀ nk ≤≤0 , kf  : 

kx xex .a , et F la base de F  ainsi obtenue. 

    Alors : 00 )( ff =∆ , et : ∀ 1 ≤ k ≤ n, 1.)( −+=∆ kkk fkff . 

    Donc : ,(∆mat F























=

100

0

10

0011

)

LL

OOM

OOOM

MOO

L

n

, d’où : 1)det( =∆ . 

 
55. Soit f  un endomorphisme de � considéré comme un �-espace vectoriel. 

a. � est un �-espace vectoriel de dimension 2. 
    En effet, on a : � ),1( iVect= , puisque :  

      ∀ z  ∈ �, ∃ ! ( yx, ) ∈ �2, iyxz .1. += , et ( i,1 ) est bien une base de � comme �-espace vectoriel. 
b. Raisonnons par analyse-synthèse. 
    Si a et b existent alors : baf +=)1( , et : ibiaif ..)( −= . 

    On en déduit que : ))(.)1(.(
2

1
ififa −= , et : ))(.)1(.(

2

1
ififb += . 

    Réciproquement, pour : yixz .+= , avec : ( yx, ) ∈ �2, on a :  

      )().()(.)1(.).)).((.)1(.(
2

1
).)).((.)1(.(

2

1
.. zfyixfifyfxyixififyixififzbza =+=+=−+++−=+ .  

    On a ainsi prouvé l’existence et l’unicité du couple (a,b) cherché. 

c. Si on note : βα .)1( if += , et : '.')( βα iif += , la matrice de f  dans la base ( i,1 ) vaut : 








'

'

ββ
αα

,  

    puis : βαβα '.'.)det( −=f . 

    De plus : 
2

'
.

2

' αββα −++= ia , et : 
2

'
.

2

' αββα ++−= ib , et : 

      )'..2'..2''.(
4

1

2

'

2

' 2222
22

2 βαβαβαβααββα −++++=






 −+






 +=a , et : 
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      )'..2'..2''.(
4

1

2

'

2

' 2222
22

2 βαβαβαβααββα +−+++=






 ++






 −=b , d’où : 

      )det('.'.
22

fba =−=− βαβα . 

 
Systèmes linéaires.  
56. Système (S1) : on peut calculer le déterminant pour les trois premières équations. 

Il vaut : 2)1).(2(

101

011

001

).2(

11

11

111

).2(

11

11

11

−+=
−

−+=+= mm

m

mm

m

mm

m

m

m

. 

• Si : 1≠m , et : 2−≠m , les trois premières équations admettent une unique solution qui vaut : 
  )0,1,0(),,( =zyx . 
Mais cette solution ne vérifie pas la dernière équation et le système complet n’a pas de solution. 
• Si : 1=m , alors le système se ramène à une unique équation : 1=++ zyx , qui admet une infinité de 
solutions (formant un plan affine dans �3). 
• Si : 2−=m , alors la somme des trois premières équations donne : 00 = , et le système des trois 
premières équations sont donc compatibles qui admettent comme solutions :  
  ),1,(),;( xxxzyx += , avec : x ∈ �. 
Comme on veut par ailleurs prendre en compte également la dernière équation, on doit aussi avoir : 
  21.3 −=+x , autrement dit : 1,0,1 −==−= zyx . 
Système (S2) : Le deuxième système a pour déterminant :   

  )).().((

111

)1.()1.()1.(

111

222

abbcac

cba

cba

ccbbaa

cba −−−==
−−−

, (on reconnaît un Vandermonde). 

• Si cba ,,  sont distincts deux à deux, alors le système admet une unique solution donnée par les 

formules de Cramer, donnant par exemple : 
)).().((

)).().((

)1.()1.()1.(

111

)1.()1.()1.(

111

abbcac

dbbcdc

ccbbaa

cba

ccbbdd

cbd

x
−−−
−−−=

−−−

−−−
= , 

de même pour y  et z . 

• Si par exemple : cba ≠= , alors le système se ramène à : 








−=−++−
=++
=++

)1.().1.()).(1.(

.).(

1)(

ddzccyxaa

dzcyxa

zyx

 . 

On peut alors résoudre les deux premières équations et voir si la solution trouvée en : yxx +=' , et z  est 
solution de la troisième équation. 
On peut aussi raisonner autrement, en posant encore : yxx +=' , et dire que si le dernier système a une 

solution, alors le système : 








=−++
=−++
=−++

0)1.(.'.

0)1.(.'.

0)1.(1'

222 dzcxa

dzcxa

zx

, a une solution non nulle )1,,'( −zx . 

Donc son déterminant est nul et comme c’est un Vandermonde, c’est qu’on a : da = , ou : dc = . 
On distingue alors trois sous-cas ici : 
  si : ad ≠ , et : cd ≠ , alors le système n’a pas de solution. 

  si : ad = , alors le système se ramène à : 








=+−
=+−
=+−

0.)1'.(

0.)1'.(

0)1'(

22 zcxa

zcxa

zx

, et comme : ca ≠ , ce système a une 
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unique solution : 01' ==− zx , soit finalement )0,1,( xx −  comme solutions pour le système initial. 

  si : cd = , alors le système se ramène à : 








=−+
=−+
=−+

0)1.('.

0)1.('.

0)1('

22 zcxa

zcxa

zx

, et à nouveau, comme : ca ≠ , ce 

système a une unique solution : 01' =−= zx , soit finalement )1,,( xx −  comme solutions pour le système 
initial. 

• Si enfin : cba == , le système se ramène à : 








−=++−
=++
=++

)1.()).(1.(

).(

1)(

ddzyxaa

dzyxa

zyx

. 

Deux sous-cas se présentent : 
  si : da ≠ , il n’y a pas de solution,  
  si : da = , il y a un plan affine de solutions qui est l’ensemble des triplets vérifiant : 1=++ zyx . 
 

57. Puisque ce système est un système homogène, il y a toujours une solution qui est ( 0,0,0 ). 
Ce système admet donc une autre solution si et seulement si ça n’est pas un système de Cramer, 
autrement dit si et seulement si son déterminant est nul. 

Or ce déterminant vaut : 8.7.9

332

)2.3(2

1)1(1

)det( 2 ++=
−

+−
−+−

= mmmm

m

S . 

Comme le discriminant de ce trinôme vaut -239, si on travaille dans �, ce déterminant ne s’annule pas et  
le système a toujours une unique solution qui est ( 0,0,0 ). 

Si on est dans �, il y a deux valeurs de m  qui sont : 
18

239.7 i±−
, pour lesquelles il y a d’autres 

solutions au système que ( 0,0,0 ).  
 

Calcul de rang de matrice.  
58. On peut développer ))(det( αM  suivant la première ligne, et : nnnM )(1.)1(1))(det( 1 ααα −−=−+= + . 

Le rang de )(αM  dépend dans un premier temps de la nullité (ou pas) de ))(det( αM . 

• Si : ∃ k  ∈ �, n

ki

e
π

α
...2

−= , alors : 0))(det( =αM , et : nMrg <))(( α . 

Dans ce cas, la sous-matrice de taille )1()1( −×− nn  extraite en haut à gauche de )(αM  est inversible 

(car triangulaire inférieure de déterminant égal à 1), donc )(αM  est de rang au moins )1( −n . 

Finalement, dans ce cas, 1))(( −= nMrg α .  

• Si α n’est pas une racine n ième de l’unité, alors : 0))(det( ≠αM , et : nMrg =))(( α . 
 
 
 

 


