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Résistance des matériaux

Etude des solides

déformables globalement

Résumeé

Programme - Compétences

B214

MODELISER

- Solide déformable globalement en petites déformations (modele poutre
droite) :

- Hypothéses de comportement (isotropie, homogénéité) ;

- Loi de déformation élastique linéaire.

B218

MODELISER

Modélisation gé¢ométrique du déplacement des points d’un solide
déformable

- Hypothése de Navier Bernoulli ;

- Hypothese des petits déplacements : torseur des petits déplacements
d’une section droite ;

- Torseur des déformations.

B222

MODELISER

Modélisation des actions intérieures a un solide (torseur de cohésion)
- Equations d’équilibre global et local ;

- Modélisation du champ de contraintes locales ;

- Champ des contraintes dans une section droite ;

- Hypothese de Barré-de Venant.

C12

RESOUDRE

Hyperstatisme : choisir un modele et une méthode de résolution et
déterminer les actions mécaniques désirées

C13

RESOUDRE

Contraintes
- Relations entre contraintes et composantes du torseur de cohésion.

Ci4

RESOUDRE

- Déplacements des points de la ligne moyenne d’une poutre :
- Théoréme de superposition,
- Lois de comportement.
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Poutres

Hypotheéses

Géométrie
Longueur >> dimensions transversales
Rayon de courbure de la ligne moyenne
>> dimensions section droite.
Gradient de variation de la section droite
S faible

Continus
Homogenes
Isotropes

Matériaux

Base locale : By (X5, V5, Z) avec X5 orientant la ligne moyenne

Saint Venant

L’état des sollicitations dans la section droite
de centre G, dans une région suffisamment
d’applications des
charges extérieures appliquées a la poutre,
ne dépend pas, pour les mémes torseurs
associés a ces charges, de la maniére avec

éloignée des points

lesquelles elles sont appliquées.

Déformations

Les résultats de la théorie des
poutres ne sont valables que dans

le cas de petites déformations

Navier-Bernoulli

Les sections planes Z, normales a la ligne
moyenne avant chargement, demeurent
planes et normales a la ligne moyenne
aprées chargement (déformation).

Caractéristiques des sections

Zs

Zy
Moments statiques (m?)
i A(0,57) = f 2dS
T X
| z A(O,ZE) = jyds
o >
P! ~
Yo V¥ )T'
5

Moments quadratiques (m*)

100,y5) = 1o, = fzzdS
X

1(0,Zs) = lo, = f y2dS
X

1(0) =1y = f(yz +2z2)dS =1(0,y5) +1(0, Zy)
z

Remarque : Le centre du repére doit étre le point ol est calculé le moment statique ou quadratique
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Centre de gravité

Méthode Intégrale Méthode sous-sections
—— - 2=XU2,U..UZ2
fGMdS =0 1= n
X . .
Zi n 2_] = g Vi # ]
Yo =§Lyds =5400.%) g _ $10G; +5,0G; + -+ 5,06,

1 1 51+SZ+"'+Sn
Zo == | zdS == 4A(0,y
G SLZ S 0,yx)

Sections usuelles a connaitre

= Rectangulaire Circulaire
T . 3 nD*
| I(G,}Iz):E 1(G,y5) = — 4 i
l
1] 4 G = . .
e e ,Zy) = —— Zy - Vr
"iT 7 12 64
é hb(h? + b?) nD*
1(G) =——FF7— 1(G) =—— D
] ©) =——=3 ©) ==

Théoréme de Huygens

- - - — = > 2
1(0,35) = 1(G,¥z) + Sd,* = 1(G, ¥5) + S(GO. Zy)
— 2
100,%y) = 1(G,Z5) + Sd,* = 1(G, Z;) + S(GO.¥x)

Application : Connaissant les moments quadratiques Iciyi et IGL.zi de sous-sections X; de

surface S* en leurs centres de gravités G;

J=X;UXU..UE, ; Z5NY=QVi#j

n n n

. ; L 2

lg, = jzz ds = ZJ z2dS = Zlcy‘ = Z |16, +5'(6G..2) |
z i=1"%i i=1 i=1
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Conditions aux limites

Type d’appui Schéma Conditions cinématiques

x(A) =y(A) =0

Encastrement X
A y'(A)=0
YT A
Pivot ou articulation = x(A)=y(A) =0
L A)=0
Glissiere - A y,(
y'(A) =0

Ponctuelle y(A) =0
tY
¢
A Exemple :
A B 4
’

o4

x(A)=yA) =y'(A) =y(B)=0

Torseur de cohésion — Torseur des efforts intérieurs

Définition
{Text—>5} = {T§_>5} = {0}
{T§_>1} {7}I—>1} {g;—ﬂl} {TE—HI}

N ® b ;

I S 1
{T§—>s} = {T§—>1} + {TE—W} = {0}

| 92} = Ui} = (s} = —(%.1) |
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Eléments de réduction

5 Symbole Nom
N(s) M (s)\* N Effort normal (suivant xy)
(T} = Ty (s) Mfy(s) T, Effort tranchant suivant y5
T,(s) M (s) T, Effort tranchant suivant Zy
z G M, Moment de torsion
A exprimer dans la base locale By, My, | Moment fléchissant suivant yy
My, Moment fléchissant suivant zz

Trongons de poutres

On définit un trongon de poutre comme une portion de poutre dans laquelle I'expression de
chacun des éléments de réductions du torseur de cohésion est une fonction de I'abscisse
curviligne dont la formule ne change pas. Chaque trongcon est numéroté a I'aide d’un chiffre.

On découpe une poutre en troncons :

- aux points d’application d’efforts concentrés et de couples

- aux points ou les conditions aux limites changent : application d’un effort linéique etc.

- aux lieux ou la géométrie de la ligne moyenne de la poutre change, il y aura ici aussi
discontinuité d’éléments de réduction du torseur de cohésion.

- auxlieux ou la géométrie de la section change

- aux lieux ol le matériau change

Remarque : En cas de variations de géométrie, penser a exprimer les torseurs de cohésion en
fonction de I'abscisse curviligne s.

Quelle que soit la sollicitation étudiée, dés lors qu’il y a n trongons dont les interfaces sont en
x = x;, la déformée étudiée f(x) s’exprimera d’une maniere différente dans chaque
trongon f;(x) tel que
( () Vxel0,x]
fO0) = { i) Vxelxi g, il
U () Vel
Il'y aura alors continuité de la poutre, soit les conditions limites suivantes :
( f2(x1) = f1(x1) ( f'(x)=f'(x)
{ fiCxi—1) = fica(xi-1) ; J fi,(xi—l) = fi—1’(xi—1)

kfn(xn—l) ZII}Cn—l(xn—l) Lfn,(xn—l) =mfn—1’(xn—1)
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Méthode de détermination du torseur de cohésion

- Isoler la poutre
- Faire le bilan des actions extérieures
- Appliquer le PFS
o sih=0: (optionnel) Déterminer les actions de liaison
o Sih=1:Exprimer les actions de liaison en fonction de I'action « en trop »
- Représenter la poutre et ses actions extérieures graphiquement
- ldentifier les différents troncons de la poutre et les numéroter sur le schéma (1,2,3 ...)
- Pour chaque trongon :
o Etablir le schéma de la poutre compléte en positionnant le point M a I’abscisse
désirée et les actions extérieures sur I'intégralité de la poutre
Identifier les parties I et I]
Choisir la partie isolée pour déterminer {7;-}
Faire apparaitre les actions extérieures sur celle-ci

O O O O

Déterminer le torseur de cohésion

Diagrammes des sollicitations

Tracé des 6 sollicitations N(s),T,(s), Tz(s),Mt(s),Mfy (s), Mg (s) en fonction de Iabscisse
curviligne, a la méme échelle pour les efforts, et pour les moments, en faisant apparaitre les valeurs
caractéristiques

&

Continuité des sollicitations

Point de continuité Point de discontinuité
dR(s) . AR = -F
+ =0
—+f() o
. AM = —-C
dM(s) B

+XzAR(s) =0 En un point ou un effort concentré est

appliqué, il y a discontinuité de la
En un point ou une densité linéique résultante.
d’effort est appliquée, il y a continuité
de la résultante et du moment. En un point ol un couple est appliqué,

il y a discontinuité du moment.

Page 6sur 1l




Derniére mise a jour

Fiche résumé

Denis DEFAUCHY

05/12/2015

Résistance des matériaux

Contraintes et déformations

Contraintes

Déformations

dﬁ2—>1
ds

E(M' ) = cgr—r}o

1 MPa = 10° Pa
C(M,X5) = OuxXy + Oay V5 + 075

Oxx = C(M, X3). %5

Oxy = C(M,%5). 75

0xs = C(M,%5). 25
( j (M, %) dS )

X

T ==} = { R
GMNAC(M, ds
L L (M, x5) dS | )

GM = yy; + 775

N = faxx ds M, = f(yaxz — Z0yy) dS
b s

T, = _[ny ds Mfy = fzaxx ds
z z

T, = faxz das Mg = —fyaxx ds
s s

Etat initial Etat final

Torseur des déplacements

6(x)} = {

eﬁwyﬁwzz—z’} _{5(@}
uxy +vys +wzy ). (U@)),

Torseur des petites déformations

() = {V(x)} 3 {Vxx_z’ +yyys + sz_z’}
G

£(x) ExXy + &Yy + £,25 c
dé(x)
_ dx
dU (x)

I + x);/\H(x)) .

7 (x) est la déformation angulaire

£(x) est la déformation linéaire

{F1} - {01} &{D;}

{F2} - {0,} &{D,}

Principe de superposition

Théorie de la RDM = Théorie linéaire = Regle de superposition

= {AF1} + {uF,} - {Aoy + poy} &{AD; + uD,}
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Contraintes
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Déformations

Contrainte normale

axx

Contrainte tangentielle
() Xy

O-.X'Z

Lois de Hooke

E

G

G

Déformation longitudinale

Ex

Déformation transversale

€y

€z

E Module d’Young, Module d’élasticité en Pa (MPa)

G Module d’élasticité transversal

Matériau Module d’Young E | Module de cisaillement G g
(MPa) (MPa) G=—0"
Acier 210 000 80 000 2(1+v)
Aluminium 70000 26 000

E(x) = exX5 + &Yy + £,25

E(M» X5) = EgxXs + G‘Syﬁ + Ge,Z5 = OppXy + nyﬁ + OxyZs

Dimensionnement

Contraintes normales Contraintes tangentielles
Rg Rg
= — R -
Rpg =— Pg =7,
Omax < RpE RG = fRE
Tmax < RpG
L. Limite élastique Re
Matériau (MPa) &
Acier 220
Aluminium 40 €10.5;1]
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Sollicitations
Traction . . .
. Cisaillement Torsion Flexion
Compression
N 0\E 0 0)* 0 M, 0 0% 0 By
0 0} T, 0 {0 0 } 0 0 Mg,
0 0 ¢ T, 0) 0 0/) ¢ 0 M) T, c
T. t
N Opy = = T=r =16V M; Mg
Oxx = = N G Oxx = _y_z +z
xx SO o _ 2 . da IGz IG
X2 SL " ix
x M
AL = — = — 12 MZ 12 — f
(x) ES Vy Ty GS AG = % y (x) = J Z (x) = _Ely
_ NL L - Gl EIGz Gy
AL =g V=T 75 0,(x)=y'(x) | 6,(x)=~-7'(x)
I % 5
| . Gj A

Contraintes normales

Sollicitations composées

Contraintes tangentielles
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Problemes hyperstatiques

Méthode de résolution des probléemes hyperstatiques de degré 1

- h causes de I'hyperstatisme (condition géométrique associée)
- PFS et systeme statique

- Identifier 'inconnue statique de la liaison « en trop » (notons la Inc)

- Sollicitation et formule de déformation associée

- Relation géométrique imposée par la liaison « en trop »

- Inconnues statiques associées a la sollicitation en fonction de Inc

- Eléments de réduction du torseur de cohésion associés a la sollicitation en fonction de

Inc

- Poser le probléeme isostatique associé (suppression du DDL bloqué « en trop ») avec

I'inconnue Inc comme effort extérieur

- Equation de la déformée pour la sollicitation étudiée en fonction de Inc

- Equation supplémentaire issue de la condition géométrique de la liaison « en trop »

- 6 équations statique + nouvelle équation = résolution
- Sinécessaire, détermination de I’équation de la déformée en fonction du chargement

extérieur
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Cas particuliers

Concentrations de contraintes

Un accident de géométrie induit une
contrainte locale 0,,, Supérieure a la
contrainte nominale g,y issue de la théorie
des poutres. Le facteur de concentration de
contrainte K; vaut :

O-m ax

K, =

Onom

Exemple de répartition de contrainte dans un
arbre rainuré :

TRACTION

Contrainte nominale

o

Contrainte réelle

FLEXION

Contrainte nominale

' 4
M

Contrainte réelle

TORSION

7 .
Contrainte nominale

Contrainte réelle

Des abaques seront fournis

Flambage

Instabilité en compression établie a partir
d’un effort critique en compression.

ool el oA T el
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