Derniére mise a jour Systemes régis par une équa. Denis DEFAUCHY
04/10/2017 diff. du 1° et 2° ordre Cours

A.IV. Systemes du 1° et 2° ordre
A.IV.1 Introduction

A.IV.1.a Modélisation des systemes
A.IV.1.a.i Fonction de transfert canonique
Les paragraphes précédents nous ont conduits a savoir modéliser un systeme, qu’il soit composé

- d’une seule fonction de transfert traduisant son comportement
- de plusieurs fonctions de transfert en chaine directe
- de plusieurs fonctions de transfert dans un systéme asservi avec chaine de retour

Les outils introduits nous permettent, dans tous les cas, de représenter le systéme avec un seul bloc
contenant la fonction de transfert globale du systeme H™(p) d’ordre n :

E(p) S
21 e 2

byp™ + -+ byp + by
p*(app™* + -+ a;p + ap)

H"(p) = ;a9 # 0

On cherchera toujours a exprimer la fonction de transfert H"(p) sous forme canonique. Cette forme
laisse apparaitre un facteur 1 au numérateur et au dénominateur sur le terme en p° :

D pym g D1 )
bo 1. (b—op + +b0p+1

H"(p) =
aop® (%n-a yn-a 4 ... 4
On appelle gain statique de H" le terme K = z—" = lin?)(p“H”(p))
0 p—

La forme canonique de la fonction de transfert est donc la forme suivante :

b pym 4.4 1 )
K (b—op + +b0p+1

@(An-q. n-a 4 .. 4 %4
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A.IV.1.a.ii Unités des termes d’une fonction de transfert

Comme il y a des termes 1 dans les polyndbmes au numérateur et au dénominateur de la fonction de
transfert, tous les autres termes de ces polyndmes doivent étre homogéenes a des nombres, c’est-a-
dire :

[Z—’: m] =[.]= [Z—zp] = [1]

oty =11 =[]

— =[..]=—p|=][1

] = L1 = 2] =

Or, la multiplication par p dans le domaine de Laplace correspond a une dérivation, elle est donc
homogéne a des s™1, on a donc :

[b—m] =s™ ; .. [ﬁ] =s

bo bo

e+ [
” A P

Le gain statique K est tel que :

[s(®)] = [K]s“[e(®)]

Soit :

[s(®)] 1
(@] 5

[K] =
A.IV.1.a.iii Remarques

- On ne doit pas garder de termes inverses de puissances de p

- Une erreur courante est commise lorsque la fonction de transfert n’est pas exprimée
uniguement sous forme d’un quotient de polynémes en p mais fait apparaitre des fonctions
de transfert. Dans ce cas, on ne peut pas obtenir la forme canonique de H"(p). Il faut d’abord
exprimer les fonctions de transfert en quotients de polynémes et les remplacer dans H™(p).

- Veiller au plus possible a ne pas garder de quotients de quotients de polynémes, simplifier
I’expression dans le but d’avoir un polynéme au numérateur et au dénominateur.
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A.IV.1.a.iv Ecart statique et gain statique

Pour un systéme de gain statique K et de classe 0 (on montrera en 2° année que cette condition est
a l'origine de I'existence d’une valeur finale — stabilité), on a toujours

& =Ey(1-K)
En effet, avec une classe nulle, on a :

bm m bl
(v e fio )

(Z—Zp” + - +Z—;p + 1)

H"(p) =K

Par ailleurs :
E(p) = S(p) = Eo — H"(P)Eo = Eo(1 — H™(p))
Enfin, en appliquant le théoreme de la valeur finale pour un échelon d’entrée %, le p du TVF annule le

1 )
- de I’échelon :

& = tl_i)I_E’loo(E(p) - 5(p)) = LI_I;% EO(1 — Hn(p)) = E, [1 _ zlji_l’)lgl)(Hn(p))]

Or:
K(Iz)mpm+-- +%p+1>
H"(p) = (an" - “+ﬂ°+1) ~K
aop aop
Soit :

& =Ey(1-K)

Attention : bien que cette formule donne toujours une valeur, elle n’a de sens réel que si K est sans
unité, c’est-a-dire si entrée et sortie sont de méme unité. Un moteur qui transforme une tension en
vitesse de rotation ne permet pas d’interpréter le résultat de ce calcul qui n’a aucun sens réel.
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A.IV.1.a.v Tangentes a I'origines de réponses indicielles de systéme d’ordres quelconques
Soit une fonction de transfert quelconque d’ordre n :

(np™ + - +mp+1)
(dnp™ + -+ +dip + 1)

H"(p) =K
Soit une entrée de type échelon :
Eo
E(p) =—
p

Ona:

KEy (npp™+ - +np+1)
(dpp™+--+dip+1)

S(p) =H"(p) E(p) =

Trouver la tangente a l'origine de s(t) est trés simple dans Laplace en supposant des conditions
initiales nulles :

p—o+oo

s'(0) = tl—i>I-Poo (pL(s’(t))) - pETw(pZS(P)) = lim <pz KEy (npp™ + -+ mnyp + 1))

p (dpyp™+--+dip+1)

n,p™+--+np+1
S,(O) — pEer (pKEO ( nP 1P ))

(dnp™+--+dip+1)

Il suffira alors de garder les termes de plus haut degré au numérateur et au dénominateur et d’étudier
cette limite.

Exemple :

H'(p) = ——————
®) 1+ ap + bp?

0) = 1i (KE K )— I (pKE")— I (KE"l)—o
S e P T v b) T oot \bp2 ) T e\ b p)

On remarquera que toute fonction dont le numérateur est une constante et donc I'ordre est au

minimum de 2 présente une réponse a un échelon de pente a I'origine nulle.
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A.IV.1.b Systémes du 1° et du 2° ordre

Nous avons vu précédemment que quelle que soit la forme de la fonction de transfert d’'un systeme
causal, on peut la mettre sous la forme de somme de fractions rationnelles d’ordre 1 et 2 (cf
décomposition en éléments simples). Une sortie d’un systéme d’ordre supérieur se décomposera donc
toujours en somme de sorties de systéemes du premier et du second ordre.

Soit H™(p)la fonction de transfert d’un systéme d’ordre n > 2, on aura :
H'(0) = ) H} @)+ ) HA ()
j j

Avec Hj1 et sz des fonctions de transfert du premier et du second ordre.

Toute réponse S(p) d’un systéeme d’ordre n s’écrit comme somme de réponses de systéemes d’ordre 1
et2:

S®) = H"@E®) = ) HHE® + ) H @E®)
j j
Nous allons donc nous limiter dans I'étude des systémes d’ordre 1 et 2 et nous saurons déterminer la
réponse d’un systéme d’ordre quelconque.
A.1V.1.c Entrée échelon et rampe

Nous avons abordé les entrées Dirac (peu utilisée), échelon et rampe. L'entrée sinusoidale et les
réponses harmoniques associées seront traitées dans un chapitre ultérieur.

Dans la plupart des asservissement qui seront étudiés, les entrée seront décomposables en sommes
de signaux usuels de type échelon et rampe, et il suffira donc de savoir déterminer la réponse d’'un
systeme du 1° ou du 2° ordre a un échelon et a une rampe pour pouvoir donner la réponse compléte
du systéme a une entrée composée de ces entrées types.
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Exemples :

Soit le signal suivant, souvent imposé en entrée des systémes linéaires :

e(t)
a
—a
Ty T, Ts t
Ce signal d’entré est en réalité la somme de 4 rampes de pente a et —a avec des retards différents:
e(t)
Ty T,
T t
(t) = atuXt)

e(®) =f®) —ft-T) - f(t=T) + f(t—Ts)

a a a a
E(p) = —2— _Ze_pTl J— _ze_pTZ + _ze_pTS
p P p

E(p) = E;(p) + Ex(p) + E5(p) + E4(p)

Ainsi, la sortie d’un systeme soumis a cette entrée se décomposera en la somme de 4 réponses du
systeme pour 4 rampes avec des retards différents.

S(p) =H()E() = HP)E,(p) + H(p)E,(p) + Hp)E5(p) + HP)E4(p)

Remarque : lors de la présence d’un retard sur I'entrée, on effectue la démarche de résolution dans le

domaine de Laplace comme vue précédemment, en gardant en facteur le terme e P, puis lors de
I"application de la transformée de Laplace inverse, on déduit les fonctions temporelles en changeant
(t) en (t — T) (ne pas oublier le u(t — T) qui annule la réponse a I'entrée retardée avant T
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A.IV.2 Systemes du premier ordre

A.IV.2.a Généralités

A.IV.2.a.i Définition

Un systeme du premier ordre est décrit par une équation différentielle du premier ordre :

Tds(t) _x
s(t) + T = Ke(t)

(K, T)>0
Cette écriture de I'’équation différentielle est la forme normalisée d’un systeme du premier ordre :

- T estla constante de temps du systéme (a ne pas confondre avec une période)
- K est le gain statique du systéeme

- On définit aussi la pulsation de coupure du systéme : w, = %
A.IV.2.a.ii Fonction de transfert

Dans le cas de conditions initiales nulles, passons cette équation dans le domaine de Laplace :

S(p) + TpS(p) = KE(p)

_S(p) K

H(p)_@_1+Tp

Cette écriture est la représentation canonique d’un systéeme du premier ordre. Pour I'obtenir, il faut
gue le terme constant du dénominateur soit égal a 1.

A.IV.2.a.iii Unités des constantes

_ [s®]
[e(®)]

K est tel que : [K]

T est homogene a des secondes : [T] = s

A.IV.2.b Réponses temporelles d’'un systéme du 1° ordre

Etudions la réponse des systémes du 1° ordre a un échelon et a une rampe.
A.IV.2.b.i Réponse indicielle

Considérons un échelon en entrée du systéme :

e(t) = equ(t)
_%
E(p) = >

eo  Keg
1+Tpp _p(1+Tp)

S(p) =HP)E(p) =
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La décomposition en éléments simples de S(p) est de la forme :

A
S =—+
() p 1+Tp

Déterminons A et B :

A+ATp+Bp (AT+B)p+A4A

S(p) = =
p(1+Tp) p(1+Tp)
Soit :

AT +B =0
A=Keo
{B:—KeOT
A:Keo

sy = Keo _ KeoT _ [1 T ]_K 11

p)= p 14+Tp °lp 1+4+Tpl~ €o 1

Appliquons la transformée de Laplace inverse a S(p) afin de déterminer la réponse temporelle d’un
systéme du premier ordre a une entrée échelon

s(t) = Keg [1 — e_%] u(t)
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Quelques caractéristiques sont a connaitre :

Valeur finale sy Réponseat =T

Seo = tETmS(t)

t
= |i — e T

s = i [Keo (177 .

T . K eg 1
S = IR S() = Py Tp p s(T) = Keg [1 B E]

Ke —
Sw = lim ——— = Ke, s(T) = 0,63Key
p=0t1+Tp
s(T) = 0,635,

L’écart statique vaut donc :
& = tligrn [e(t) —s(t)]
&, =eg— Keg =ey(1 —K)
Pente a I'origine s'(0%)

Temps de réponse a 5% t; .,

s(trs%) = 0,95s,,

K _t
s'(t) = T €oe T trsy,
Keg|l—e T | =0,95Ke

g Keq

S (0 ) = T fres

Soit la droite tangente a I'origine de s(t) 1- et T =095
_irsw
y = %t e T =005
trsg
Ent=T,ona: —%zan,OSz—B
y = Kep = soo trey, ~ 3T

Propriétés de la tangente en un point quelconque

A tout instant t,, la dérivée de cette réponse vaut :
t

K _
s'(ty) = T €oe T

La droite qui passe par le point (tl,s(tl)) et de pente s'(t;) a pour équation :
t ) Key _t1

y(6) = s(ty) + (¢ — £,)s' () = Keg (1 e )4 e—2et
Cette droite coupe la valeur s, = Kej en t, tel que

_b Key _t
y(t2)=Keo(1_e T)‘l‘(tz_tl)Te T =K6’0

1—e T+ T =1
t Tt
12"

T

tz - tl = T

tz = tl + T

Ainsi, a tout moment, la tangente en un point coupe I'asymptote finale T secondes plus tard
T
4+“—>
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. . . . K . .
Conclusions : un systeme du premier ordre de fonction de transfert T a un échelon de valeur e,

- Asaréponse quitend vers s,, = Key,

- Aun écart statique valant e, = eg(1 — K), nulsiK =1

- Asapente al'origine qui coupe la valeur finale s, at =T

- Atteint 63% de sa valeur finales, at =T

- Auntemps de réponse a 5% tel que t

rso, ~ 3T

- Atoutinstant, la tangente a la réponse coupe la valeur finale T secondes plus tard

/ / s(t) écart

s(t) 4 s(D) ,
e(t
e ® _ ke,
0.95 €o s 0,95K €0
€o
0,63 [+ 0 0,63 Keo

e(t)

—+

T 3T

ExemplesiK > 1
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A.IV.2.b.ii Réponse a une rampe
Considérons une rampe en entrée du systeme :
e(t) = atu(t)
E(p) =
p)=—
p?

K «a _ Ka
1+Tpp? p2(1+Tp)

S(p) =H(P)E() =

La décomposition en éléments simples de S(p) est de la forme :

S()_A_I_B_I_ C
I o
Déterminons A, B et C:
S()_Ap+B+ p’C  Ap+B+ATp*+TBp+p?’C (AT +C)p®>+ (A+TB)p +B
=" Tpr+Tp) p?(1+ Tp) B p2(1+ Tp)
Soit :
AT +C =0
A+TB=0
B =Ka

A =-TB =—KaT

{c = —AT = KaT?
B =Ka

KaT Ka KaT?

S(p) =——+—+
® p p?> 1+Tp
S(p) =K !t Tt
p*> p p+%

Appliquons la transformée de Laplace inverse a S(p) afin de déterminer la réponse temporelle d’un
systeme du premier ordre a une entrée rampe

s(t) =Ka [t —-T+ Te_%] u(t)

s(t) =Ka [t -T (1 — e_%>] u(t)
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Quelques caractéristiques sont a connaitre :

Asymptote a l'infini a,,

Ka(t—T+Te_%)u(t) Yo Ka(t—T)
A = Ka(t—T)

Ecart de poursuite g,

Méthode temporelle

e, = lim [e(t) = s(0)
&y = tgrllw[at —Ka(t—T)]
&, = tl_i)grnoo[at(l — K) + KaT]

K=1 K#1
&y = tl_i)grnoo[aT] & = tl_i)gn(j()[at(l — K) + KaT]
& =aT & = too

Méthode Laplace

Détaillons ce calcul car il présente une petite particularité :

i i . a K a
& = lim [e(®) —s(O] = lim p[E(p) = S@)] = lim, p [p_z -7 F]
.a o arl+Tp—K _ a(1—K) + aTp
&, = lim —[1 — ] = lim — —] = lim
p=0+p 14+Tpl pootpl 1+Tp po0+ p + Tp2
Selon la valeur de K, cette fraction n’a pas le méme équivalent en 0
K=1 K#1
a(l1-K)+aTp aTp T a(l—K) +aTp a(l—K)
p+Tp?2 o p o p+Tp: o p
& =aTl £, = 400

Pente a I'origine s'(07")

t
s'(t) = Ka [1 — e_T] u(t)
s'(0)=0

Conclusions : un systeme du premier ordre de fonction de transfert P a une rampe de coefficient

directeur a

A une pente a 'origine nulle
Tend vers une asymptote d’équationy = Ka(t —T)
DanslecasouK =1
o cette asymptote est paralléle a la consigne
o elle correspond a une translation de I'entrée d’un vecteur TX
o I’écart de poursuite en régime permanent vaut €, = aT
o tout se passe comme si la sortie suivait I'entrée avec un retard T
Danslecasou K # 1
o cette asymptote n’est pas paralléle a la consigne
o I"écart de poursuite tend vers une valeur infinie

Page 71 sur 111




Derniére mise a jour Systemes régis par une équa. Denis DEFAUCHY

04/10/2017 diff. du 1° et 2° ordre Cours
s(t) 4 s(h) 4
e(t) = at e(t) = at
s(t)y=a (t-1)
K=1 K<1
e=aTl s(t)=aK (¢T)
t t
>
1], >
T

K=1 ExemplesiK < 1

A.IV.2.b.iii Bilan des performances d’un systéeme du 1° ordre

Rapidité Stabilité Précision
Pas de dépassement

La réponse n’oscille pas S = Keg

frag ~ 3T : & =ey(1-K)
Systeéme stable i { ik 2
VT toosiK # 1
Autre
Keo .
s'(0%) = St e(t) = equ(t)
s'(0%) = 0 si e(t) = btu(t)
Remarques :

- Il est souvent plus parlant de donner un écart statique en % de la valeur de consigne afin
d’évaluer la précision du systéme :

eo(1—K)
%=%u—m=£77—%=u—m%
0
- Rappelons que parler d’écart n’a de sens que si I'on compare deux grandeurs de méme unité
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A.IV.3 Systemes du second ordre

A.IV.3.a Généralités

A.IV.3.a.i Définition

Un systeme du deuxiéme ordre est décrit par une équation différentielle du deuxieme ordre :

2zds(t) 1 d?s(t)
S(t) + w—o dt (1)02 a2 Ke(t)

(K,wg,z) >0
Cette écriture de I'’équation différentielle est la forme normalisée d’un systéeme du deuxiéme ordre :

-z est le coefficient d’amortissement du systeme
- K est le gain statique du systeme
- wg est la pulsation propre non amortie

A.IV.3.a.ii Fonction de transfert

Dans le cas de conditions initiales nulles, passons cette équation dans le domaine de Laplace :

S) + 22 pS() + —p?S(p) = KE (D)
p wop p wozp p) = 1Y

5()[1+22 + L. = KE(p)
p wop pyeLal e p

2
0
S(p) K
H(p) = =
E(p) 2 L 2
1+w0p+w02p

Cette écriture est la représentation canonique d’un systeme du second ordre. Pour I'obtenir, il faut
gue le terme constant du dénominateur soit égal a 1.

A.IV.3.a.iii Unités des constantes

_ [s@®]

K esttelque: [K] = ]

w, est une pulsation en rd. st

Z est un nombre sans dimensions

On a alors bien : [w%ﬁpz] = Z—zp] =[1]
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A.IV.3.b Réponses temporelles d’'un systéeme du 2° ordre

Etudions la réponse des systémes du 2° ordre a un échelon et a une rampe.

A.IV.3.b.i Préliminaires

Selon les valeurs des coefficients du systéme, il est possible ou non de factoriser le dénominateur de
la fonction de transfert, ce qui va avoir une influence sur les formes de décomposition en éléments

simples de la sortie recherchés.

D(p) = 1 o, 22 A_4z2 4 _422—1
pr= wozp wop ’ - Wo wo? a wo?
Casn°l Cas n°2 Casn°3
z>1 Z = z<1
A>0 A< O
Soient p; et p, les racines de Le dénominateur ne peut étre factorisé
D(p)
K
A=0 H(p) =
bi = Wo (—Z tVz? - 1) Soit py la racine double 1+ %p + szz
de D(p) ol
D(p) = k(p — p1)(p — p2) Hp) ==y
= kp® —1k(p1 +p)p +kpip, | Do = —2we = —wg Wo" T 2ZWoP T P

P12

REEDICEN

L(10 —p) (@ —p2)
K

1 1

Pi_wi
K

[-(1+Tip)][-(1 + Tp)]

K
1+ Typ)(1 + T2p)

w; =a)0(zi\/zz—1)

min(w;) < wy < max(w;)

H(p) =

Remarques :
z—z?2—-1< 1<z+4+4z%2-1

2z
{T1+T1 = _w_
0

D(p) = k(p — po)?
= kp® — 2kpop + kpo*
1

D(p) = p? + 2zwyp + wy?
A= 472wy? — 4wy?
A= —4wy%(1-2%) <0
pi = —Zwg t iwgy/ 1 — 22
pi=-atio,
D(p) =k —p1)(p—p2)
Dp)=k(p+a—-iw,)p+a+iw,)

= kp? + 2kap + k(a? + w,?)
a’ + w,? = z%wy? + we?(1 — z?)
_ 2
= wy
D(p) = kp? + 2kap + kw,*
=p? + 2zwop + wy?
Soit: k=1

Kwg
H(P) »—r)@-—p2)
@-r)®-—p2)
=p?+ 2ap + a® + w,?
=(p+a)+ w,?
Kwgy?

2

H =
() p+a—iwy)(p+a+ion,)
H(p) = Kwy?
p T (p+a)? + w,?
a=zwy, ; wp,=wy/l—2z?
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A.IV.3.b.ii Réponse indicielle

S(p) =HMP)E(p) =

e(t) = equ(t)

_%
E(p)—p

e Caractéristiques de la réponse temporelle indicielle en 0 et +

Avant de prendre en compte les différents cas possibles, étudions les limites en 0 et +co de s(t) :

En O

En +oo

Théoréme de la valeur initiale

So = lim s(¢) = pgglw pS(p)

Théoreme

de la valeur finale

Résultat valable uniguement le systéme est

stable

. Sw = lim s(t) = Z}g& pS(p)
. €o
So = lim

—+00 2 Ke

pot 1+w—zp+—2p2 Se, = lim 0

0 @o p=0 1+2_Zp+ip2
Wy wo?
SO = 0
Seo = Keg
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De méme, nous pouvons étudier la pente a I'origine de la sortie s’y = s'(0) :

o= Jim §'(©) = lim pL(s'®) = lim_p’S(p) = I S
s'o = lim s'() = lim pL(s = poge P P T A (1+22p+ip2)
Wo wo?
Ke
s’y = lirJfl Zzp : 1 =0
p-o+co 2
1 +—w0P +w02p

Premiéres conclusions :

- Latangente a l'origine de la réponse indicielle d’'un systéme du second ordre est horizontale.
- Sile systéeme est stable, sa réponse asymptotiquement vers sa valeur finale s,, = Ke, et I'écart
statique vaut &, = ey(1 — K)

o Réponse temporelle complete

Pour déterminer la forme des réponses temporelles a un échelon, nous devons décomposer les
réponses en fonction du cas concerné parmi les 3 cas mis en évidence précédemment.

Casn’1 Cas n°2 Casn°3
z>1 z = z<1
K €
K € K € S(p) = —
S(p) = — S(p) =——77—— 2z 1
P AT T P A+ p 1+ op+ 5 2pt P
€o =) 2
S = = Keo(l)o
® = T+ T ® = o Tor SO) = ST T o
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eCasn®l1:z>1

KeoT,?
p=f’2

Keq

SO = T T A+ Tp)

+ 5 + ¢
1+Typ 1+Tp

Sp) =2
=y

A+ (AT, + B)p C+CTyp
p(1+T,p) (1+T;p)(1 + Typ)

A+ (AT, + B)p + AT,p + (AT, + B)T,p? + Cp + CT,p?
p(1+Tip)(1 + T3p)

(AT,T, + BT, + CT)p* + (A(T; + T,) + B+ C)p+ A
p(1+Tip)(1 + Typ)
A= Keo

AT, +T,) +B+C =0
AT1T2+BT2+CT1 =0

S(p) =

S(p) =

S(p) =

A= KeO
B = —C - Keo(Tl + Tz)
KeoTsz - CTZ - Keo(Tl + Tz)Tz + CT1 =0

A= Keo
B = _C - KeO(T1 + Tz)
KeoT T, — CTy, — KeTiT, — KegTy? + CT; = 0

A =Keg
KeoT,? — Keg(Ty + To)(T, — Ty)  KeoT,?
T, - T TT,-T
KeoT,?
T -1

—Keo(T; + T3) =

T, =T

Ke, KeyTy% 1 KeoT,> 1
T,—Ti1+Tip T,—T;1+Typ

S(p) =

S()—Keo+ Keg T 1 T 1
p) = p T, — T, 1 2

1 1
ptp; ptT,

s(t) = Ke, u(t)

1 _t _t
1+ T2 — Tl [Tle T — Tze T2:|

Régime apériodique z > 1
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A
eo e(t)
Ke,
s(t) K<1
t
- =

Ainsi, dans le cas ou z > 1, le systeme répond de maniére non oscillante et amortie.

eCasn®°2:z=1
_ Keo
~ p(1+Tp)?

A c
S(p) = =+ n
(p) p "1+Tp  (1+Tp)?

S(p)

A+ (AT + B)p Cp
p(1+Tp) p(1+Tp)?

(AT + B)Tp?> + QAT +B+C)p+ A
p(1+ Tp)?
(AT +B)T =0

2AT+B+C =0
A=K€0

S(p) =

S(p) =

C =—Ke,T

{B = —AT = —Ke,T
A= Keo

| =K LN
Torer Tond)

1

S() = K [1 T T
p)= eop 1+Tp (14 Tp)?

_t 1t
S(t) = Keq [1—e T—Tte T]u(t)

s(t) = Keg [1 — e_% (1 + %)] u(t)

Régime apériodique critiquez = 1

Ici encore, la réponse est apériodique. C'est un régime limite avec le cas n°1 présentant la méme
courbe de réponse. Il sera donc appelé critique
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eCasn®°3:z2<1

Keywy?

Sp) = pl(p + a)? + w,?]

4,  Bp+cC

SO =Dt Tt w2

Al(p + a)? + w,,?] Bp? + Cp
prl(p + @) + w,?] * pl(p + @)? + wy?]

S(p) =

Ap? + 2Aap + Aa? + Aw,* + Bp? + Cp
pl(p + a)* + wy?]

S(p) =

(A+ B)p? + (24a + C)p + A(a? + w,?)
pl(p + a)? + w,?]

S(p) =

2da+C =0

{ A+B=0
A(a2 + (lJnZ) = Keo(l)oz

( B =—A=—Ke,
C =—24a = —2aKe,
iA _ Keo(l)oz Keoa)oz

= = = Ke
a? + wp?  Z%2we? + wy?(1 — z?) 0

Key —Kegp — 2aKe,
(p+ a)? + w,?

S(p) =

S(p) = [1 p+2a ]

1T o+ a)? +w?

S() = K [1 pta a wn ]
P R " o r 2t wn? w0+ A + w2

s(t) = Ke [1 — e * cos(w,t) — 2 p-at sin(w t)] u(t)
0 n W n

n

s(t) = Ke, [1 —e @ (cos(wnt) + wisin(wnt))] u(t)

a? cos(wnt) + isin(oont)
cos(wpt) + sm(wnt) = |1 +
a?
1+

a
a? 1 W,
= |1+ —5|——=—=cos(w,t) + ———==sin(w,t)
wn
1+-% 1+-%
Wp? W2
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Calculons :
L+ a?  |wo*(1—2z%) +z%we?® wo? 1

w2 wo*(1—z2%) S Jwot(1—22)  V1—22

Ainsi :
a
cos(wpt) + —sin(wy,t)
le
a
1 on
= N 1 cos(w,t) + 1 sin(wy,t)
V1 — z? V1 —2z2
1 | avl—z2% ]
= 0 _\/ 1 — z2 cos(wpt) + w—nsm(wnt)-
1 .
= Negps [\/ 1 —z?cos(wy,t) + z sm(wnt)]
Soit ¢ tel que
N
sing = /1 — 22 € [0; 1] cos$ =z € [0;1] tan¢ = — 2
6 = tan1 V1 — z2
= tan

Alors

cos(wpt) + wisin(a)nt) = [sin ¢ cos(wy,t) + cos ¢ sin(w,t)] = sin(w,t + ¢)

n 1—2z2 1—2z2
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Finalement
—Zwot
s(t) = Keg |1 — ﬁsm(wnt + ¢) | u(t)

Wy, = woy 1 — 22

_V1—272
¢=tan”*  ——

z
Régime pseudopériodique z < 1

La réponse temporelle d’un systéeme du second ordre en régime pseudopériodique

V1—72
- Estdéphasée de ¢ = tan™! 1ZZ
_ . — _ 2 o — 2_7'[ — 2T
A une pseudo pulsation de w,, = wyV1 — z# et une pseudo période de T, on " weie?
- Est une sinusoidale amortie encadrée par deux exponentielles d’équations
e—zwot
y(&) = Keg [1 t——
V1 —2z2
&
A
€
Keg 7
s(t)
B

P>

b

Cette réponse présente plusieurs maximums, les premiers correspondant généralement a des
dépassements. On caractérise I'amortissement du systéme a 'aide du premier dépassement. Pour le
déterminer, il suffit d’annuler la dérivée de la réponse temporelle :

Keyw,?
[(p + @) + wn?]

S(p)=p

L(s'(®)) = pS(p) — s(0%) = pS(p)

w2 Keywy? wy,
(p +a)? + w,? B w, P+a)+ w,?

L(s’(t)) = Ke,
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' Kegwo®  _ £
s'(t) = ————=e%®olsin(w,t) u(t)
woV1 —z2
Keqw, .
s'(t) = e 29t sin(wy,t) u(t)

sS't)=0e w,t =kn

Le premier maximum est atteint pour k = 1 (les suivants étant atteints pour des valeurs de k impaires,
les nombres pairs correspondant a des minimums)

T T Tn

t1=—=—_—

w?’l (1)0\/1_22 2

Le premier maximum est donc atteint aprés un temps correspondant a un demie pseudo période du

signal.

S(tl) = Keo 1-—

¢ 07 e+ 9
——sin(mw +
1—2z2

Sln(¢)

s(t;) = Key |1 +

nz
s(t;) = Ke [1 +e Vi-z2

On définit le dépassement relatif comme le rapport :

_s(t) = s(+0)
%= Gy

Ainsi, le premier dépassement relatif vaut :
__nz
Keg |1+ e vi-z2| — Ke
s(t) —s(+0) [ °
5(+0) Keg

Dy, =

Dl% = e V1-2z2

D1,,€[0; 1] et s’emprime en % de 0 2 100%
Cette valeur ne dépend que de I'amortissement z

Le dépassement réel obtenu vaut donc :

D1 = Dl%SOO = KeoDl%
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¢ Résumé de la réponse a un échelon d’'un 2° ordre

Un systéme du second ordre répondant a un échelon présente

- Un écart statique valant &, = ey(1 — K)
- Une réponse sans dépassement ni oscillations siz > 1
- Une réponse avec dépassements et oscillations siz < 1

La figure ci-dessous présente des réponses temporelles d’'un systéme du 2° ordre pour le méme
échelon et différentes valeurs du coefficient d’amortissement z

Systéme du second ordre:répanse indicielle

amplitude MWolts)
e
[}

0 005 01 015 02 025 0.3 035 04 045 05 055 06 0B5 07 075 08 085 09 095 1
t (sec.)

Résumé des réponses a un échelon d’un 2° ordre
[ 1 _t _t
z>1 s(t) = Keg 1+—[T1e I —Tye TZ”
I;-T
_t t
z=1 S(t)=K€0[1—e T(1+?>]
[ e—Zwot
s(t) = Keq _1 — ﬁsm(wnt + ¢) | u(t)
z<1 Wy, = Wy 1 — 2?2
V1 —2z2
¢ = tan™ —
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Rapidité des systemes du second ordre en fonction de z
z<1 z=1 z>1
Régime pseudo périodique I?e‘glg"ne Régime
apériodique -
_ 1 _ ,2
Wy, =woVv1—12z critique apériodique
< \/i = \/E 0,7 > \/E
=5 R N )
Régime LE PLUS
RAPIDE
Présence d’'un
dépassement .
- . -z - . Le plus rapide Régime amorti
Régime oscillant Dy, =e 1-z2 Régime oscillant sans Lent
DO1 —e T dépassement
%
=4,3%
T
tl B —
woV1 — z2

Pour un systéme du second ordre, le temps de réponse a 5% d’une réponse indicielle dépend du
facteur d’amortissement. La courbe suivante permet de le déterminer :

1000
1t  —— et Bt 2 2 B
!5! L | D WA | I[ILF L | =N m R 8
& 500 Temps de réponse & 5% réduit : g s
.-é Facteur d’amortissement : z
3 200\ | /
N

-
= 100 /Z
~ 50
oY)
=
2 N
\E \ /
oY)
~ 10 1’/
- y4
S a
3 “”#
V)
e /

2

I H

0,01 0,03 005 0,10 03 05 | 2 345710 20 40 60 100

Coefficient d'amortissement du second ordre z
Cette courbe illustre le fait que pour un second ordre, si z est fixé, on a :

trso,wo = k(z)
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Le comportement en escaliers pour la partie ol z < 0,7 s’explique bien en regardant les oscillations

de la réponse :

25

15
B 10 z=0.7
5
0
0,00 2,00

5% Erou
4,00 6,00 8,00
t(s)

10,00 12,00

Lorsque z = 0,7, on a le systéme LE PLUS RAPIDE. On voit bien que si on diminue encore un tout petit
peu z, la réponse va dépasser la plage +5%s, et le temps de réponse va augmenter jusqu’a ce que la
réponse reste dans cette plage. On illustre ce fait avec le cas z = 0,6 ci-dessus.

Il est recommandé de savoir qu’au temps de réponse le plus faible (z = 0,7), avec présence d’un

dépassement, on a:

tT'S%(UO =3

De méme, il faut savoir qu’au temps de réponse le plus faible sans dépassement (z = 1),on a:

tT'S%(l)O =5
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A.IV.3.b.iii Réponse a une rampe
Considérons une rampe en entrée du systeme :

e(t) = btu(t)
b
E(p) = 7

Pour déterminer la forme des réponses temporelles a un échelon, nous devons décomposer les
réponses en fonction du cas concerné parmi les 3 cas mis en évidence précédemment.

Casn’1 Cas n°2 Casn°3
z>1 zZ = z<1
K b
— _ e 2 1 2
W aimnarmee | SV TG T GoP Pt
Kb 2
S =
p*(1+Tip)(1 + Typ) p*(1+Tp) (®) p2[(0 + @)2 + w 2]
eCasn®1:z>1
S(p) = Kb
PP =02+ i) + Typ)
S(p) = A 4 B N c N D
P T T T Tp 1+ Typ

5()_Ap+B C+CTyp+D+DTyp
=0 TTA+Lp)(1 + Tup)

Ap+ B+ ATp>+T;Bp C+CT,p+ D+ DTyp

S(p) = p2(1+ Typ) 1+ Typ)(1 + T,p)

S(p)
_ Ap + B + AT,p® + TyBp + AT,p* + BT,p + AT\ T,p> + T\ BT,p* + Cp* + CT,p> + Dp® + DTy p>
p*(1+ Tip)(1 + Top)

(AT T, + CT, + DT,)p> + (AT, + AT, + BT, T, + C + D)p* + (A+ BT, + BT,)p + B
p*(1+Tip)(1 + T2p)

AT,T, + CT, + DT, = 0
AT, + AT, + BT,T, +C+D =0
A+ BT, +BT, =0
B=Kb

S(p) =
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C = DT AT
= T |
Ty
AT1+AT2+BT1T2_DT__AT1+D:0
2
B =Kb
D2 =_T,(A+BT)
T,
2 2 T3
D=-— A+ BT;) = — Kb(-T, —T,+T —Kb
Tz—T1( 1) T—T1 Ty 2 1) _T,
3 2
T,°Ty — (Ty + Tp) (T, — TDT,y
C=- Kb—+KbT T,)T; = Kb
T, — T (Ty + T2)Ty ( T, — T
C— Kb _T22T1—(T22T1 T13) ey T,3
T, — T, T, — T,
( ) T3
C=-K
I,-T;
3
\ D=Kb
T,-T;
B =Kb
T,+T, 1 1 1 1
S(p) =Kb |- 2T T T12 1 T22 1
1 T,
1 t
s(t)=Kb|t—T; — T, — (T e i —T, eT2> u(t)
I,-T,
z>1
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eCasn®°2:z=1

S(p) =

Kb

SP) = p?(1+ Tp)?

sy A B €, D
P = T e T T T (1 + Tp)?

Ap+B C+CTp+D
S(p) =—— 5
14 (1+Tp)

(Ap + B)(1 + 2Tp + T?p?) + (C + D)p? + CTp?
p?(1 + Tp)?

S(p) =

(Ap + B + 2ATp? + 2TBp + AT?p3 + BT?p?) + (C + D)p? + CTp3

p*(1 + Tp)?

T(C + AT)p® + (AT + BT?>+ C+ D)p?> + (A+2TB)p + B
p*(1+ Tp)?

S(p) =

T(C+AT)=0
2AT + BT*+C+D =0
A+2TB=0
B = Kb

C =-AT
2AT + BT> —AT+D =0
A =-2TKb
B =Kb

D = —2AT — BT? + AT = 4KbT? — KbT? — 2KbT? = KbT?

C = 2KbT?
D = KbT?
A= —-2TKb
B =Kb

S(p) = Kb —er 1, 2r” + r
p)= P p? 1+Tp (14 Tp)?

1 1

P47 (p+g)

2T 1 _t _t
s(t) = Kb [—? + ? + (2Te T + te T)] u(t)

s(t) = Kb [t 2T+ (t+ zr)e‘ﬂ u(®)

z=1
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eCasn®°3:z2<1

) = Kbwy?
P)= 02 + a)2 + wy?]
A B Cp+D
Sp) =—+

_+—
p pr?* (p+a)+w,?

Ap+B+ Cp3 + Dp?
p?  Pip +a)? + w,?]

S(p) =

(Ap + B)[p? + 2ap + (a? + w,,>)] + Cp® + Dp?
p?[(p + a)? + wy?]

S(p) =

[Ap3 + 24ap? + A(a® + w,*)p + Bp? + 2Bap + B(a? + w,?)] + Cp® + Dp?

S =

® P2+ D + 7]
(A+ C)p® + (24Aa + B + D)p? + [A(a? + w,?) + 2Balp + B(a? + w,?)

P?l(p + @) + w,?]

A+C=0
24a+B+D =0
A(a® + w,?) +2Ba =0
B(a? + w,?) = Kbw,?

S(p) =

Kb(l)oz
a? + w,?
On a vu précédemment que :
w2 w2 .
a? + w,? 7?00 + wy?(1 — z2)
De méme, on a
a ZWwg Z a

a? + wp?  Z?we? + we?(1—2%2) wy wy?

2z
C=—-A=Kb—
Wo

2z 4z
D =-24a— B =2Kb—a — Kb =Kb [w—a— 1] = Kb[4z? — 1]
0

3 Wy
A 2Ba 2Kba — _Kb 2z
a2t w2 a?tw,? Wy
\ B = Kb
( 2z
C=Kb—
| Wo
{D = Kb[4z% — 1]
| 2z
| A=-Kb—
\ -
B =Kb
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2z 2

S(p) = —Kb—=+—+
®) wop P2 (p + a)? + wy?

2z
1 1 (U_Op + [4'22 — 1]
2

2z
S(p) = Kb|—-——=+
®) wop p? (p+a)+ w,?

22 2 20,0
moptlazt—1] LAl -1

p+a)2+w,?2 (p+a)?+w,?

_ 2a p+2a 1
T wl(pta)tw,?2 (pt+a)?+w,?
_ 2a pta 4 2a a 1
T wl(ptra)ttw,? wel(p+a)X+w,? (p+a)?+ w,?
2
2a p+a wo?

- wo? (p + a)? + w,? B (p + a)? + w,?

_ 2a p+a N 2z —1
T wl(pta)tw,?2 (p+a)?+w,?

2z p+a +222—1 wy,
_a)o (p +a)? + w,? w, P+a)+ w,?

2z 2z 2 ]
s(t) = Kb |t ——+ —e % cos(wy,t) + e~ % sin(w,t) | u(t)
W Wy n
2z 2z 2z2 -1
s(t) = Kb |t ——+ e * [ —cos(w,t) + sin(wyt) || u(t)
Wo Wo n

Posons :

22\% (222 —1\°  [4z2(1—22) 4z*—4z2+1
T a | [ s
wO wn wn wn

N_\/4Z2—4Z4+4Z4—4Z2+1_ 1

W2 Wy,

, 2z 2z2—1
1 2z
sin(w,t) = N %cos(wnt) + %sin(wnt)
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= a)in [sz cos(w,t) + (2z% — 1) Siﬂ(wnt)]
Soit ¢ tel que
sin¢=22m€[0;1] cosgp=2z2—-1€[0;1] tan¢=%\/:7lzz

.y _,22V1 — 22
p=tan =y

2 _

2z
—cos(w,t) +
Wo n

Finalement, on a donc:

n

1
= —sin(wpt +
o sin(wy, d)

sin(wp,t) = wi [sin ¢ cos(wy,t) + cos ¢ sin(w,t)]

2z
s(t) = Kb [t——+
Wy

Wn

Wy, = woy 1 — 2?2

2zV1 — z2

=t -1
b=t =

z<1

1
— e 2@t sin(w,t + (I))] u(t)

¢ Bilan
s(t)
A
e(t)
Résumé des réponses a une rampe d’un 2° ordre
t t
z>1 s(t)=Kb|t—T, =T, — T,%e 1 — T,%e T2>]
, —
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_t
z=1 S(t)sz[t—2T+(t+2T)e T]
2z 1 )
s(t) = Kb [t —— 4+ —e 2@t sin(w,t + (I))] u(t)
Wy Wy
z<1 Wy, = Wy 1 — 22
. _, 22Vl — 22 . _,22V1 — 22
e et B Al pe
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Asymptote a l'infini
z>1 z=1 z<1
2z
s(t) ~ Kb(t =Ty —T) s(t) ~ Kb(t —2T) s Kb (£ - =)
400 400 + oo (,()0

Erreur de poursuite
&y = lim [e(t) — s(t)]

lim [bt — Kb(t — T, — T,)] S
z>1 .t—>+oo gv:{b(T1+T2)SlK_ 1
tlle[bt(l —K)+ Kb(T, + T,)] osiK#1
z=1 [+ & = { ;
tllgrn [bt(1 — K) + 2KbT] osiK+#1
2z
. [bt_Kb<t_w_>] b2 ik =1
—+00 — siK =
z<1 02Z &y = { (O}
lim [bt(l—K)+Kb—] wosiK#1
t—>+o 0)0

Bilan de I'erreur de poursuite : K = 1 = erreur de poursuite constante, sinon elle est infinie

A.IV.3.b.iv Bilan des performances d’un systéme du 2° ordre

Rapidité Stabilité Précision
Echelon
Dépassementsiz < 1
_ Tz
trso,wo = k(2) Dy, = e Vi-2?
_ _ Oscillations si z < 1 Seo = Keg
A lire sur courbe fournie & =ey(1—K)
Wy, = Wy 1— 22
A savoir : . Rampe
k(0,7) = 3 Systeme stable osiK+1
g = 2bTsiz=1
2z
b—siz<1
Wo

Autre

$'(0) = 0sie(t) = {Zggg

Remarque :

- Il est souvent plus parlant de donner un écart statique en % de la valeur de consigne afin

d’évaluer la précision

du systéme :
eo(1—K)

g =¢y(1—-K) = p
0

%=>010-K)%

- Rappelons que parler d’écart n’a de sens que si 'on compare deux grandeurs de méme unité

Page 93 sur 111




