
Corrigé de l'épreuve d'informatique de Polytehnique (2005)I. Génération de iruits PLAQuestion 1 Si x = 2p alors x−1 = 2p −1 = 1+2+ . . .+2p−1 ⇒ x∧ (x−1) = (0.1)20 + . . . (0.1)2p−1 +

(1.0)2p + (0.0)2p+1 + . . . + (0.0).2n = 0.Réiproque : par ontraposition, si x n'est pas de la forme 2p alors x est de la forme 2q +

p−1
∑

k=q+1

xk2k +2p(ave q < p) et don x−1 =

q−1
∑

k=0

2k +

p−1
∑

k=q+1

xk2k +2p e qui nous donne x∧(x−1) =

p−1
∑

k=q+1

xk2k +2p 6= 0.Don par ontraposition, x ∧ (x − 1) = 0 ⇒ x de la forme 2p.onlusion : x ∧ (x − 1) = 0 ⇐⇒ x est de la forme 2pQuestion 2 Si x et y di�èrent d'un seul bit, dans l'expression de x ⊕ y = (x0 ⊕ y0)2
0 + (x1 ⊕ y1)2

1 +

· · ·+ (x29 ⊕ y29)229, un et un seul des xi ⊕ yi est non nul et don x⊕ y est de la forme 2p. La réiproqueétant aussi vraie, on a une ondition néessaire est su�sante. Compte tenu de la question 1, la distanede Hamming entre x et y vaut 1 si et seulement si (x⊕ y)∧ ((x⊕ y)− 1) = 0 e qui nous amène à érirele programme suivant (il faut faire attention au as x ⊕ y 6= 0) :1 l e t aDistUn x y =2 l e t x_oplus_y = x ⊕ y in3 ( x_oplus_y <> 0) && ( x_oplus_y ∧ ( x_oplus_y − 1) = 0 ) ; ;Question 3 h(x0, x1, x2) = x0 . x1 · x2 ∔ x0 · x1 · x2 ∔ x0 · x1 · x2 ∔ x0 · x1 · x2Question 4 h(x0, x1, x2) = x0 · x2 · (x1 ∔ x1) ∔ x0 · x2 · (x1 ∔ x1) = x0 · x2 ∔ x0 · x2onlusion : h(x0, x1, x2) = x0 · x2 ∔ x0 · x2Question 5 Si p et q véri�ent p = p′.xi.p
′′ et q = p′.xi.p

′′ ou p = p′.xi.p
′′ et q = p′.xi.p

′′, 'est qu'ilsont le même masque et que leurs valeurs sont à une distane de Hamming de 1. Ce qui nous donne lafontion varEliminable suivante :1 l e t varEl iminable p q =2 ( aDistUn p . v q . v ) && (p .m = q .m) ; ;Pour la fontion unifier, le résultat a omme masque p′p′′ (suivant les notations de l'énoné), il s'agitdon de retirer le "i" du masque de p (ou de q). L'indie i est le seul indie de p.v ou de q.v qui n'estpas dans l'autre valeur, on peut don le repérer par la formule p.v ⊕ q.v. L'expression ¬(p.v ⊕ q.v) nousdonne tous les autres indies et p.m ∧ (¬(p.v ⊕ q.v)) nous donne le masque p′p′′. La valeur de p′p′′ estdonnée par p.v ∧ q.v (on élimine le i dans p.v) e qui nous donne la fontion suivante :1 l e t u n i f i e r p q =2 math varEl iminable p q with3 t rue −> {m=p .m ∧ (¬ (p . v ⊕ q . v ) ) ; v=p . v ∧ q . v}4 | f a l s e −> f a i l w i t h " produi t  non u n i f i a b l e " ; ;Les fontions &&, ∧, =, ⊕, ¬ s'exéutant à temps onstant, les fontions varEliminable et unifiers'exéutent à temps onstant, la omplexité est en O(1).1



Question 61 l e t re supprime x = funtion2 [ ℄ −> [ ℄3 | y : : ys when y=x −> supprime x ys4 | y : : ys −> y : : ( supprime x ys ) ; ;56 l e t re unique = funtion7 [ ℄ −> [ ℄8 | x : : xs −> x : : ( unique ( supprime x xs ) ) ; ;La fontion supprime a une omplexité proportionnelle à la longueur de la liste passée en argument. Lafontion unique appelle au plus ℓ fois la fontion supprime sur des listes de plus en plus petites. Dans lepire des as, 'est à dire quand les éléments sont présents une et une seule fois dans la liste, la omplexitésera en ℓ
∑

k=1

k =
ℓ(ℓ + 1)

2
= O(ℓ2).onlusion : La omplexité de ette fontion est quadratique par rapport à la longueur ℓ (en O(ℓ2)).Question 7 La fontion Produits p l permet de trouver tous les produits qu'il est possible d'obtenirentre p et les éléments de l et qui permettent l'élimination d'une variable.1 l e t re Produi t s p = funtion2 [ ℄ −> [ ℄3 | q : : qs −> i f varEl iminable p q4 then u n i f i e r p q : : ( Produi t s p qs )5 else Produi t s p qs ; ;On peut alors érire la fontion nouveauxProduits sous la forme suivante :1 l e t re nouveauxProduits = funtion2 [ ℄ −> [ ℄3 | p : : ps −> ( Produi t s p ps )�( nouveauxProduits ps ) ; ;La omplexité des fontions varEliminable et unifier étant à temps onstant, la omplexité deProduits est en temps linéaire par rapport à la longueur de la liste passée en argument. Don la om-plexité de nouveauxProduit est en O

(

ℓ−1
∑

k=1

k

)

= O

(

ℓ(ℓ − 1)

2

)

= O(ℓ2).La omplexité en temps de nouveuxProduits par rapport à la longueur ℓ de la somme a est en O(ℓ2) .Question 8 La suite des ai obtenus pour h est :
a0 = 〈001,011,100,110〉, a1 = 〈0-1,1-0〉 et on s'arrête.Question 91 l e t re deve lopper = funtion2 [ ℄ −> f a i l w i t h "Erreur  :  l i s t e  v ide "3 | x : : xs −> l e t y = unique ( nouveauxProduits x ) in4 i f y=[ ℄ then x : : xs5 else deve lopper ( y : : x : : xs ) ; ;On prend soin d'enlever les doublons de la liste de produits retournée par la fontion nouveauxProduitspour avoir des ℓi les plus petits possibles.La omplexité de "nouveauxProduits ai" est en O(ℓ2

i ) et elle de "unique" appliquée au résultat en
O(ℓ2

i+1) d'où la omplexité de la fontion developper par rapport aux longueurs ℓi est en O

(

k
∑

i=0

ℓ2
i

).2



Question 10 En fait, p est ouvert par q si et seulement si le masque de p est inlus dans le masque q(e qui va se traduire en aml par q.m ∧ p.m = p.m) et les positions des bits à 1 de p du masque de pdoivent oïnider ave les positions des bits à 1 de q (e qui se traduit en aml par p.v = q.v ∧ p.m).1 l e t ouvertPar p q =2 ( q .m ∧ p .m = p .m) && (p . v = (q . v ∧ p .m) ) ; ;Tous les opérateurs utilisés travaillant à temps onstant, la omplexité en temps de ette fontion est àtemps onstant (O(1)).Question 11 La fontion simplifie2 p l prend omme argument un produit p et une liste de produitsl et retourne la liste obtenue à partir de la liste l en supprimant tous les produits ouverts par p.1 l e t re s im p l i f i e 2 p = funtion2 [ ℄ −> [ ℄3 | q : : qs −> i f ouvertPar p q then s imp l i f i e 2 p qs4 else q : : ( s imp l i f i e 2 p qs ) ; ;La fontion aux l s prend omme argument l une liste de produits et s une liste de sommes et retournela liste des sommes s' obtenue à partir de s en supprimant tous les produits des sommes qui sont ouvertspar l'un des produits de l.1 l e t re s im p l i f i e 1 = fun2 [ ℄ l q −> lq3 | (p : : ps ) l q −> s imp l i f i e 2 p ( s imp l i f i e 1 ps lq ) ; ;La fontion reduit prend omme argument une liste de listes de produits 〈ak, ak−1, ..., a0〉 et retournela liste de listes de produits 〈ak, a′

k−1
, ..., a′

0〉 où a′

i est obtenu à partir de ai en supprimant les produitsouverts par l'un des produits de ai+11 l e t re r edu i t = funtion2 [ ℄ −> [ ℄3 | [ a ℄ −> [ ℄4 | a : : b : : s u i t e −> ( s imp l i f i e 1 a b ) : : ( r edu i t (b : : s u i t e ) ) ; ;On suppose que l'argument de reduire est une liste de listes de produits fournie par la fontiondevelopper. Il ne peut don y avoir de produits qui se ouvrent dans un même ai. L'idée est de prendrehaque produit p de ak et de supprimer dans les ak−1 les produits q ouverts par p. La transitivité de larelation � est ouvert par � nous assure que l'on supprimera tous les produits des ai pour i < k ouvertspar p.1 l e t r edu i r e l =2 ( hd l ) : : ( r e du i t l ) ; ;La omplexité de ette fontion par rapport aux longueurs ℓ0, ℓ1, . . . ℓk des listes a0, a1, . . . ak omposantla représentation 〈ak, . . . a2, a1, a0〉 de s est en O

(

k
∑

i=1

ℓiℓi−1

). En e�et, on appelle la fontion simplifie1pour haque ouple de liste (ai, ai−1) qui néessite de parourir ℓi fois la liste ai−1 ave à haque étapeune opération de oût onstant (dûe à ouvertPar dans la fontion simplifie2).Question 12 Si on a n arguments à notre fontion f , dans a0, on a au plus 2n éléments (ℓ0 6 2n) equi est le as de la fontion onstante égale à 1. Les éléments de ak ont un masque de longueur n − ket on a Cn−k
n hoix de masques possibles et pour haque masque, on a 2n−k hoix de valeurs possibles.Don ℓk 6 Cn−k

n .2n−k (si on a pris soin d'éviter les doublons en utilisant la fontion unique).3



Pour trouver la f.n.d. réduite d'une fontion f , il faut ommener par aluler a0 e qui se fera en O(2n)puis développer e qui se fera au maximum en O

(

n
∑

k=0

(Cn−k
n .2n−k)2

)

= O

(

n
∑

k=0

(Ck
n)2.4k

). La fontionde reduire aura une omplexité majorée parO

(

k
∑

i=1

Cn−i
n .2n−i.Cn−i+1

n .2n−i+1

)

= O

(

n−1
∑

k=0

Ck
n.Ck+1

n .22k+1

).Comme a.b 6 1

2
(a2 + b2), on peut majorer de la manière suivante :

n−1
∑

k=0

Ck
n.Ck+1

n .22k+1 6
1

2

(

n−1
∑

k=0

(Ck
n .2k)2 +

n
∑

k=1

(Ck
n.2k)2

)

6

n
∑

k=0

(Ck
n .2k)2Conlusion : la borne supérieure de la omplexité du alul du résultat de la f.n.d reduite est en O

(

n
∑

k=1

(Ck
n .2k)2

)Question 13 a) Dans le PLA, on âble le résultat de la f.n.d. réduite de haque fontion fi. Dans lapartie-Et, on âble les produits qui ompose une f.n.d de haque fontion fi et dans la partie-OU, on lesassemble à travers un porte OU pour reonstituer haque fontion fi.Pour f0(x0, x1, x2) = g(x0, x1) = x0 ∔x0.x1 = x0 ∔x1 et f1(x0, x1, x2) = h(x0, x1, x2) = x0 · x2 ∔x0 · x2,on obtient le PLA donnée par la �gure 1.
x0

x1

x2

f0(x0, x1, x2) = g(x0, x1)

f1(x0, x1, x2) = h(x0, x1, x2)Fig. 1 � Ciruit PLA de la question 13.b) k orrespond au nombre de �ls entre la partie ET et la partie OU, 'est à dire à la somme des nombresde produits de littéraux formant les formes normales disjontives des fontions fi. Pour réduire k, il estimportant d'utiliser les f.n.d. minimales pour haque fi et de repérer les produits identiques des di�érentsf.n.d pour ne pas les âbler plusieurs fois.
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II. Génération de iruits ombinatoiresQuestion 14 On établit le tableau des valeurs des fontions r(x2, x1, x0) et q(x2, x1, x0) qui retournentrespetivement le reste modulo 2 de x2 + x1 + x0 et le quotient de la division de x2 + x1 + x0 par 2 :
x2 x1 x0 r(x2, x1, x0) q(x2, x1, x0)
0 0 0 0 0
0 0 1 1 0
0 1 0 1 0
0 1 1 0 1
1 0 0 1 0
1 0 1 0 1
1 1 0 0 1
1 1 1 1 1

r(x2, x1, x0) = x0.x1.x2 ∔ x0.x1.x2 ∔ x0.x1.x2 ∔ x0.x1.x2 qui n'est pas simpli�able e qui nous donne :1 l e t bitAdd x y z =2 Ou(Et (Non(x ) , Et (Non(y ) , z ) ,3 Ou(Et (Non(x ) , Et (y ,Non( z ) ) ) ,4 Ou(Et (x , Et (Non(y ) ,Non( z ) ) ) ,5 Et (x , Et (y , z ) ) ) ) ) ; ;
q(x2, x1, x0) = x0.x1.x2 ∔ x0.x1.x2 ∔ x0.x1x2 ∔ x0.x1.x2 = x0.x1 ∔ x0.x2 ∔ x1.x2, e qui nous donne :1 l e t bitRetenue x y z =2 Ou(Et (x , y ) ,Ou(Et (x , z ) , Et (y , z ) ) ) ; ;Question 151 l e t addSer ie ( x : mot) ( y : mot) =2 l e t n = vet_length x in3 l e t retenue = r e f ( Bit ( 0 ) ) in4 l e t r e s = make_vet (n+1) ( Bit ( 0 ) ) in5 for i = 0 to n−1 do6 r e s . ( i ) <− bitAdd x . ( i ) y . ( i ) ! r e tenue ;7 retenue := bitRetenue x . ( i ) y . ( i ) ! r e tenue ;8 done ;9 r e s . ( n ) <− ! r e tenue ;10 ( r e s : mot ) ; ;Voii une version ave moins de portes en simpli�ant les portes au niveau des poids faibles.1 l e t addSer ie ( x : mot) ( y : mot) =2 l e t n = vet_length x in3 l e t r e s = make_vet (n+1) ( Bit ( 0 ) ) in4 l e t retenue = r e f (Et ( x . ( 0 ) , y . ( 0 ) ) ) in5 r e s . ( 0 ) <− Ou(Et (Non(x . ( 0 ) ) , y . ( 0 ) ) , Et ( x . ( 0 ) ,Non(y . ( 0 ) ) ) ) ;6 for i = 1 to n−1 do7 r e s . ( i ) <− bitAdd x . ( i ) y . ( i ) ! r e tenue ;8 retenue := bitRetenue x . ( i ) y . ( i ) ! r e tenue ;9 done ;10 r e s . ( n ) <− ! r e tenue ;11 ( r e s : mot ) ; ;La fontion bitAdd génère 17 portes et la fontion bitRetenue 5 portes. Ces fontions étant appelées nfois dans la fontion addSerie, l'ordre de grandeur du nombre de portes est de 22.n portes.À ause de la propagation de la retenue, on ne peut exéuter les aluls en parallèle et don l'ordre degrandeur du temps de alul sera diretement proportionnel au nombre de portes soit en O(22.n).5



Question 16 La question n'est pas très laire. On nous dit que la fontion mux doit retourner un iruitalors que dans le typage de la fontion, elle retourne un mot ! Voii l'interprétation que j'ai donné deette question, on ommene par érire une fontion d'évaluation d'un iruit puis on érit la fontionmux :1 l e t re va l eur = funtion2 Bit (b ) −> b3 | Non(  ) −> 1−( va l eu r  )4 | Et ( 1 , 2 ) −> ( va l eur 1 )∗ ( va l eu r 2 )5 | Ou( 1 , 2 ) −> min 1 ( va l eu r 1 + va l eur 2 ) ; ;67 l e t mux s (x : mot) ( y : mot) =8 i f va l eur s = 1 then x else y9 ; ;Question 171 l e t addPar ( x : mot) ( y : mot) ( r :  i r  u i t ) =2 l e t n = vet_length x in3 l e t retenue = r e f ( r ) in4 l e t r e s = make_vet (n+1) ( Bit ( 0 ) ) in5 for i = 0 to n−1 do6 r e s . ( i ) <− bitAdd x . ( i ) y . ( i ) ! r e tenue ;7 retenue := bitRetenue x . ( i ) y . ( i ) ! r e tenue ;8 done ;9 r e s . ( n ) <− ! r e tenue ;10 ( r e s : mot ) ; ;Il n'y a pas de hangement fondamental par rapport à la fontion addSerie de la question 15 et donl'ordre de grandeur du nombre de porte reste O(20.n) ainsi que le temps d'exéution. Si on veut utiliserles remarques qui préèdent la question, il faut réérire la fontion addSerie de la manière suivante (enoupant les mots en deux ) :1 l e t addSer i eb i s ( x : mot) ( y : mot) =2 l e t n = vet_length x in3 l e t p = n/2 in4 l e t x1 = sub_vet x 0 p and x2 = sub_vet x (p+1) (n−1) in5 l e t y1 = sub_vet y 0 p and y2 = sub_vet y (p+1) (n−1) in6 l e t  i r  u i t 1 = addSer ie x1 y1 in7 l e t retenu =  i r  u i t 1 . ( p−1) in8 l e t  i r  u i t 1 ' = sub_vet  i r  u i t 1 0 (p−2) in9 l e t  i r  u i t 2 = addPar x2 y2 ( Bit ( 1 ) ) in10 l e t  i r  u i t 3 = addPar x2 y2 ( Bit ( 0 ) ) in11 onat_vet  i r  u i t 1 ' (mux retenu  i r  u i t 2  i r  u i t 3 ) ; ;Le nombre de portes est à peu près multiplié par 1,5 tandis que le temps d'exéution est à peu près divisépar deux.Question 18 Le problème pour utiliser un PLA est le nombre de portes logiques à utiliser. Grossomodo, l'usage d'un PLA revient à âbler toutes les additions p+q pour tous les ouples (p, q) ∈ [0, 2n]. Ona alors une roissane exponentielle du nombre de portes en fontion de n. L'avantage est l'exéution sefait à temps onstant, haque somme p+q étant assoié à un et un seul produit de la f.n.d. de la fontiond'addition ontrairement aux additionneurs de la partie II qui ont des temps d'exéution proportionnelà n. 6


