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Recommandations aux candidats

» Si, au cours de I'épreuve, un candidat repére ce quui semble étre une erreur
d’énoncé, il le signale sur sa copie et poursuit Ssomposition en expliquant les
raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.

» Tout résultat fourni dans I'énoncé peut étre utili®€ pour les questions ultérieures
méme s’il n'a pas été démontré.

* |l ne faut pas hésiter a formuler les commentairegjui semblent pertinents méme
lorsque I'énoncé ne le demande pas explicitement.

Composition de I'épreuve

L’épreuve comporte :
e un exercice sur les automates : page 2
e un probléme d’algorithmique et programmation : @& 8

Page 1 sur 8



Epreuve d'informatique 2011

Exercice sur les automates

On considere dans cet exercice des mots définikafpinabets = {a, b}.
Le transpos&ou miroir) d’'un motu = u; ... U,, ou lesy, (1 <i<n) sont des éléments dg
est le mot, notd& , qui s’écritu,, ... u;. Ainsi, le transposé debbbbabaestababbbbaUn mot

u est unpalindromes’il est identique a son transposé@ = u. Pour un entiek donné, le
préfixe (respectivemensuffixe de longueuk d’'un motu de longueur au moinsest le sous-
mot formé desk premiers (respectivement, derniers) symbolesui.dd@insi, le préfixe de
longueur 3 dabbbbabaestabbtandis que son suffixe de longueur 4lesba

Pour tout entien > 1, on définit le langagke,, sur l'alphabet> de la maniere suivanté.;, est

'ensemble des mots de longueur supérieure ou @galelont le suffixe de longueurest le
transposé du préfixe de longuaurAinsi, abbbbabaappartient &, (cara est le transposé
dea) et aL, (carbaest le transposé @ds) maisabbbbaban’est pas daniss.
O 1 — Donner une expression rationnelle décrivatdrigagd. ;.
0 2 — Construire un automate non déterministe reconnaissant le langage On
impose quéA ait un seul état initial et un seul état finahy milleurs, les transitions de
A seront étiquetées par des éléments.de
O 3 — Déterminiser I'automate obtenu a la questigt@dente. Il n'est pas nécessaire
de détailler le processus de déterminisation.
0 4 - En s’inspirant des questions précédentes, reromjue L, est un langage

rationnel pour touh = 1.
0 5-Soitn = 1. On considére maintenant le langdgdgeformé de tous les mots de

longueur strictement inférieure d,2ainsi que des mots de longueur supérieure ou
égale a A dont le suffixe de longueur est le transposé du préfixe de longueur
Indiquer siL,, est un langage rationnel et prouver la réponse.

0 6 — Montrer que le langage des palindromes suphabet f, b} n'est pas
rationnel.

0 7 — Montrer que l'intersection d’'une suite infinde langages rationnels n’est pas
nécessairement un langage rationnel.

Probleme d’algorithmique et programmation : ordrespour un tournoi

Préliminaire concernant la programmation. Il faudra écrire des fonctions ou des
procédures a l'aide d’'un langage de programmatignpqurra étre soiCaml, soit Pascal
tout autre langage étant exclundiquer en début de probleme le langage de
programmation choisi; il est interdit de modifier ce choix au cours de I'épreuve
Certaines questions du probleme sont formuléesérdifiment selon le langage de
programmation ; cela est indiqué chaque fois queessaire. Par ailleurs, pour écrire une
fonction ou une procédure en langage de prograromaté candidat pourra définir des
fonctions ou des procédures auxiliaires qu’il esipdra, ou faire appel a d’autres fonctions ou
procédures définies dans les questions précédentes.

Dans I'’énoncé du probleme, un méme identificateuit €@ans deux polices de caractéres
différentes désigne la méme entité, mais du pantuk mathématique pour la police écrite
en italique (par exempleT) et du point de vue informatique pour celle éceiberomain (par
exemple T).
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Dans ce probléme, on note faux et vrai les deugwalpossibles d’une variable booléenne.
On considérera des matrices carrées ; les coloendss lignes d’'une matrice carrée de
dimensionn x n seront toujours numeérotées de hal. SiT est une matrice carrée de
dimensionn xn, pour O<i<n-1et0<j<n- 1% ; représentera le coefficient desitué
sur la lignei et la colonng. On appellgournoi une matrice carré€ a coefficients booléens
qui, si la matrice est de dimensiorx n, vérifie

* pour0<is<n-letO<j<n-1laved#j:t=vrai~ t ;=faux;

e pour0<i<n-1 ;= faux.
Si la matrice est de dimensionx n, le tournoi est dit @irdre n. L’'ordre n des tournois
considérés dans ce probleme sera toujours au régais 1.

On représentera un tourndipar un dessin de la fagon suivante : a chaquerentgrifiant
0<i<n-1, on fait correspondre un cercle contenantiéen; pour tout couple d’entieiiset
j vérifiant 0<i<n-1,0<j<n-1eti #j, si tjj vaut vrai on trace une fleche du cercle

contenant au cercle contenapnt on dira que ce dessin est grapheG qui représentd. Le
tournoi T, défini a gauche ci-dessous est représenté paapes, qui se trouve a sa droite.

0)* e

faux faux faux vrai
vrai faux vrai faux
vrai faux faux faux
faux wvrai vrai faux

Le tournoiTy, 3 =\2>
Le grapheG,

On utilisera aussi le tourndi défini a gauche ci-dessous et représenté paiajghgGg qui
se trouve a sa droite.

faux vrai vrai faux faux

faux faux wvrai vrai faux

faux faux faux vrai vrai

vrai faux faux faux vrai

vrai vrai faux faux faux
Le tournoiTg

Le grapheGs
On utilisera enfin le tourndig défini a gauche ci-dessous et représenté pamafghgGg qui
se trouve a sa droite.
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faux vrai faux vrai faux vrai

faux faux faux wvrai faux faux
vrai vrai faux faux vrai faux
faux faux wvrai faux faux faux

vrai vrai faux vrai faux vrai

faux wvrai vrai vrai faux faux
Le tournoiTg

Le grapheGg
On s’intéresse a un jeu nomm@ui se joue a deux joueurs ; pour chaque partiewd, il y
a un gagnant et un perdant, il n’y a pas de mawthSoitn un entier strictement positif. On
considére un ensemble dgoueurs. UnecompétitionC du jeuJ effectuée par les joueurs
consiste a ce que chaque joueur joue une et ufefeeiau jeu contre chaque autre joueur.
Les joueurs sont identifiés par des numéros atlar® an — 1. Le résultat de cet ensemble de
n(n — 1)/2 parties est représenté par un touindiordre n : pouri etj distincts vérifiant les
inégalités G<i<n-1et0<j<n-1, le coefficient;; deT vaut vrai si le joueur a gagné
contre le joueuj et faux sinon ; pour 81 <n -1, le coefficient; ; vaut faux. On dira quie

tournoi T représente le résultat de la compétition
Par exemple, s’il y a quatre joueurs et que la c&impn est représentée par le tourmgici-
dessus :

* le joueur 0 a gagné contre le joueur 3 et perdiredes joueurs 1 et 2,

* le joueur 1 a gagné contre les joueurs 0 et 2relupeontre le joueur 3,

* le joueur 2 a gagné contre le joueur O et perdiredes joueurs 1 et 3,

* le joueur 3 a gagné contre les joueurs 1 et 2reupepntre le joueur 0.

On appelleclassement d’ordre rioute permutation des entiers 0, 1, 2, n.~ 1. Un
classement d'ordre n sera noté €(0), o(1), ..., o(n — 1)). Aprés une compétition entne
joueurs, unclassemento d'ordre n est interprété comme un classement des joueurs par
résultats décroissants ; le joued(0) est considéré comme étant le meilleur tandes lgu
joueura(n — 1) est considéré comme étant le moins bon pueyra est mieux placé qu’un
joueurb si le joueura apparait avant le jouebrdans le classement ; par exemple, pour quatre
joueurs, le classement (1, 3, 2, 0) est intermré®me : 1 est meilleur que 3 qui est meilleur
gue 2 qui est meilleur que 0.

Apres une compétition, on peut chercher a détemtenglassement qui représente le mieux le
résultat de la compétition ; il y a différentes hoites permettant de faire cela, ces méthodes
ne donnent pas toutes le méme classement ; oreétadk d’entre elles dans ce probléne :
méthode de Copelaratla méthode de Slater

Indications pour Caml
Soit n un entier. Un vecteur de vecteurs de longueur est appelénatrice de dimension
nxn. Un tournoi d'ordren sera codé en Caml par une matrice de dimensionn de
booléens. Par exemple, le touriigidéfini ci-dessus sera codé de la fagcon suivante :
let T =1]|[|false; false; false; true|];

[|true; false; true; false|];

[|true; false; false; false|];

[|false; true; true; false|];|];;
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Un classement d'ordre sera codé par un vecteur d’entiers de dimensidrar exemple, le
classement (1, 3, 2, 0) sera codé par :

let classenment = [|1; 3; 2; O|];;

Fin des indications pour Caml

Indications pour Pascal

On définit la constante et les types ci-dessous :

const MAX = 100;

type Matrice = array[0.. MAX - 1, 0..MAX - 1] of Bool ean;
type Vecteur = array[0..MAX - 1] of Integer;

Un tournoi d’ordren seracodé par une variable de typat ri ce. On supposera qu'on ne
traite que des tournois d’ordre au pM&X. Par exemple, le tourndi, sera codé par une

variable de typeMat ri ce nommeer de la fagon suivante :

T[0, 0] := false; T[0, 1] := false;
T[0, 2] := false; T[O0, 3] := true;

T[1, 0] := true; T[1, 1] := false;
T[1, 2] := true; T[1, 3] := fal se;
T[2, 0] := true; T[2, 1] := false;
T[2, 2] := false; T[2, 3] := false;
T[3, 0] := false; T[3, 1] := true;

T[3, 2] := true; T[3, 3] := false;

Un classement d’ordre sera codé par une variable de tygect eur. Par exemple, le
classement (1, 3, 2, 0) sera codé par une vardeblgpeVect eur nommeéecl assenent
de la fagon suivante :
classenment[0] := 1; classenent][ 1]
cl assenent[2] := 2; classenent]| 3]
Fin des indications pour Pascal

3;
0;

Premiére partie : méthode de Copeland
Dans un tournof, on appellescoredei (pour 0<i <n - 1) le nombre de termes égaux a vrai
sur la lignei deT ; par rapport a la compétition du jéwécrite ci-dessus, le score idest le
nombre de parties gagnées par le joueBar exemple, si la compétition est décrite par
les scores des joueurs 0, 1, 2 et 3 sont respewivieégaux a 1, 2, 1 et 2.
Soit T un tournoi représentant une compétition un classement est appakssement de
Copeland pour le tourndr si les scores des joueurs dans ce classementiéomissants au
sens large. Le classement (1, 3, 0, 2) est unertemst de Copeland pour le tournij
puisque, dans l'ordre de ce classement, les stomaent la suite décroissante 2, 2, 1 et 1.
O 8 — Indiquer un classement de Copeland pour ietod.
0 9 — La fonctiorcal cul er _scores.
Caml : Ecrire en Caml une fonctional cul er _scor es telle que, SiT est une
matrice de booléens codant un tournoi d'ordrealors cal cul er _scores T
renvoie un vecteur d’entiers de longueurontenant, pour qui varie de 0 & — 1, le
score du joueura l'indicei.
Indiquer la complexité de cette fonction.
Pascal: Ecrire en Pascal une fonctioal cul er _scor es telle que, sil est de type
Matri ce et code un tournoll d'ordre n, alors cal cul er _scores(T, n)
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renvoie un tableau de typect eur contenant, pourqui varie de 0 @ — 1, le score
du joueur dans la case d’indige

Indiquer la complexité de cette fonction.

[0 10 — La fonctiorcl assenent _Copel and.

Caml : Ecrire en Caml une fonctiarl assement _Copel and telle que, ST est une
matrice de booléens codant un touriial’ordre n, alorscl assenent _Copel and
T renvoie un vecteur d’entiers de longueucontenant un classement de Copeland
pourT.

Indiquer la complexité de cette fonction.

Pascal: Ecrire en Pascal une fonctioh assement _Copel and telle que, siT est
de type Matrice et <code un tournoi T dordre n, alors
cl assenment _Copel and(T, n) renvoie un tableau de typ&ect eur contenant
un classement de Copeland pdur

Indiquer la complexité de cette fonction.

Deuxieme partie : valeur de Slater d’'un classement

Soient T:(ti'j)Osisn—LOsjsn—l un tournoi dordre n représentant le résultat dune

compétitionC et oun classement d’ordme; on dit qu’une partie jouée entre deux jouags
j pendant la compétitio@ estcontreditepar le classement sii est avanf danso alors qué
a perdu la partie contjeou bien sj est avant danso alors qug a perdu la partie contie
On appellevaleur de Slater du classementpour T et on noteSlate(T, g) le nombre de
parties deC contredites paw. Autrement dit,Slate(T, o) est le nombre de couples |)
vérifiant simultanément :
e 0<i<j<n-1,
U ta(i), o) = faux.
A titre d’exemple, considérons le classement (1, 3, 2, 0) ; pour calcul@late(Ty, dz), on
peut examiner successivement les valeurtg dg(qui vaut faux et contribue donc pour 1), de
t; o (qui vaut vrai), de; o (qui vaut vrai), de3 » (qui vaut vrai), de3 o (qui vaut faux et
contribue donc pour 1), d& ¢ (qui vaut vrai) :Slate(T,, o) vaut donc 2, les parties
contredites par le classement étant la partie angte3 et la partie entre 0 et 3.
O 11 — En posanti; = (2, 4, 0, 1, 3), calculSlate(Ts, os).
[0 12 — En notantg le classement de Copeland pdgrdéterminé a la questidn 8,
calculerSlatelTg, o).
0 13 — La fonctiorval eur Sl at er.
Caml : Ecrire en Caml une fonctional eur Sl at er telle que, siT est une matrice
de booléens codant un tournbid’ordre n et sisi gna est un vecteur codant un
classemenud’'ordren, alorsval eur _Sl ater T si gnma renvoieSlate(T, o).
Indiquer la complexité de la fonctisal eur _Sl at er .
Pascal: Ecrire en Pascal une fonctioral eur Sl at er telle que, siT, de type
Mat ri ce, code un tournoil d'ordre n, si si gna, de typeVect eur, code un
classemento d'ordre n, alors val eur_Slater(T, sigma, n) renvoie
Slate(T, o).
Indiquer la complexité de la fonctisal eur _Sl at er.
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Troisieme partie : indice de Slater d’un tournoi
On appelleindice de Slater d’'un tournoi T d'ordre et on notes(T) le minimum de
Slate(T, o) sur I'ensemble des classemeatd’ordren.
Un classement de Slatgpour un tournoiT est un classementyr d’ordre n vérifiant
Slate(T, g) =<(T). Ainsi, un classement de Slater pducontredit un minimum de parties de
la compétition représentée par le tourhoi

[0 14 — Calcules(T,) et indiquer un classement de Slater pour

Soit T un tournoi d’ordren. Soienti etj deux entiers distincts compris entre et 1 ; on dit
que (, j) est un arc de Bit; j vaut vrai; cela signifie aussi que le jouear gagne contre le
joueurj dans la compétition représentée paou bien encore qu'il y a une fleche ideers;j
dans le graphe illustramt
Soitp = 3 ; on consideére entiers distinctsiy, iy, ..., ip, compris entre 0 et— 1 ; on dit que
(iy, ip, ..., ip) est uncircuit de T si (iq, ip), (2, 13), ..., (p - 1 ip), (ip, i) sont des arcs d&
(autrement ditj; a gagné contre, i, a gagne contre, ...,i5_ 1 & gagné contrk, et enfini,
a gagne contrg) ; on dira queig, ip), (i, ia), ..., {p— 1 1p), (ip, 1) sont les arcs de ce circuit
Si p vaut 3, on dit qu’il s’agit d'urtriangle de T. On dit que deux circuits dE€ sontarc-
disjoints s’ils n'ont pas d’arc en commun. Par exemple, digsles circuits (0, 1, 3) et
(0, 2, 3, 4) sont arc-disjoints.
[0 15 — On suppose qu’il existe circuits deux a deux arc-disjoints dans le toumoi
Indiquer en fonction den un minorant de I'indice de Slater @eJustifier la réponse.
[0 16 — On considére un tournbid’ordren, un classemend d’ordren et un ensemble
de m circuits deux a deux arc-disjoints dans le tourholOn suppose que l'on a
Slate(T, o) =m. Indiquer alors ce qu'on peut dire de l'indice Skater deT et du
classement.
[0 17 — Calculers(Tg) et indiquer un classement de Slater pdgr déduire de ce
résultat qu’'un classement de Copeland pour un ¢dufnn’est pas toujours un
classement de Slater polir

On considere un ensemtitede triangles deux a deux arc-disjoints d’'un toufhdOn dit que
cet ensemble est un ensembiaximal de triangles deux a deux arc-disjoidesT si tout
triangle deT possede au moins un arc en commun avec au moirisamgle deE. On
remargquera que I'ensemble n’'est pas nécessairement de cardinal maximum phasni
ensemble& de triangles deux a deux arc-disjoints du toufnoi

[0 18 — Indiquer un ensemble maximal de trianglex dedeux arc-disjoints dEs.

0 19 — La fonctiorconpt er _tri angl es.

Il s’agit de calculer le cardinal d’'un ensemble imad de triangles deux a deux arc-
disjoints d’un tournoiT d’ordre n. Pour cela, la fonctiomonpt er _tri angl es
construit une suite de triangles deux a deux ajoidis (suite dont il n'est pas
nécessaire de meémoriser les éléments) jusqu’a awoirrnsemble maximal. La
complexité de cette fonction devra étre de I'ordeen3, on ne justifiera pas cette
complexite.

Caml : Ecrire en Caml une fonctiomonpt er _t ri angl es telle que, SiT est une
matrice de booléens codant un touriial’ordren, alorsconpter _triangles T
renvoie le cardinal d’'un ensemble maximal de thlesgleux a deux arc-disjoints @ie
Pascal: Ecrire en Pascal une fonctiomnpt er _t ri angl es telle que siT, de type
Mat ri ce, code un tournoiT d’ordre n, alors conpter _triangles(T, n)
renvoie le cardinal d’'un ensemble maximal de thesngleux a deux arc-disjoints @ie
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Quatrieme partie : méthode de Slater
On se propose d’écrire en langage de programmatierfonction qui, étant donné un tournoi
T d'ordre n, détermine un classement de Slater pbulPour cela, on énumere tous les
classements possibles, c’est-a-dire toutes lesytations de {0, 1, ...n — 1}, on calcule pour
chaque classememt la valeur deSlate(T, g) et on retient un classement qui donne la plus
petite valeur de cette fonction.
Pour préparer l'écriture de cette fonction, on tgiasse, poum fixé, a la liste des
permutations de {0, 1, 2, ..n,— 1} triées par ordre lexicographique croissamar, exemple,
pourn = 3, cette liste est (0, 1, 2), (0, 2, 1), (120,(1, 2, 0), (2,0, 1), (2, 1, 0).
[0 20 — On considére la liste des permutations déersed0, 1, 2, 3, 4, 5} triées par
ordre lexicographique croissant ; indiquer les lppgmiéres permutations qui suivent
la permutation (1, 2, 5, 4, 0, 3). On ne justifipess la réponse.
[0 21 — La fonctiorper nut at i on_sui vant e.
La fonctionper mut at i on_sui vant e recoit en parameétre une permutatomles
entiers {0, 1, 2, ...n — 1}. Si cette permutation n’est pas la permutafo— 1,n— 2,
..., 1, 0), c’est-a-dire si ce n’est pas la dernigeemutation dans le tri considéré, la
fonction transforme le contenu degma pour quesi grma contienne, apres I'appel de
la fonction, la permutation suivant la permutatiordans 'ordre lexicographique et
renvoie la valeutt r ue ; dans le cas contraire, elle renvoie la valeal se et ne
transforme pasi gna.
Caml : Ecrire en Caml une fonctioper mut at i on_sui vant e telle que, sih est
un entier au moins égal a 1 etssigma est un vecteur de longuenrcontenant une
permutationo des entiers {0, 1, 2, ..n,— 1}, alorsper nut at i on_sui vant e si gnma
effectue les opérations décrites ci-dessus.
Pour faciliter I'écriture de la fonctioper mut at i on_sui vant e, on pourra écrire
auparavant une fonction qui échange deux valeurs \e&cteur.
Pascal: Ecrire en Pascal une fonctiper nut at i on_sui vant e telle que, sh est
un entier au moins égal a 1 essigma, de typeVect eur, contient entre les indices
O et n — 1 une permutationc des entiers {0, 1, 2, ..n — 1}, alors
per mut at i on_sui vant e(si gma, n) effectue les opérations décrites ci-dessus.
Pour faciliter I'écriture de la fonctioper mut at i on_sui vant e, on pourra écrire
auparavant une procedure qui échange deux valeursableau.
(0 22 — La fonctiorcl assenent Sl at er.
Caml : Ecrire en Caml une fonction non récursoleassenent _Sl| at er telle que,
si T est une matrice de booléens codant un tourfoid’ordre n, alors
cl assenment _Sl ater T renvoie un vecteur de longueur contenant un
classement de Slater polir
Pascal: Ecrire en Pascal une fonction non récursivassenent _Sl at er telle
que, si T, de type Matrice, code un tournoi T dordre n, alors
cl assenment _Sl ater (T, n) renvoie un tableau de typect eur contenant un
classement de Slater poLir
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