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Le probleme de la satisfiabilité logique

Préliminaire concernant la programmation: il faudra écrire des fonctions ou des
procédures a l'aide d’'un langage de programmatiginpqurra étre soiCaml, soit Pascal
tout autre langage étant exclundiquer en début de probléme le langage de
programmation choisi; il est interdit de modifier ce choix au cours de I'épreuve
Certaines questions du probleme sont formuléesérdifiment selon le langage de
programmation ; cela est indiqué chaque fois queessaire. Par ailleurs, pour écrire une
fonction ou une procédure en langage de prograromaté candidat pourra définir des
fonctions ou des procédures auxiliaires qu'il exifdra ou faire appel a d’autres fonctions ou
procédures définies dans les questions précédentes.

Dans I'énoncé du probleme, un méme identificatecnit @&ans deux polices de
caracteres différentes désigne la méme entité, thaipoint de vue mathématique pour la
police écrite en italique (par exemplE). et du point de vue informatique pour celle éceite
romain (par exempleEF).

On appellevariable booléennaine variable qui ne peut prendre que les valeurs 0
(synonyme ddaux) ou 1 (synonyme derai). Si x est une variable booléenne, on appelle
complémenté dg et on notex la négation de : x vaut 1 six vaut 0 etx vaut O six vaut 1.

On appellelittéral une variable booléenne ou son complémenté. Poulittéral

a = X, oux est une variable booléenne, on définit le comptéie de a comme étant égal
ax. On a ainsi défini le complémenté de tout litteral

On représente la disjonction (« ou » logique ) leasymbole et la conjonction
(« et » logique) par le symbolé

On appelleclauseune disjonction de littéraux &ingueur d’'une clauske nombre des
littéraux qui composent cette clause. La longuéunel clause doit étre toujours au moins
égale a 1.

On appelleformule logique sous forme normale conjonctivee conjonction de
clauses ; chacune de ces clauses estafipartenir a la formule logique. Dans tout le
probléme,quand on utilisera I'expression formule logique, il s’agira d’'une formule
logique sous forme normale conjonctiveOn ne suppose pas que toutes les clauses d’une
formule logique sont distinctes.

Dans tout le problemégs littéraux d’'une méme clause sont différents etne clause
ne contient pas a la fois une variable et le compienté de celle-ci si une clause contient

le littéral a, elle ne contient pas une deuxiéme foi®t elle ne contient pag. Dans les
algorithmes qui seront & écrire, on fera en sauie aptte propriété soit toujours vérifiee. En
conséqguence, la longueur d’'une clause d'une fornadegue n’est jamais supérieure au
nombre total de variables de la formule logiquesodérée.

On appelle valuation des variables d'une formule logiquene application de
'ensemble de ces variables dans I'ensemble {OUL}e clause vaut 1 si au moins un de ses
littéraux vaut 1 et 0 sinon. Urdauseest ditesatisfaitepar une valuation des variables si elle
vaut 1 pour cette valuation. Une formule logiqueitva si toutes ses clauses valent 1 et O
sinon. Uneformule logiqueest ditesatisfaitepar une valuation des variables si elle vaut 1
pour cette valuation. Une formule logique est daéisfiables’il existe une valuation de ses
variables qui la satisfait. Si une formule logicest satisfiable, on appelle alagslution de
cette formule logique toute valuation des varialgasla satisfait. Par exemple, la formule
logique :

(xOyOd2 O(x Oz O(y O2)
est satisfiable et elle est satisfaite par la smiut = 1,y= 0 etz=1.
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Comme pour une variable booléenne, la valeur @ysinyme ddaux et la valeur 1
est synonyme derai pour un littéral, une clause ou une formule logiqu

Une formule logique qui n'aurait aucune clause dit vide et considérée comme
toujours satisfaite.

Etant donnée une formule logigie on note dans ce problénmeaxF) le nombre
maximum de clauses de pouvant étre satisfaites par une méme valuaten notantm le
nombre de clauses & on remarque que est satisfiable si et seulementr@axF) =m.

Premiere partie : introduction

Pour les deux premieres questions de ce problemen considére trois personnes
nommeéesX, Y etZ et on s'intéresse au fait qu’elles portent ou norchapeau. On considére
les propositions suivantes :

a) au moins une des personnes porte un chapeau ;

b) au moins une des personnes ne porte pas de chapeau

C) siX porte un chapeau, Nini Z n’en portent ;

d) siY porte un chapeau, au moins une personne paouiZ en porte un.

On définit des variables booléenney etz qui valent 1 si, respectivemeny, Y etZ
portent un chapeau et 0 sinon.

0 1 — Exprimer chacune des propositions a), b)t d) @omme une formule logique
(on rappelle que I'expression « formule logiqueignsie « formule logique sous
forme normale conjonctive ») exprimée avec lesaldeisx, y etz

0 2 — Ecrire une formule logique exprimant le faiedes propositions a), b), c) et d)
doivent étre satisfaites simultanément. Indiquearesie formule logique est satisfiable
ou non et, si elle est satisfiable, donner I'endendles solutions pour cette formule
logique. On prouvera la réponse.

On considere maintenant la formule logidtiedépendant de quatre variabley, zett :
Fl=xUyOzO(xOzOt)OxOy Oz)O
xOyOdt)O(x Oz Ot)O(x Ot O(xOy O2).

0 3 — Indiquer sF1 est satisfiable ou non et, si elle est satisfiatddaner I'ensemble
des solutions del. On prouvera la réponse.

On considére une formule logiqeredéfinie sum variables booléennes et ddaattes
les clauses sont de longueur;3on dit alors qu'’il s’agit d’unénstance de 3-SATon notem
le nombre de clauses ddnest la conjonction.

00 4 — Déterminer une instané® de 3-SAT non satisfiable et possédant exactement
8 clauses ; indiqguanaxF2) en justifiant la réponse.

On considére une instanEede 3-SAT définie sun variables booléennes. On nMe
I'ensemble des™®valuations des variables ffe Soitval une valuation des variables ; siC
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est une clause, on nogC,val) la valeur deC pour la valuatiorval ; on notey/(F,val )le

nombre de clauses drequi valent 1 pour la valuatioral. On a :¢/(F,val) = 2¢(C,val)
C,clausedeF

etmaxF) = \m%zp(F,val).

0 5—0n considére une clau€ede F ; indiquer en fonction d& la valeur de la

somme : > ¢(C,val).
vallv

0 6 — En considérant la somme Z Z¢(C,val), indiquer en fonction de un
C, clausagdeF valllv

minorant demaxF).

00 7 —Donner le nombre minimum de clauses duneamntg de 3-SAT non
satisfiable.

Indications pour la programmation, a lire avec attetion

On va désormais numeéroter a partir de 1 les vasabboléennes d’'une formule logique.
Ainsi, si les variables sont y et z, on associe & le numéro 1, ¥ le numéro 2 et & le
numeéro 3. Par ailleurs, on numérote le complémeéttge variable avec I'opposé du numéro
associé a celle-ci ; ainsi, avec I'exemple ci-dessu littéralx, on associe le numéro —1, au
littéral y, on associe le numéro -2, au littéralon associe le numéro -Bour alléger les

explications, on identifie désormais un littéral a@c son numeéro.

Le mottableauutilisé plus bas est synonyme de ce qu’on appeltgeuren Caml.

Pour coder une valuation d’un ensemblendariables booléennes, on utilise un tableau d’au
moinsn + 1 entiers indicé a partir de 0 ; pawrompris entre 1 e, la case d'indicé donne la
valeur de la variable de numér@valeur qui vaut soit 0, soit 1, ou éventuellememe valeur
guelconque si la valeur de la variable correspotedaiest pas spécifiée). La case d’'indice 0
n’est pour l'instant pas utilisée.

Pour coder une clause de longupuon utilise un tableau d’au moing + 1 entiers indicé a
partir de O ; pour compris entre 1 g4, la case d’indice contient le numéro du littéral qui se
trouve en positiom dans la clause. La case d’indice 0 de ce tabledique la longueur de la
clause. Ainsi, si les variables soqty, z ett, numérotées respectivement par 1, 2, 3 et 4, la

clause x Ot Oy) est codé par un tableau représenté ci-dessous :

Indice 0 1 2 3
Numéro| 3 1 -4 2

Pour coder une formule logique, on utilise un tablde tableaux d’entiers indicés piaj)ou
les indiced et sont supérieurs ou égaux a 0 ; posupérieur ou égal a 1, la ligne d’'indice
décrit lai€ clause de la formule logique. On utilise deux sa$e la ligne d’indice Ola case
d’indice (0, 0) contient le nombre de clauses de farmule logique et la case d’indice
(O, 1) contient le nombre total de variablesAinsi, la formule logique :

F3=(xOy OzOt)O(x Oz)dxOt Oy)
est codée par le tableau ci-dessous. Dans ce taltdsacases contenant des pointillés existent
ou non ; si elles existent, leurs valeurs n’ontgiaaportance :
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~J| O 1 2 3 4
0 3
1 4 1 -2 3 4
2 2 1 | -3
3 3 1 —4 2

Indications pour Caml

En Caml, la formule logiquE3 peut étre définie comme ci-dessous par le vectewecteurs
F3:

let F3 = [|[13;4]];[141;-2;3;41;[12;-1;-3[];[13;1;-4;2[]]1;;

Soit F un vecteur de vecteurs définissant une formuléjlagF- et soienti etj deux entiers
compris entre 1 €. (0). (0) ; le vecteurr. (i) définit lai€ clause dd- ; dans un calcul
de complexité, on considérera l'instructibn(i) <- F.(j) comme une seule opération
élémentaire.

Fin des indications pour Caml

Indications pour Pascal
On définit les constantes et les types ci-dessous :
CONST

MAX_ VAR = 10;

MAX_CLAUSES = 100;

type Valuation = array [0 .. MAX VARl of Integer;
type ause = array [0 .. MAX VAR of Integer;

type Formule = array [0 .. MAX CLAUSES] of O ause;

La constantdVAX VAR indique le nombre maximum de variables d'une féemagique. La
constantdvVAX_CLAUSES indique le nombre maximum de clauses d’'une forragjeue. Dans ce
probleme, on ne se préoccupera pas d’'un éventu@idignent de ces tableaux.

La formule logiqud=3 peut étre codée avec une varidlede typd-or nul e par :

F3[0][0]:=3; F3[0][1]: =4,

F3[1][0]:=4; F3[1][1]:=1;, F3[1][2]:=-2; F3[1][3]:=3; F3[1][4]: =4,
F3[2][0]:=2; F3[2][1]:=-1; F3[2][2]:=-3;

F3[3][0]:=3; F3[3][1]:=1;, F3[3][2]:=-4; F3[3][3]:=2;

Soit F un tableau de typEor nul e définissant une formule logigue et soienti etj deux
entiers compris entre 1 €] 0] [ 0] ; le tableauF[ i ] définit lai€ clause dd- ; dans un
calcul de complexité, on considérera linstructiéhi] := F[j] comme une seule
opération élémentaire.

Fin des indications pour Pascal
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Deuxieme partie : satisfiabilité, méthode exacte

00 8 — La fonctiorval eur _cl ause.
Caml : Ecrire en Caml une fonctional eur _cl ause telle que, siC est un vecteur
d’entiers codant une clausket sival est un vecteur codant une valuatiai d’'un
ensemble de variables contenant les variablé€3 déors

val eur _cl ause C val
donne la valeur d€ (c’est-a-dire 0 ou 1) pour la valuatigal.
Indiquer la complexité de la fonctival eur _cl ause.

Pascal: Ecrire en Pascal une fonctioral eur _cl ause telle que, siC, de type
Cl ause, code une clausg et sival , de typeVal uat i on, code une valuational
d’'un ensemble de variables contenant les varial#€s alors

val eur _cl ause(C, val)
donne la valeur de la clau€gc’est-a-dire 0 ou 1) pour la valuatigal.
Indiquer la complexité de la fonctival eur _cl ause.

0 9— Lafonctiorsati sfait_fornul e.

Caml : Ecrire en Caml une fonctiosat i sfai t_formul e telle que, siF est un

vecteur de vecteurs d’entiers codant une formujgglee F et sival est un vecteur

codant une valuatioval de 'ensemble des variables Egealors
satisfait_formule F val

vautt r ue sival satisfaitF etf al se sinon.

Indiquer la complexité de la foncti@at i sfait_formul e.

Pascal: Ecrire en Pascal une fonctieat i sfai t _f or mul e telle que, sF, de type
For mul e, code une formule logiquE et sival , de typeVal uati on, code une

valuationval de I'ensemble des variables [eegalors
satisfait_formul e(F, val)

vautt r ue sival satisfaitF etf al se sinon.
Indiquer la complexité de la foncti@at i sfait_formul e.

0 10 — La fonctiorr esoudr e_r ec.
On considere une formule logiq&eet un nombré« compris entre 0 et le nombre total
de variables d&. Pouri compris entre 1 &, on fixe une valeuv, égale a 0 ou 1 pour
la variablei (si k vaut 0, aucune variable n'a une valeur fixée). fbaction
resoudr e_r ec détermine s'il existe une valuatioal des variables telle que

e pouri compris entre 1 &¢, la valeur dansal de la variable estv;,

 val satisfaitF.
De plus, la fonctiorr esoudr e_r ec dispose d’'un tableau d’entiers destiné a coder
une valuation des variables ; dans le cas ou laatiah cherchée existe, la fonction
modifie ce tableau pour qu’il code une telle valratt elle renvoie alors la valeur 1 ;
si la valuation cherchée n’existe pas, la fonctemvoie la valeur 0 sans avoir modifié
les cases d'indices compris entre k.et
Caml : Ecrire en Caml une fonction récursivesoudr e_r ec telle que,

« siF est un vecteur de vecteurs d’entiers codant umeuie logiquer,

» sival estun vecteur d’entiers servant a coder une tratya

» sikest un entier compris entre 0 et le nombre delobes de-,
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» sile vecteurval contient soit O, soit 1 dans les cases d’indiges 1.k,
alorsresoudre_rec F val k modifie le vecteuval comme indiqué ci-dessus,
en considérant que les valeurs des cases d'indic&s ...,k de ce vecteur sont les
valeurs fixéess, vy, ..., Vi des variables 1, 2, ..k; la fonction renvoid r ue si la

valuation cherchée existefetl se sinon.

Pascal: Ecrire en Pascal une fonction récursiesoudr e_r ec telle que,

* siF, de typeor mul e, code une formule logique

* sival estde typ&al uati on,

* sikest un entier compris entre 0 et le nombre delbes dd-,

* sile tableawal contient soit O, soit 1 dans les cases d'indi¢es 1.k,
alorsresoudre_rec(F, val, k) modifie le tableawal comme indiqué ci-
dessus, en considérant que les valeurs des caseges 1, 2, ...k de ce tableau sont
les valeurs fixéeg,, v,, ..., V| des variables 1, 2, . k,; la fonction renvoie r ue si la

valuation cherchée existefetl se sinon.

0 11 — La fonctiorr esoudr e.

La fonctionresoudreprend en argument une formule logiduet renvoie un tableau
d’entiers pouvant coder une valuation des variathds SiF est satisfiable, le tableau
renvoyé code une solution deet contient la valeur 1 dans la case d’indicesDF,
n'est pas satisfiable, le tableau contient la valedans la case d’indice 0.

Caml : Ecrire en Caml une fonctionesoudr e telle que, siF est un vecteur de
vecteurs d’entiers codant une formule logideiealorsr esoudr e F renvoie un
vecteur d’entiers correspondant au résultat derationresoudredécrite ci-dessus.

Pascal: Ecrire en Pascal une fonctioesoudr e telle que, sF, de typeFor nul e,
code une formule logiqué, alors resoudre(F) renvoie un tableau de type
Val uat i on correspondant au résultat de la fonctiesoudredécrite ci-dessus.

0 12 — Evaluer la complexité de la foncti@soudreappliquée a une formule logique

F en fonction du nombne de variables d€ et de la somme des longueurs des clauses
deF.

Troisieme partie : MAX-SAT

Dans cette partie, on ne s’intéresse plus a savaime formule logique est satisfiable mais au
calcul, pour une formule logigde demaxF). On va définir une heuristique, c’est-a-dire une
meéthode qui ne donne pas nécessairement la vatemmagF) mais une valeur approchée,
gu’on souhaite proche de I'optimunon calcule une valuation en choisissant une alese
variables et leurs valeurs. Plus précisément, Baine formule logique ; étant donnée une
variable a deF, on notediff(F, a) le nombre de fois ow figure dang= diminué du nombre
de fois olia figure dand= ; I'heuristique utilise la transformation suivante
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a) On calcule pour chaque varialstele F le nombrediff(F, a).

b) Sip est un entier relatif, on note aps(a valeur absolue dge On détermine une

variablea, deF telle que, pour toute variabtedeF, on ait:

abs(iff(F, ap)) = abs(iff(F, a)).

c) On poseax, = 1 si on aiff(F, ap) > 0 etay = 0 sinon.

d) On supprime la variableg, deF en tenant compte de la valeur choisie de facam a n

conserver que les clauses qui restent a satisfpres le choix de la valeur dg; on

comptabilise le nombre de clauses satisfaites. @iert ainsi une formule logique

notéeF’ qui est la formule transformée a partirkle
Pour exécuter I'heuristique, on transforme la fdemd comme décrit ci-dessus, puis on
transforme de méme la formui puis on transforme la formule transformée a pddfF’ et
ainsi de suite jusqu’a obtenir une formule vide.€dmme au fur et a mesure les nombres de
clauses satisfaites comptabilisés pendant chagmsftrmation ; le résultat de I'heuristique
est constitué de cette somme et d’'une valuatiorespondant aux choix effectués pendant les
transformations successives pour les valeurs desbles.

0 13 — Appliquer T'heuristique a la formulel définie avant la question] 3 ;
détailler les différentes étapes.

De facon a écrire I'heuristique en langage de @nognation, on définit cing fonctions
ou procédures dans les cing questions suivantes.

0 14 — La fonctiorpl ace.
Caml : Ecrire en Caml une fonctignl ace telle que, siC est un vecteur codant une
clauseC et silitt est un littéralpl ace C | i tt renvoie
e Osilitt ne figure pas darfs,
* la position delitt dansC si litt figure dansC (valeur comprise entre 1 et le
nombre de littéraux d€).
Evaluer la complexité de la fonctign ace.

Pascal: Ecrire en Pascal une fonctiph ace telle que, siC, de typed ause, code
une claus€ et silitt est un littéralpl ace(C, 1itt) renvoie
e Osilitt ne figure pas darfs,
» la position delitt dansC si litt figure dansC (valeur comprise entre 1 et le
nombre de littéraux d€).
Evaluer la complexité de la fonctign ace.

0 15 — La fonction ou procédusaippri mer _vari abl e.

Caml : Ecrire en Caml une fonctissuppri mer _vari abl e telle que, siC est un
vecteur codant une clausg et sii est un entier compris entre 1 et le nombre de
littéraux deC, alorssuppri mer _vari abl e C i modifie C pour queC code la
clause obtenue en supprimant de la clabde littéral d’indicei. La complexité de
cette fonction doit étre de I'ordre d’'une constaetedonc ne pas dépendre du nombre
de littéraux de la clause ni de la valeur de

Pascal: Ecrire en Pascal une procédsneppri mer _vari abl e telle que, s, de
type Cl ause, code une clausg et sii est un entier compris entre 1 et le nombre de
littéraux deC, alorssuppri mer _vari abl e(C, i) modifie C pour queC code la
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clause obtenue en supprimant de la claDde littéral d’'indicei. La complexité de
cette fonction doit étre de I'ordre d’'une constaetedonc ne pas dépendre du nombre
de littéraux de la clauge ni de la valeur dé

0 16 — La fonction ou procédusaippri mer _cl ause.

Caml : Ecrire en Caml une fonctiosuppri mer _cl ause telle que, siF est un
vecteur de vecteurs d’entiers codant une formutgglee F et sii est un entier
compris entre 1 et le nombre de clauses~dalorssuppri mer _cl ause F i
modifie F pour queF code la formule logique obtenue en supprimant ldause
d’indice i . La complexité de cette fonction doit étre dedter d'une constante, et
donc ne pas dépendre du nombre de clauses derialéologique ni de la valeur de

Pascal: Ecrire en Pascal une procédswgppr i mer _cl ause telle que, sF, de type
For nul e, code une formule logiquE et sii est un entier compris entre 1 et le
nombre de clauses die alorssuppri ner _cl ause(F, i) modifie F pour queF
code la formule logique obtenue en supprimantdasg d’indica . La complexité de
cette fonction doit étre de I'ordre d’'une constaetedonc ne pas dépendre du nombre
de clauses de la formule logique ni de la valeur.de

00 17 — La fonctiorcal cul er _di ff.

Caml : Ecrire en Caml une fonctiomal cul er _di ff telle que, sF est un vecteur
de vecteurs d’entiers codant une formule logidyealors cal cul er _diff F
renvoie un vecteur d’entiers donnant pour chaqueable@ a de F la valeur de
diff(F, @) décrite au-dessus de la questiori3. En supposant que toutes les variables
(dont le nombre figure dans la case d’indice 1aléigne d’indice O dd-) figurent
effectivement dan& directement ou par son complémenté, cette fonatmthavoir
une complexité de I'ordre de la somme des longuéessclauses de

Pascal: Ecrire en Pascal une fonctiaral cul er _di ff telle que, siF, de type
For mul e, code une formule logiqué, alorscal cul er _di ff(F) renvoie un
tableau de typeval uati on donnant pour chaque variabte de F la valeur de
diff(F, @) décrite au-dessus de la questiori3. En supposant que toutes les variables
(dont le nombre figure dans la case d’indice 1aléigne d’indice 0 dd-) figurent
effectivement dan& directement ou par son complémenté, cette fonatmth avoir
une complexité de I'ordre de la somme des longuéessclauses de

(0 18 — Lafonctiorsi nplifier.

On s’intéresse dans cette question a une transfiormautomatique d’'une formule
logiqueF lorsqu’on pose qu’une variableprend la valeuv. Cette transformation est
effectuée a l'aide d’'une fonction nomméanplifier prenantF, a et v.comme
arguments. S vaut 1, on notéitt le littéral a et sinon on notétt le littéral a . Quand

a prend la valeuw, litt prend la valeur 1 et le complémentélitteprend la valeur O.
Les clauses contenalitt, prenant la valeur 1, sont suppriméeskdePour chaque
clause contenant le complémentéditte on retire ce complémenté ; si une clause était
réduite au complémenté dit, on supprime une telle clause. Les clauses qui ne
contiennent niitt ni le complémenté dktt sont inchangées. La fonctiamplifier
compte le nombre de clauses qui contendiénivant simplification et renvoie ce
nombre.
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Caml : Ecrire en Caml la fonctiosi npl i fi er telle que, siF est un vecteur de
vecteurs d’entiers codant une formule logidyesi al pha est un entier représentant
une variablex deF et siv vaut 0 ou 1, alors

sinplifier F alpha v
transformeF pour queF code la formule logique obtenue a partirdpar la fonction
simplifier et renvoie le nombre de clauses de la formuleqlegiF initiale qui
contenaientitt défini ci-dessus.
Evaluer la complexité de la fonctiem npl i fi er .

Pascal: Ecrire en Pascal la fonctiani npl i fi er telle que, sF, de typeFor mul e,
code une formule logiquie, sial pha est un entier représentant une variablee F
et siv vaut O ou 1, alors

sinplifier(F, alpha, v)
transformeF pour queF code la formule logique obtenue a partirkdpar la fonction
simplifier et renvoie le nombre de clauses de la formuleqglegiF initiale qui
contenaientitt défini ci-dessus.
Evaluer la complexité de la fonctiem npl i fi er.

0 19 — Lafonctiorheuri sti que.

Caml : Ecrire en Caml une fonctidmeur i st i que telle que, sF est un vecteur de
vecteurs d’entiers codant une formule logidyealorsheuri sti que F renvoie un
vecteur d’entiers codant la valuation des variabdssitant de I'heuristique décrite au
début de cette partie ; la case d’'indice 0 de cmenéecteur devra contenir le nombre
de clauses satisfaites par la valuation déternpaéé&heuristique.

Evaluer la complexité de la fonctitreur i st i que.

Pascal: Ecrire en Pascal une fonctidreuri sti que telle que, siF, de type
For nul e, code une formule logigue, alorsheuri sti que(F) renvoie un tableau
de typeVal uati on codant la valuation des variables résultant deuristique
décrite au début de cette partie ; la case d’'indide ce méme tableau devra contenir
le nombre de clauses satisfaites par la valuagéberchinée par I'’heuristique.

Evaluer la complexité de la fonctitreur i st i que.

Quatrieme partie : étude d’'un cas particulier

On revient au probleme de la satisfiabilité. Omtgiesse dans cette partie a une formule
logique dans laquellehaque littéral apparait au plus une foiset dans laquelléoutes les
clauses sont de longueur au moins. Dn appelle dans ce problérfmmule logique 1-occ
une telle formule logique. Par exemple, la formolgqueF4 ci-dessous, ayant six variables
X Y,z t, u, Vv, est une formule logique 1-occ :

FA=xOyO2z O(x Oz OtHO(yOv)OOvO(t Ou)
On cherche a déterminer une solution d’une forrfagaue 1-occ.
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0 20 — On considere une formule logique 1-occ gird :

F=xOl, O, ... 0l O(x Olgy 1Ol 4 0.0 Ol 4 ) OG
aveck>1,h =1, oux est une variable, o, ... , I, ,, sont des littéraux et 0@ est
une formule logique 1-occ éventuellement vide.
a) Montrer que silf, 1o, ..., I, I+ 1, lk+ 2 -+, I+ p} CcONtient a la fois une variable et
son complémenté, aloFsest satisfiable si et seulementGiest satisfiable ; on dira
dans ce cas gueréduite par rapport & donne la formule logiqué.
b) On suppose qué4{ |5, ..., Ik, ks 1, lk+ 2 --s I+ 1} N€ contient jamais a la fois une
variable et son complémenté. Indiquer une formodggue 1-ocd=' ne contenant i
ni x telle queF est satisfiable si et seulemenfsiest satisfiable. On dira dans ce cas
queF réduite par rapport ax donne la formule logiqui"’.
Remarque on rappelle que, par définition dans ce probleame clause ne contient
pas a la fois une variable et son complémenté emnguformule logique vide est
considérée comme toujours satisfaite.

0 21 — Exemples de réduction

a) On considere la formule logique y 02 O(x Oz Ot) O (ydt) ; indiquer la
formule logique obtenue en réduisant celle-ci paport ax.

b) On considére la formule logiquex (@ z Ot) O (t Ou) O (z Ou); indiquer la
formule logique obtenue en réduisant celle-ci paport &.

0 22 — Montrer que toute formule logique 1-occ esisfiable.

0 23 — Décrire sans utiliser le langage de progratimmaune fonction (ou une
procédure) récursivealculer_solution
e qui prend en parametre une formule logique 1-Bcet un tableauval
permettant de coder une valuation des variables ;
» qui transforme le tableatal pour que, apres exécution de la fonction (ou de la
procédure)yal contienne une solution de

0 24 — Appliquer la fonction (ou la procédurealculer_solutiondécrite dans la
question précédente a la form&ié. Détailler chaque appel récursif.
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