Les calculatrices sont interdites.

N.B. : Le candidat attachera la plus grande importance Eattéc a la précision et a la concision
de la rédaction.
Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui seratsieufe erreur d’énoncg, il le signalera sur
sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquamalsons des initiatives qu’il a été amené
a prendre.

PREAMBULE : Les deux parties qui composent ce sujet sont indépenslahtgeuvent &tre traitégs
par les candidats dans un ordre quelconque.

Partie | : Automates et langages

Le but de cet exercice est I'étude des propriétés deefaipon+ de composition de deux auto-
mates.

1 Automate fini complet deterministe

Pour simplifier les preuves, nous nous limiterons au casuteswates finis complets déterministes.
Les résultats étudiés s’étendent au cadre des autsfigiiecomplets quelconques.

1.1 Representation d’un automate fini complet é&terministe

Déf. 1.1 (Automate fini complet deterministe) Soit I'alphabetX (un ensemble de symboles), sbit
le symbole regsentant le mot vide\(¢ X), soit X* I'ensemble contenant et les mots compés
de £quences de symboles de(doncA € X*); un automate fini completéderministe sutX est un
quintupletd = (@, X, 4, T, ) compogé de :

— Un ensembile fini états : Q) ;

— Uneétat initial : i € Q;

— Un ensemble @tats terminaux 7 C Q ;
Une fonction totale de transition confondue avec son geaphC @ x X — Q.

Pour une transitiod(o, ¢) = d donnée, nous appelond'origine de la transitiong I'étiquette de
la transition et la destination de la transition.

1.2 Representation graphique d’'un automate

Les automates peuvent étre représentés par un schéraatdas conventions :

— les valeurs de la fonction totale de transitiosont représentées par un graphe orienté dont les

nceuds sont les états et les arétes sont les transitions;;
un état initial est entouré d'un cerdle);

un état terminal est entouré d'un double cef@l;

un état qui est a la fois initial et terminal est entouténdriple cercle

— une aréte étiquetée par le symbele X va de I'étato & I'étatd si et seulement (o, e) = d.
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Exemple .1 L'automate; = (@4, X, i1, T4, 61) avec :

X ={a,b,c}
11 = A
T1 = {C}
01(A,a) =B, 6,(Ab)=D, §(A,c)=D,
01(B,a) =D, 6(B,b)=DB, 6(B,c)=C,
(51(O,a):D7 51(C)b):D7 61(C7C)ZD7
Ol(D,(l) = D7 (Sl(D/b) = D7 (S](D,() =D
est repéseng par le graphe suivant :
a,b,c
'
D
b,e GT
a B c

()

b

Exemple .2 L'automate, = (Qa, X, iz, T3, 62) avec :

Q?Z{E7F7G}
X ={a,b,c}
iy=F

Ty ={F}

55(E.a) =F, 6(E.b)=G, 6y(E,c)=G,
(52(F7(1) :G7 52(F7b) :Crv7 (52(F.,C) :E,
5(G.a) =G, 6(G.b) =G, 6(G,c)=GC

est repéseng par le graphe suivant :

a,b,c
D
G
b,e a,b
/L\
— 7
a

1.3 Langage reconnu par un automate fini complet @terministe
Soité* I'extension dey aQ x X* — @ définie par :

Vg € Q, 0*(¢,A) =¢

Ve e X,
Ym € X*,
Yo € Q,
Vd € Q,

0*(0,em) =d < 3g € Q, (§(o,e) =q) A (6*(g,m) =d)
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Soit X un alphabet, un langage shirest un sous-ensemble de.
Le langage suX reconnu par un automate fini complet déterministe est :

L(A)={meX*|3deT, §(,m)=d}

Question I.1 Donner sans les justifier deux expressioagulieres ou ensemblistes réggentant les
langages suX = {a, b, ¢} reconnus par les automaté€s de I'exemple 1.1 ef, de I'exemple I.2.

2 Composition d’automates finis complets @terministes
2.1 Definition
Soit I'opération interner sur les automates finis complets déterministes définie par

Déf. 1.2 (Composition d’automates finis complets @terministes) Soient4; = (Q1, X, 1,74, 61)
etA;, = (Qq, X, i, Ty, §2) deux automates finis completsterministes, 'automatd = A; + A, qui
résulte de la composition dé, et.A, est cfini par :

A=A+ Ay = (Q1 X Q2, X, 11 X g, Ty X Q2 U Q1 X T, d142)

Vor € Qu,
Vo3 € Q2,
Ve € X, 6142((01,00),2) = (dv,d2) & (01(01,2) = di) A (82(02, %) = db)
Vdy € Q1,
Vdy € Qo,

Question 1.2 En consi@&rant les exemples 1.1 et 1.2, construire le graphe ésgntant 'automate
&1 + &,. (seuls lesttats et les transitions utiles, c’eadtdire accessibles depuis |é&sats initiaux,
devrontétre construits).

Question 1.3 Caracériser le langage reconnu pah + &, par une expressioreguliere ou ensem-
bliste.

2.2 Propriétées
Question 1.4 Montrer que : si4; et.A, sont des automates finis completsetministes alorst; +.4,
est un automate fini complegéttrministe.

Question 1.5 Montrer que :

Yo, € Q1,
Yoy € Qa,
Vm € X*, 07,5((01,02),m) = (dy,d2) < (67 (01,m) = d1) A (85 (02, m) = dy)
Vd; € Qq,
Vdy € Qo

Question 1.6 SoientA, et A, des automates finis complesterministes, montrer que :

m € L(A; + As) & m e L(A;) Vm € L(A,)
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Question 1.7 Quelle relation liant les langages reconnus par les aut@sat;, A, et.A; + A, peut-
on en eé&duire ?
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Partie Il : Algorithmique et programmation en CaML

Cette partie doit étre traitée par les étudiants qui ifisé le langage CaML dans le cadre des ensei-
gnements d'informatique. Les fonctions écrites deveire fécursives ou faire appel a des fonctions
auxiliaires récursives. Elles ne devront pas utilisenstiuctions itératives r , whi | e, ...) ni de
références.

De nombreux algorithmes de recherche reposent sur laiiitis d'un ensemble de données or-
données selon une clé. Les opérations essentielle$amr#s a la donnée dont la clé est la plus petite
ainsi que I'elimination de cette donnée minimale. Le beicdt exercice est I'etude d’'une réalisation
particuliere de cette structure a base de tas binomidokjdctif de cette réalisation est de réduire la
durée des opérations d’ajout, d’union, de rechercheétndination du minimum de I'ensemble.

Pour simplifier le probleme, la donnée manipulée est unbre entier et la clé est la valeur de
cet entier. Le probleme consiste donc a représenterrdesmbles de nombres entiers qui offrent les
opérations suivantes :

— Ajout d’'un nombre a I'ensemble ;

— Acces au plus petit nombre de I'ensemble;;

— Elimination du plus petit nombre de I'ensemble;;

— Union de deux ensembles.

Nous nous limiterons a I'étude des opérations d’'ajout @tion.

1 Préliminaires

Les algorithmes d'ajout et d’union pour les tas binomiauxtsemblables aux opérations d'incré-
mentation et d’addition sur des entiers naturels codégwirb. Nous allons donc étudier ces opérations
en préliminaire.

1.1 Opération «ou exclusify

Nous allons définir I'opération booléenreu exclusi® dans le cadre du calcul des propositions
puis réaliser celle-ci par un circuit électronique et voggamme.

Déf. 11.1 (Ou exclusif) Soient deux variables propositionnelldset B, I'opérateur logique«ou ex-
clusify note A @ B est tel que cette proposition est fausse si les deux vagairiela néme valeur et
vraie dans les autres cas.

Question I.1 Donner la table de &rité deA ¢ B.

Question 11.2 Donner une formule du calcul des propositions en forme négrmijonctive (disjonc-
tion de conjonctions de variables et/oagation de variables}quivalented A ® B-

Les portes logiques sont représentées graphiquemelespsymboles :

o D D

Négation Et Ou
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Question 1.3 Proposer un circuielectronique compé@sde portes logiques comportant deux ées
A et B et une sortieS tel queS = A ® B.

Nous noterons par la suite ce circuit sous la forme d’uneedodique, représentée graphiquement

par le symbole :

Ou exclusif
Nous allons définir une fonction qui calculedeu exclusib.

Question I1.4 Ecrire en CaML une fonctioxor de typebool -> bool -> bool telle que
I'appel (xor A B) renvoie la valeut r ue si la propositionA & B est vraie ef al se sinon.

1.2 Codage bhinaire des nombres entiers naturels

Le codage binaire d’'un nombre entier naturel est représeat une liste de valeurs booléennes
bO: ey b[.

Déf. 11.2 (Codage binaire d'un entier naturel) Soit un entier natureh € N, le codage binaire de
I'entier natureln est la €#quencéy, .. ., b, telle que :

Vi, 0 <i<I,be{0,1}
1

n= Z b; x 2
=0

n=0= (1=0Ab =0)

Question I1.5 Calculer la valeur d€ en fonction de la valeur de.

1.2.1 Repésentation en CaML

Le codage binaire d’'un entier naturel est représentéepypleent i er équivalent a une liste de
bool . Lavaleurf al se correspond &, la valeurt r ue al.
type entier == bool list;;

Son parcours sera donc effectué de la méme maniere quielagie liste.

1.2.2 Codage d'un entier naturel au format binaire
La premiere opération réalisée est le codage d’un nerabtier naturel au format binaire.

Question I1.6 Ecrire en CaML une fonctioosodage de typei nt -> enti er telle que I'appel

(codage n) renvoie une liste de boeéns comp@e des coefficients, . .., b; correspondant au
codage binaire den. Cette fonction devré&tre récursive ou faire appel des fonctions auxiliaires
récursives.

Question 1.7 Calculer une estimation de la compléxide la fonctioncodage en fonction de la
valeur de I'entier natureh. Cette estimation ne prendra en compte que le nombre d’appelirsifs
effectes.
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1.2.3 Decodage d’'un entier naturel au format binaire
La seconde opération réalisée est le décodage d’'unlineize en nombre entier naturel.

Question 11.8 Ecrire en CaML une fonctiodecodage de typeenti er -> int telle que I'ap-
pel (decodage E) renvoie un entier naturel dont la valeur est caleek partir des coefficients
by, . .., b; contenus dans la liste de b@ginskE. Cette fonction devrétre recursive ou faire appel
des fonctions auxiliairesacursives.

1.3 Incrémentation en codage binaire

Nous allons étudier I'opération d’'incrémentation divombre entier naturel en codage binaire.

1.3.1 Logique des propositions

Nous allons définir 'opération d’incrémentation pasdgérations logiques sur les booléens com-
posant le codage binaire de I'entier naturel.

Question 1.9 Soitby, . .., b le codage binaire d’un entier naturel, calculervy, ..., v,, le codage
de I'entier natureln + 1. Utiliser pour cela la suite des retenueg . . ., r,, du calcul de I'addition
chiffre par chiffre. Exprimew; etr;, en fonction dé; etr; pour0 < i < [. Préciser les valeurs de
m, rg €tu,.

1.3.2 Realisation par un circuit €lectronique

Nous allons réaliser I'opération d'incréementation ¢ilisant des composants électroniques. Celle-
ci repose sur une cellule élémentaire d’'incrémentatigrest dupliquéé + 1 fois.

Question 11.10 Proposer un circuiglectronique compésde portes logiques quéalise une cellule
comportant deux endesb; et r; et deux sorties; et r;,,; dont le comportement correspordia
réponse propd=ea la question I1.9.

Cette cellule sera représentée graphiqguement par :

iBi

Ri

Ri+1

Vi i
Question 11.11 Proposer un circuitélectronique compé@sde telles cellules pour inementer un
nombre coé sur3 bits.

1.3.3 Realisation par un programme
Nous allons programmer I'opération d’incrémentationrdhombre entier naturel codé en binaire.

Question 11.12 Ecrire en CaML une fonctionncr enent at i on de typeenti er -> enti er
telle que I'appel(i ncr ement ati on E) renvoie un entier naturel c@len binaire dont la valeur
estégalea la valeur de I'entier naturel cogl en binaireE augmenge de 1. L'algorithme utilis ne
devra parcourir qu’une seule fois la liste Cette fonction devrétre récursive ou faire appel des
fonctions auxiliaires ecursives.
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1.4 Addition en codage binaire

Nous allons étudier I'opération d’addition de deux noethentiers naturels en codage binaire.

1.4.1 Logique des propositions

Nous allons définir I'opération d’addition par des opinas logiques sur les booléens composant
le codage binaire des entiers naturels.

Question 11.13 Soientay, . .., a,, le codage binaire d'un entier naturel et by, ..., b, le codage
binaire d'un entier natureb, calculerv, ..., v, le codage de I'entier naturet + b. Utiliser pour
cela la suite des retenues, ..., r, du calcul de I'addition chiffre par chiffre. Exprimer; et r;;,

en fonction de;, b; etr; pour0 < ¢ < min(m,n). Préciser les valeurs dg, ro, v; etr;;; pour
min(m,n) < i < max(m,n) etuv,.

1.4.2 Realisation par un circuit électronique

Nous allons réaliser I'opération d’addition en utilisates composants électroniques. Celle-ci
repose sur une cellule élémentaire d’addition qui estigupemin(m,n) + 1 fois ainsi que sur la
cellule d’'incrementation.

Question 11.14 Proposer un circuielectronique comp@de portes logiques comportant trois €res
a;, b; etr; et deux sortiey; etr;,; dont le comportement correspordla réponse propdea la
question 11.13 poud < i < min(m, n).

Cette cellule sera représentée graphiqguement par :

lAilBi

Ri+1

vl

Question 11.15 Proposer un circuiglectronique comp@sde cellules d’addition et d'inémentation
pour additionner deux nombres deglsur2 et4 bits.

1.4.3 Realisation par un programme
Nous allons programmer I'opération d’addition de deux boss entiers naturels codés en binaire.

Question 11.16 Ecrire en CaML une fonctioaddi t i on de type

entier -> entier -> entier tellequel'appeladditi on E1 E2) renvoie un entier na-
turel coceé en binaire dont la valeur egigalea la somme des valeurs des entiers naturelssaeh
binaire parE1 et E2. L'algorithme utilise ne devra parcourir qu'une seule fois les listek et E2.
Cette fonction devratre récursive ou faire appel des fonctions auxiliairescursives.

2 Arbres d’entiers en tas

Pour améliorer les performances en temps d’acces auxrgalen ensemble d’entiers peut étre
réalisé par un arbre en utilisant les étiquettes des sgeoulr représenter les valeurs contenues dans
I'ensemble.
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2.1 Arbres d'entiers

Déf. 11.3 (Arbre d’entiers) Un arbre d’entiersa est une structure qui peut sditre vide (noke),
soit étre un noeud qui contient uigtiquette enéire (note&(a)) et des fils (ndeS(a)), une suite,
éventuellement vide, de sous-arbres qui sont tous dessadfgatiers non vides.

Exemple 1.1 (Arbres d’entiers) Voici trois exemples d’arbres d’entiers :

Question 11.17 Exprimer la cfinition 1.3 sous la forme d'une pro@& A(a) qui est vraie si et
seulement si est un arbre d’entiersd(a) seraécrite en exploitanf etS(a).

2.2 Représentation des arbres d’entiers en CaML

Un arbre d’entiers et une liste d’arbres d’entiers sontésgntés par les types CaML :

type arbre = Vide | Noeud of int * arbres
and arbres == arbre list;;

Dans 'appelNoeud( e, s), les parametres ets sont respectivement I'étiquette et la liste
des fils de la racine de I'arbre créé.

Exemple 1.2 Le terme suivant

Noeud( 7, [
Noeud( 9,
Noeud(
Noeud( 5,
Noeud( 8,
Noeud(
Noeud(

D I I I
1)

1)
(1y1)H)1)

est alors assoéiau premier arbre d’entiers repsené graphiqguement dans I'exemple I1.1.

Nw—m— o™

2.3 Taille d'un arbre

Déf. II.4 (Taille d’'un arbre) La taille d’'un arbre d’entiers est le nombre de nceuds corgetans
I'arbre a. Nous la noterong (a).

Exemple 1.3 (Tailles) La taille des trois arbres de I'exemple 11.1 est de 7.

Question 11.18 Ecrire en CaML une fonctiohai | | e de typear bre -> int telle que I'appel
(taille a) renvoie la taille de I'arbre d’entiers. Cette fonction devré&tre récursive ou faire
appela des fonctions auxiliairescursives.
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2.4 Hauteur d’'un arbre

Déf. I1.5 (Hauteur d'un arbre) Les branches d’'un arbre relient la racine aux feuilles. Lauteur
d’'un arbrea estégale au nombre d’arcs de la branche la plus longue. Nous tamasH(a).

Exemple 1.4 (Hauteur d’'un arbre) Les hauteurs des trois arbres de I'exemple I1.1 sont resgect
ment 2, 3 et 3.

Question 11.19 Donner une édfinition de la hauteur d’un arbre en fonction dé) etS(a).

Question 11.20 Consicerons un arbre d’entiers de taille. Quelle est la forme de 'arbre dont la
hauteur est maximale ? Quelle est la forme de I'arbre dontdatbur est minimale ? Quelle est la
hauteur de I'arbre en fonction de dans ces deux cas ?

Question 11.21 Ecrire en CaML une fonctiohaut eur de typearbre -> i nt telle que I'appel
(haut eur a) renvoie la hauteur de I'arbre d’entie. Cette fonction devratre recursive ou faire
appela des fonctions auxiliairesgcursives.

2.5 Profondeur d’un nceud

Déf. 11.6 (Profondeur d’'un noeud) La profondeur d'un nceud dans un arbre: estégale au nombre
d’arcs entre la racine et le noeud dans 'arbre. Nous la nate®B(n, a).

Exemple 1.5 (Profondeur d’un nceud) Les profondeurs du ncedddans les trois arbres de
I'exemple 1.1 sont respectivement 0, 2 et 3.

2.6 Arbres d’'entiers en tas

Déf. I1.7 (Arbre d’entiers en tas) Un arbre d’entiers est en tas si les valeurs contenues danfiise
de la racine sont toutes strictement gujguresa la valeur contenue dans la racine et si les fils de la
racine sont en tas.

Exemple 11.6 (Arbres d’entiers en tas) Le premier arbre de I'exemple 1l.1 n'est pas en tas. Par
contre, les deugime et troigsme arbres du &me exemple sont en tas.

Question 11.22 Exprimer la céfinition piecgédente sous la forme d’'une prop# AT (a) qui est vraie
si et seulement &i est un arbre d’entiers en tas\7'(a) estécrite en exploitanf), £(a) etS(a).

Question 11.23 Ecrire en CaML une fonctional i der AT detypear bre -> bool telle que I'ap-
pel(val i der AT A) renvoie la valeutt r ue si la propriete AT'(A) est vraie et la valeuf al se
sinon. L'algorithme utili®€ ne devra parcourir qu'une seule fois I'arbre. Cette foontdevraétre
récursive ou faire appél des fonctions auxiliairegcursives.

3 Arbre binomial d’entiers en tas

3.1 Definitions

Déf. 11.8 (Arbre binomial d’entiers en tas) Un arbre binomial d’ordrek d’entiers en tas est un
arbre non vide d’entiers en tagéini recursivement par :
— L'arbre d’ordre 0 ne contient qu’un seul nceud ;
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— Laracine d’'un arbre d'ordré:+1 posgdek+1 fils qui sont tous des arbres binomiaux d’entiers
en tas dont les ordres sont strictemefatmbissants de gauche (ordkg a droite (ordre0).

Question 11.24 Donner un exemple d’arbre binomial d’entiers en tas pourathades ordres$, 1, 2
et3.

3.2 Construction d’'un arbre binomial en tas

La structure d’arbre binomial en tas permet de composer dewes d’ordre: pour obtenir un
arbre d’ordrek + 1 avec une complexit®(1).

Question 11.25 Montrer que tout arbre binomiall d’ordre & + 1 d’entiers en tas est compasie
deux arbres binomiau® et C d’ordre k d’entiers en tas tels que I'arbrd est obtenw partir de B
en ajoutant” comme fils le plua gauche : la racine del, égalea la racine deB, a comme liste de
fils, de gauche droite,C' suivi des fils de la racine dB.

LJ
VAN
A
C
3.3 Propriétés d’un arbre binomial en tas
Question 11.26 Calculer la taille d’'un arbre binomial d’ordré:.

Question 11.27 Calculer la hauteur d’un arbre binomial d’ordrg.

Question 11.28 Montrer que le nombre de nceuds de profondedans un arbre binomial d’ordré,

p

aveck > p estégal au coefficient du bﬁme( e )

3.4 Validation d’'un arbre binomial en tas

Question 11.29 Exprimer la cfinitionéquivalente propdsea la question I1.25 sous la forme d'une
propriéte ABT}(a) quiindique que: est un arbre binomial en tas d’ordrieen exploitant), £(a) et
S(a).

Question 11.30 Ecrire en CaML une fonctiomal i der ABT de typei nt -> arbre -> bool
telle que I'appel( val i der ABT k A) renvoie la valeutt r ue si la propriete ABTi(A) est vraie
et la valeurf al se sinon. L'algorithme utili& ne devra parcourir qu'une seule fois I'arbre. Cette
fonction devréétre recursive ou faire appél des fonctions auxiliairescursives.

4 Tas binomial

La structure de tas binomial consiste a utiliser une suésbdes binomiaux en tas, soit vides, soit
d’ordre strictement croissant, pour représenter un ehkede taille quelconque.
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4.1 Definitions

Déf. 1.9 (Tas binomial) Un tas binomial est une suite d’arbres binomiaux. . . , a; tels que, soit;
est vide, soit;; est un arbre binomial d’ordré. Si le tas n’est pas vide, alors # (.

Déf. 11.10 (Signature d’un tas binomial) Soitay, ..., q; un tas binomial, sa signature est une suite
S0, - - -, 5 telle ques; = 0 si et seulement si; est vide ek; = 1 sinon.

Déf. I1.11 (Taille d’un tas binomial) La taille d’'un tas binomial est la somme du nombre de noeuds
contenus dans les arbres qui composent le t&ous la noterong (¢).

Question 11.31 Calculer la taille d’'un tas binomiady, . . ., a; & partir de sa signature.

Question 11.32 Montrer que la signature d’un tas binomial négend que de la taille du tas.

4.2 Représentation des tas binomiaux en CaML

Un tas binomial est une liste d’arbres d’entiers. Il est depcésenté par le ty@e br es (voir 2.2).

4.3 Validation d’un tas binomial

En préliminaire, nous allons réaliser une opération @é@stion d'une liste d’arbres qui vérifie
qu'il s’agit bien d’un tas binomial.

Question 11.33 Exprimer la céfinition 1.9 sous la forme d’une profé T'B(t) qui indique que est
un tas binomial.

Question 11.34 Ecrire en CaML une fonctional i der TB de typear bres -> bool telle que
I'appel (val i der TB T) renvoie la valeurt r ue si la propriett TB(T) est vraie et la valeur
f al se sinon. L'algorithme utili®€ ne devra parcourir qu'une seule fois le tas. Cette fonctienra
étre recursive ou faire appel des fonctions auxiliairesecursives.

4.4 Ajout d’'une valeur dans un tas binomial

La premiére opération consiste a insérer une valews danas binomial en préservant sa structure.
‘ Nous faisons I'’hypothése que le tas binomial ne contiestiéga cette valeur.

Question 11.35 Montrer que la signature du tagsultant de I'ajout d’une valeud un tas eségale
au résultat de I'incémentation binaire de la signature de tas initial. Eeddiire un algorithme pour
I'ajout d’'une valeur dans un tas binomial.

4.5 Fusion de tas binomiaux

La deuxieme opération consiste a fusionner deux tasnfignax, c’est-a-dire construire un tas
binomial qui contient les mémes valeurs que les deux tasntigux que I'on souhaite fusionner.
Nous faisons I'hnypothese que les deux tas binomiaux sejuidts, c’est-a-dire qu'’ils ne contiennent
pas les mémes éléments.

Question 11.36 Montrer que la signature du tagsultant de la fusion eggale au ésultat de I'addi-
tion binaire des signatures des deux tas initiaux. Edwire un algorithme pour la fusion de deux tas
binomiaux.
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Partie Il : Algorithmique et programmation en PASCAL

Cette partie doit &tre traitée par les étudiants qui ditisé le langage PASCAL dans le cadre ges
enseignements d'informatique. Les fonctions écritesrat@vétre récursives ou faire appel a des
fonctions auxiliaires récursives. Elles ne devront pdssat d’instructions itérativesf (or , whi | e,
repeat,...).

De nombreux algorithmes de recherche reposent sur laiiilis d’'un ensemble de données or-
données selon une clé. Les opérations essentielle§atrtts a la donnée dont la clé est la plus petite
ainsi que I'élimination de cette donnée minimale. Le beicdt exercice est I'étude d’'une réalisation
particuliere de cette structure & base de tas binomidaokjdctif de cette réalisation est de réduire la
durée des opérations d’'ajout, d’union, de recherche&ingination du minimum de I'ensemble.

Pour simplifier le probleme, la donnée manipulée est unbre entier et la clé est la valeur de
cet entier. Le probleme consiste donc a représenterrgesmbles de nombres entiers qui offrent les
opérations suivantes :

Ajout d'un nombre a I'ensemble;

Acces au plus petit nombre de 'ensemble;

Elimination du plus petit nombre de 'ensemble ;

— Union de deux ensembles.

Nous nous limiterons a I'étude des opérations d’'ajouat @tion.

1 Préliminaires

Les algorithmes d’'ajout et d’union pour les tas binomiauxtse@mblables aux opérations d’'incré-
mentation et d’addition sur des entiers naturels codégirb. Nous allons donc étudier ces opérations
en préliminaire.

1.1 Operation «ou exclusif

Nous allons définir I'opération booléenreu exclusif dans le cadre du calcul des propositions
puis réaliser celle-ci par un circuit électronique et uoggamme.

Déf. II.1 (Ou exclusif) Soient deux variables propositionnelldset B, I'opérateur logiquecou ex-
clusify nott A @ B est tel que cette proposition est fausse si les deux vasgairiela néme valeur et
vraie dans les autres cas.

Question 1.1 Donner la table de &rité deA ¢ B.

Question 1.2 Donner une formule du calcul des propositions en forme néemsjonctive (disjonc-
tion de conjonctions de variables et/oégation de variables}quivalentéa A ¢ B-

Les portes logiques sont représentées graphiquemelespsymboles :

o D

Négation Et Ou
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Question 1.3 Proposer un circuielectronique compé@sde portes logiques comportant deux ées
A et B et une sortieS tel queS = A ® B.

Nous noterons par la suite ce circuit sous la forme d’unesdodique, représentée graphiqguement

par le symbole :

Ou exclusif

Nous allons définir une fonction qui calculedeu exclusif.

Question 11.4 Ecrire en PASCAL une fonctioror ( A: BOOLEAN; B: BOOLEAN) : BOOLEAN; telle
que I'appelxor (A, B) renvoie la valeut r ue si la propositionA @ B est vraie ef al se sinon.

1.2 Codage binaire des nombres entiers naturels

Le codage binaire d’'un nombre entier naturel est représasut une liste de valeurs booléennes
bo, .-, by

Déf. 11.2 (Codage binaire d'un entier naturel) Soit un entier natureh € N, le codage binaire de
I'entier natureln est la €quencéy, .. ., b, telle que :

Vi,0 <i<lb€{0,1}

1
n = Z b; x 2
i=0

n=0= (1=0Ab =0)
n#0=5b=1

Question I1.5 Calculer la valeur d€ en fonction de la valeur de.

1.2.1 Repésentation en PASCAL

Le code binaire d’'un entier naturel est représenté payde tle bas&NT| ER correspondant &
une liste deBOOLEAN. La valeurFALSE correspond &, la valeurTRUE a 1.

Son parcours sera donc effectué de la méme maniere quiglagie liste.

Nous supposons prédéfinies les constantes et les foadigmantes dont le calcul se termine
quelles que soient les valeurs de leurs parametres. Elasqnt éventuellement étre utilisees dans
les réponses aux questions :

— NI L représente la liste vide de booléens;

— FUNCTI ON E_I nsertion(v: BOOLEAN; E: ENTI ER) : ENTI ER; renvoie une liste de

booléens composée d’'un premier bool&egt du reste de la liste contenu ddhs

— FUNCTI ON E_Prem er ( E: ENTI ER) : BOOLEAN; renvoie le premier booléen de la lide

Cette liste ne doit pas étre vide ;
— FUNCTI ON E_Rest e( E: ENTI ER) : ENTI ER; renvoie le reste de la listé privee de son
premier booléen. Cette liste ne doit pas &tre vide.
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1.2.2 Codage d'un entier naturel au format binaire

La premiére opération réalisée est le codage d’un nerabtier naturel au format binaire.

Question I1.6 Ecrire en PASCAL une fonctimodage( n: | NTEGER) : ENTI ER; telle que I'appel
codage(n) renvoie une liste de boeéns comp@e des coefficients, ..., b, correspondant au
codage binaire den. Cette fonction devrétre recursive ou faire appel des fonctions auxiliaires
récursives.

Question 1.7 Calculer une estimation de la compléxitle la fonctioncodage en fonction de la
valeur de I'entier natureh. Cette estimation ne prendra en compte que le nombre d’appelirsifs
effectes.

1.2.3 [Decodage d'un entier naturel au format binaire

La seconde opération réalisée est le décodage d’unhindi&e en nombre entier naturel.
Question 11.8 Ecrire en PASCAL une fonctiatecodage( E: ENTI ER) : | NTEGER; telle que I'ap-
pel decodage( E) renvoie un entier naturel dont la valeur est caleek partir des coefficients

by, . .., b; contenus dans la liste de b&einsk. Cette fonction devrétre recursive ou faire apped
des fonctions auxiliairesacursives.

1.3 Incrémentation en codage binaire

Nous allons étudier I'opération d’'incrémentation diusmbre entier naturel en codage binaire.

1.3.1 Logique des propositions

Nous allons définir 'opération d’incrémentation pasagérations logiques sur les booléens com-
posant le codage binaire de I'entier naturel.

Question 1.9 Soitbhy, ..., b le codage binaire d'un entier naturel, calculervy, . .., v,, le codage
de I'entier natureln + 1. Utiliser pour cela la suite des retenueg . . ., r,, du calcul de I'addition
chiffre par chiffre. Exprimew; etr;,, en fonction dé; etr; pour(0 < i < [. Préciser les valeurs de
m, ro €tv,.

1.3.2 Realisation par un circuit €lectronique

Nous allons réaliser I'opération d'incréementation ¢ilisant des composants électroniques. Celle-
ci repose sur une cellule élémentaire d'incrémentatigrest dupliquéé + 1 fois.

Question 11.10 Proposer un circuiglectronique compdésde portes logiques quéalise une cellule
comportant deux endesb; et r; et deux sorties; et r,,, dont le comportement correspordia
réponse propd=ea la question I1.9.

Cette cellule sera représentée graphiqguement par :
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Ri+1

Question 11.11 Proposer un circuitéelectronique compé@sde telles cellules pour inementer un
nombre coé sur3 bits.

1.3.3 Realisation par un programme

Nous allons programmer 'opération d’incréementatioardhombre entier naturel codé en binaire.

Question 11.12 Ecrire en PASCAL une fonctiomcr ement at i on( E: ENTI ER) : ENTI ER; telle
que I'appeli ncrement ati on( E) renvoie un entier naturel c@&en binaire dont la valeur est
égalea la valeur de I'entier naturel coglen binaireE augmente de 1. L'algorithme utilis ne devra
parcourir qu’une seule fois la listé. Cette fonction devréatre recursive ou faire appél des fonctions
auxiliaires récursives.

1.4 Addition en codage binaire

Nous allons étudier I'opération d’addition de deux noesbentiers naturels en codage binaire.

1.4.1 Logique des propositions

Nous allons définir I'opération d’addition par des opinas logiques sur les booléens composant
le codage binaire des entiers naturels.

Question 11.13 Soientay, . .., a,, le codage binaire d'un entier naturel et by, ..., b, le codage
binaire d'un entier natureb, calculerv, ..., v, le codage de I'entier naturet + b. Utiliser pour
cela la suite des retenues, . .., r, du calcul de l'addition chiffre par chiffre. Exprimer; etr;,,

en fonction de;, b; etr; pour0 < ¢ < min(m,n). Préciser les valeurs dg, ro, v; etr;,; pour
min(m,n) < i < max(m,n) etu,.

1.4.2 Realisation par un circuit électronique

Nous allons réaliser I'opération d’addition en utilisates composants électroniques. Celle-ci
repose sur une cellule élémentaire d’addition qui estigupemin(m,n) + 1 fois ainsi que sur la
cellule d’'incrémentation.

Question 11.14 Proposer un circuielectronique comp@de portes logiques comportant trois éres
a;, b; etr; et deux sortieg; etr;,; dont le comportement correspordla réponse propdea la
question 11.13 pouf) < i < min(m, n).

Cette cellule sera représentée graphiqguement par :
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Question 11.15 Proposer un circuiglectronique comp@sde cellules d’addition et d'inémentation
pour additionner deux nombres deglsur2 et4 bits.

1.4.3 Realisation par un programme

Nous allons programmer I'opération d’addition de deux bogs entiers naturels codés en binaire.

Question 11.16 Ecrire en PASCAL une fonction

addi ti on( EL: ENTI ER; E2: ENTI ER) : ENTI ER; telle que I'appeladdi ti on( E1, E2) ren-
voie un entier naturel cdglen binaire dont la valeur esfgalea la somme des valeurs des entiers
naturels coés en binairel etE2. L'algorithme utili$ ne devra parcourir qu'une seule fois les listes
E1l etE2. Cette fonction devrétre recursive ou faire appel des fonctions auxiliairesecursives.

2 Arbres d’entiers en tas
Pour améliorer les performances en temps d’acces auxrgalen ensemble d’entiers peut étre

réalisé par un arbre en utilisant les étiquettes des sgeoul représenter les valeurs contenues dans
I'ensemble.

2.1 Arbres d’entiers

Déf. 11.3 (Arbre d’entiers) Un arbre d’entiersa est une structure qui peut sditre vide (noke(),
soit étre un noeud qui contient ugiquette entire (no€e&(a)) et des fils (nde S(a)), une suite,
éventuellement vide, de sous-arbres qui sont tous dessadfeatiers non vides.

Exemple I1.1 (Arbres d’entiers) Voici trois exemples d’arbres d’entiers :

Question 11.17 Exprimer la cfinition 1.3 sous la forme d'une pro@& A(a) qui est vraie si et
seulement si est un arbre d’entiers4(a) seraécrite en exploitanf etS(a).

17/21

2.2 Représentation des arbres d’entiers en PASCAL

Un arbre d’entiers est représenté par le type de B&RRE. Une liste d’arbres d’entiers est
représentée par le type de b#RBRES.

Nous supposons prédéfinies les constantes et les foadigmantes dont le calcul se termine
quelles que soient les valeurs de leurs parametres. Blesgnt éventuellement étre utilisées dans
les réponses aux questions :

— Vi de est une constante de valeNIirL qui représente un arbre ou une liste vide;

— FUNCTI ON Noeud(v: | NTEGER; S: ARBRES) : ARBRE; est une fonction qui renvoie un

arbre dont I'étiquette et la liste des fils de la racine sespectivement etS,

— FUNCTI ON Val eur (a: ARBRE) : | NTEGER; est une fonction qui renvoie I'étiquette de la

racine de l'arbrea ;

— FUNCTI ON Fi | s(a: ARBRE) : ARBRES; est une fonction qui renvoie la liste des fils de la

racine de l'arbrea ;

— FUNCTI ON ALl nsertion(a: ARBRE; L: ARBRES) : ARBRES; renvoie une liste d’arbres

composée d’un premier arbaeet du reste de la liste contenu ddns

— FUNCTI ON A Premi er (L: ARBRES) : ARBRE; renvoie le premier arbre de la lidte Cette

liste ne doit pas étre vide ;

— FUNCTI ON A Rest e(L: ARBRES) : ARBRES; renvoie le reste de la liste privee de son

premier arbre. Cette liste ne doit pas &étre vide.

Exemple 1.2 L'appel suivant

Noeud( 7, A _Insertion(
Noeud( 9, A _Insertion(
Noeud( 6, Vide ), Vide ) ), A lnsertion(
Noeud( 5, Vide ), A Insertion(
Noeud( 8, A _Insertion(
Noeud( 3, Vide ), A Insertion(
Noeud( 4, Vide ), Vide ))), Vide ))))

renvoie le premier arbre d’entiers repsené graphiquement dans I'exemple I1.1.

2.3 Taille d'un arbre

Déf. 11.4 (Taille d’'un arbre) La taille d’'un arbre d’entiers est le nombre de nceuds corgedans
I'arbre a. Nous la noteron§ (a).

Exemple I1.3 (Tailles) La taille des trois arbres de I'exemple 1.1 est de 7.

Question 11.18 Ecrire en PASCAL une fonctidrai | | e( a: ARBRE) : | NTEGER; telle que I'appel
taill e(a) renvoie lataille de I'arbre d’entiers.. Cette fonction devratre récursive ou faire appel
a des fonctions auxiliairesacursives.

2.4 Hauteur d’'un arbre

Déf. I1.5 (Hauteur d'un arbre) Les branches d’'un arbre relient la racine aux feuilles. Lauteur
d’un arbrea estégale au nombre d’arcs de la branche la plus longue. Nous tamasH ().

Exemple 1.4 (Hauteur d’'un arbre) Les hauteurs des trois arbres de I'exemple Il.1 sont resgpect
ment 2, 3 et 3.
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Question 11.19 Donner une éfinition de la hauteur d’un arbre en fonction dé) et S(a).

Question 11.20 Consicerons un arbre d’'entiers de taille. Quelle est la forme de 'arbre dont la
hauteur est maximale ? Quelle est la forme de I'arbre dontdatbur est minimale ? Quelle est la
hauteur de I'arbre en fonction de dans ces deux cas ?

Question 11.21 Ecrire en PASCAL une fonctidraut eur ( a: ARBRE) : | NTEGER, telle que I'ap-
pel haut eur (&) renvoie la hauteur de I'arbre d’entiera. Cette fonction devrétre recursive ou
faire appela des fonctions auxiliairescursives.

2.5 Profondeur d’un nceud

Déf. I1.6 (Profondeur d'un nceud) La profondeur d’'un nceud dans un arbre: estégale au nombre
d’arcs entre la racine et le noeud dans I'arbre. Nous la nateB(n, a).

Exemple 1.5 (Profondeur d’un nceud) Les profondeurs du ncedddans les trois arbres de
I'exemple 1.1 sont respectivement 0, 2 et 3.

2.6 Arbres d’entiers en tas

Déf. I.7 (Arbre d’entiers en tas) Un arbre d’entiers est en tas si les valeurs contenues danfiie
de la racine sont toutes strictement gujguresa la valeur contenue dans la racine et si les fils de la
racine sont en tas.

Exemple 11.6 (Arbres d’entiers en tas) Le premier arbre de I'exemple Il.1 n'est pas en tas. Par
contre, les deugime et troistme arbres du &me exemple sont en tas.

Question 11.22 Exprimer la cfinition piecédente sous la forme d'une prop# AT'(a) qui est vraie
si et seulement si est un arbre d’entiers en tas\7'(a) estécrite en exploitan), £(a) etS(a).

Question 11.23 Ecrire en PASCAL une fonctional i der AT( A: ARBRE) : BOOLEAN; telle que
I'appelval i der AT( A) renvoie la valeuiTRUE si la propriete AT(A) est vraie et la valeuFALSE
sinon. L'algorithme utili€ ne devra parcourir qu'une seule fois I'arbre. Cette foontdevraétre
récursive ou faire appél des fonctions auxiliairegcursives.

3 Arbre binomial d’entiers en tas

3.1 Definitions

Déf. 11.8 (Arbre binomial d’entiers en tas) Un arbre binomial d'ordrek d’entiers en tas est un
arbre non vide d’entiers en tagéini recursivement par :
— L'arbre d’ordre 0 ne contient qu’un seul nceud ;
— Laracine d’'un arbre d’ordré:+1 posgdek+1 fils qui sont tous des arbres binomiaux d’entiers
en tas dont les ordres sont strictemefgtbissants de gauche (ordkg & droite (ordre0).

Question 11.24 Donner un exemple d’arbre binomial d’entiers en tas pouratirades ordre$, 1, 2
et3.
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3.2 Construction d’'un arbre binomial en tas

La structure d’arbre binomial en tas permet de composer dewes d’ordre: pour obtenir un
arbre d’ordrek + 1 avec une complexit®(1).

Question 11.25 Montrer que tout arbre binomiall d’ordre k& + 1 d’entiers en tas est compasie
deux arbres binomiau® et C d’ordre k d’entiers en tas tels que I'arbrd est obtenwa partir de B
en ajoutant” comme fils le plua gauche : la racine del, égalea la racine deB, a comme liste de
fils, de gauché droite,C' suivi des fils de la racine dB.

AN
A

3.3 Propriétés d’'un arbre binomial en tas

Question 11.26 Calculer la taille d’'un arbre binomial d’ordré:.
Question 11.27 Calculer la hauteur d’un arbre binomial d’ordrg.

Question 11.28 Montrer que le nombre de nceuds de profondedans un arbre binomial d’ordré,

p

aveck > p estégal au coefficient du bﬁme( E )

3.4 Validation d’un arbre binomial en tas

Question 11.29 Exprimer la c&finitionéquivalente propd=a la question 11.25 sous la forme d’'une
propriéte ABT}(a) qui indique que: est un arbre binomial en tas d'ordieen exploitant), £(a) et
S(a).

Question 11.30 Ecrire en PASCAL une fonction

val i der ABT( k: | NTEGER; A: ARBRE) : BOOLEAN,; telle que I'appelal i der ABT(k, A) ren-
voie la valeurTRUE si la propriéte ABTj (A) est vraie et la valeuFAL SE sinon. L'algorithme utili&
ne devra parcourir qu’une seule fois I'arbre. Cette fonotidevraétre recursive ou faire appéel des
fonctions auxiliaires écursives.

4 Tas binomial

La structure de tas binomial consiste a utiliser une suésdes binomiaux en tas, soit vides, soit
d’ordre strictement croissant, pour représenter un ehkede taille quelconque.
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4.1 Definitions

Déf. I1.9 (Tas binomial) Un tas binomial est une suite d’arbres binomiauix. . . , a; tels que, soit;
est vide, soit;; est un arbre binomial d’ordré. Si le tas n’est pas vide, alorg (.

Déf. 11.10 (Signature d’un tas binomial) Soitay, ..., un tas binomial, sa signature est une suite
S0, - - -, 5 telle ques; = 0 si et seulement gi; est vide e; = 1 sinon.

Déf. I1.11 (Taille d’'un tas binomial) La taille d'un tas binomial est la somme du nombre de noeuds
contenus dans les arbres qui composent le t&ous la noterong (¢).

Question 11.31 Calculer la taille d'un tas binomiady, . . ., a; & partir de sa signature.

Question 11.32 Montrer que la signature d’un tas binomial négend que de la taille du tas.

4.2 Représentation des tas binomiaux en PASCAL

Un tas binomial est une liste d'arbres d’entiers. Il est dapeésenté par le type de badsRBRES
(voir 2.2).
4.3 Validation d’'un tas binomial

En préliminaire, nous allons réaliser une opération aewation d’une liste d'arbres qui vérifie
qu'il s’agit bien d’un tas binomial.

Question 11.33 Exprimer la cfinition 1.9 sous la forme d’une prof@#é T'B(t) qui indique que est
un tas binomial.

Question 11.34 Ecrire en PASCAL une fonctional i der TB( T: ARBRES) : BOOLEAN; telle que
I'appelval i der TB( T) renvoie la valeulTRUE si la propriete T B(T) est vraie et la valeuFALSE
sinon. L'algorithme utili®€ ne devra parcourir qu'une seule fois le tas. Cette fonctiemra étre
récursive ou faire appél des fonctions auxiliairescursives.

4.4 Ajout d’'une valeur dans un tas binomial

La premiéere opération consiste a insérer une valeus damas binomial en préservant sa structure.
| Nous faisons I'hypothése que le tas binomial ne contiestjéga cette valeur.

Question 11.35 Montrer que la signature du tagsultant de I'ajout d’une valeud un tas eségale
au résultat de I'inceémentation binaire de la signature de tas initial. Eeddiire un algorithme pour
I'ajout d’'une valeur dans un tas binomial.

4.5 Fusion de tas binomiaux

La deuxiéme opération consiste a fusionner deux tasnfiignax, c'est-a-dire construire un tas
binomial qui contient les mémes valeurs que les deux tamtigux que I'on souhaite fusionner.
Nous faisons I'hypothese que les deux tas binomiaux sejtidts, c’est-a-dire qu'’ils ne contiennent
pas les mémes éléments.

Question 11.36 Montrer que la signature du tagsultant de la fusion eggale au ésultat de I'addi-
tion binaire des signatures des deux tas initiaux. Edwire un algorithme pour la fusion de deux tas
binomiaux.

Fin de I'enon@ 21/21



