Les calculatrices sont interdites.

N.B.: Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et a la concision
de la rédaction.
Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur
sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené
a prendre.

PREAMBULE : Les deux parties qui composent ce sujet sont indépendantes et peuvent étre traitées par
les candidats dans un ordre quelconque.

Partie | : Logique et calcul des propositions

Dans L’Egypte ancienne, la protection de la tombe des Pharaons faisait I’objet d’une grande atten-
tion. Le sarcophage était porté dans la salle funéraire par des esclaves accompagnés d’un prétre. Le
couloir y conduisant était définitivement condamné apres leur passage. Les esclaves étaient ensuite
abandonnés dans la salle funéraire et le prétre quittait le tombeau par un passage secret. Pour éviter
que les esclaves et les éventuels pillards puissent emprunter le méme passage, celui-ci était fermé par
plusieurs portes dont I’ouverture demandait la réponse a des énigmes. Pour empécher qu’une autre
personne que le prétre ne puisse trouver la réponse aux énigmes, celles-ci étaient régies par des regles
propres a chaque tombe et connues uniquement du prétre et de son ordre.

\Vous faites partie d’une équipe d’archéologues qui explore un tombeau récemment découvert
grace au déchiffrage d’un manuscrit écrit en hiéroglyphes contenant I’emplacement du tombeau et
la précieuse regle nécessaire a la résolution des énigmes: < Chaque énigme sera composée de trois
affirmations. Une affirmation parmi les trois sera toujours fausse, les deux autres seront toujours
vraies. Attention, ce ne seront pas forcément toujours les mémes. >

\otre équipe a réussi a déblayer I’entrée de la salle funéraire et vous vous y étes précipités trop
imprudemment. En effet, la galerie, mal étayée, s’est effondrée aprés votre passage. Vous ne disposez
pas de suffisamment d’air pour attendre que vos collégues dégagent a nouveau le passage. Votre seule
chance de survie est d’emprunter le passage secret usuellement réservé au prétre.

Nous noterons A;, A, et A3 les propositions associées aux trois affirmations contenues dans les
énigmes apparaissant sur chaque porte.

Question 1.1 Représenter la regle sous la forme d’une formule du calcul des propositions dépendant
de Al, AQ et A3.

Une premiére porte bloque le passage. Devant cette porte se trouvent une dalle blanche et une
dalle noire. Les affirmations suivantes sont inscrites sur la porte :

— Si tu poses le pied sur la dalle blanche, alors pose le pied sur la dalle noire !
— Pose les pieds simultanément sur les dalles blanche et noire !
— Pose le pied sur la dalle noire!

Nous noterons B, respectivement /V, les variables propositionnelles correspondant au fait de poser
le pied sur la dalle blanche, respectivement noire.



Question 1.2 Exprimer A;, A, et A3 sous la forme de formules du calcul des propositions dépendant
de Betde N.

Question 1.3 En utilisant le calcul des propositions (résolution avec les formules de De Morgan),
déterminer la (ou les) dalle(s) sur laquelle (ou lesquelles) vous devez posez les pieds pour ouvrir
cette porte.

La porte s’ouvre, puis se referme aprés votre passage. Une seconde porte se trouve maintenant
face a vous. Sur le coté de la porte se trouvent trois pavés de tailles différentes (petit, moyen, gros).
Trois affirmations sont inscrites sur la porte. Malheureusement, un des hiéroglyphes est illisible. \oici
les textes que vous arrivez a déchiffrer :

— L’affirmation suivante est fausse : N’appuie sur le petit pavé que si tu as appuyé sur le gros
pavé!

— N’appuie pas sur le moyen pavé mais appuie sur le gros pavé!

— N’appuie ni sur le gros pavé, ni surle ... pavé!

Les hiéroglyphes vous permettent de savoir que ... correspond soit a gros, soit a moyen, soit a
petit.

Nous noterons P, M et GG les variables propositionnelles correspondant au fait d’appuyer sur le
petit, le moyen ou le gros pavé.

Question 1.4 Exprimer A;, Ay et As sous la forme de formules du calcul des propositions dépendant
de P, M et G.

Question 1.5 En utilisant le calcul des propositions (résolution avec les tables de vérité), déterminer
le (ou les) pavé(s) sur lequel (ou lesquels) vous devez appuyer pour ouvrir cette porte.



Partie 11 : Algorithmique et programmation en CaML

Cette partie doit étre traitée par les étudiants qui ont utilisé le langage CaML dans le cadre des ensei-
gnements d’informatique. Les fonctions écrites devront &tre récursives ou faire appel a des fonctions
auxiliaires récursives. Elles ne devront pas utiliser d’instructions itératives (f or , whi | e, ...) ni de
références.

L’explication du comportement d’une fonction (demandée aux questions 11.8, 11.13, 11.16 et 11.23) doit
au moins contenir :

— L’objectif général ;

— Le rdle des paramétres de la fonction;;

— Les contraintes sur les valeurs des parametres ;

— Les caractéristiques du résultat renvoyé par la fonction;

— Le role des variables locales a la fonction;

— Le principe de I’algorithme;;

— Des arguments de terminaison du calcul quelles que soient les valeurs des paramétres.

L’analyse lexicale est la premiere étape effectuée par les outils d’analyse de texte et, en particulier,
de programmes (compilateur, interprete, ...). Elle vise a reconnaitre les différents mots composant
une phrase sans s’attacher a la structure de la phrase elle-méme. La technique la plus couramment
employée pour implanter un analyseur lexical repose sur un automate fini dont les transitions sont
étiquetées par les caractéres composant les mots du vocabulaire. Les états initiaux correspondent aux
débuts des mots. Les états terminaux correspondent a la fin des mots. Un mot est reconnu par un
parcours de I’automate guidé par les caractéres composant ce mot.

Les automates finis peuvent étre déterministes ou indéterministes. Ces deux formes présentent
chacune des avantages et des inconvénients au niveau des performances:

— le parcours d’un automate déterministe est peu colteux alors que son occupation mémoire est
codteuse;;

— I’occupation mémoire d’un automate indéterministe est peu colteuse alors que son parcours est
colteux.

L’outil | ex, le plus couramment utilisé pour construire des analyseurs de programmes, exploite
des automates semi-indéterministes pour obtenir un bon compromis entre les codts du parcours et de
I’occupation mémoire.

Nous allons étudier une catégorie d’automates semi-indéterministes, ses propriétés, ainsi qu’une
technique de construction.

1 Représentation et codage d’un automate fini

1.1 Représentation d’un automate fini

Déf. 11.1 (Automate fini) Soit I’alphabet X, un ensemble de symboles, soit ¢ le symbole représentant
la transition arbitraire (¢ ¢ X), soit A le symbole représentant le mot vide (A ¢ X), soit X* I’en-
semble des mots composés de symboles de X (A € X*); un automate fini sur X est un quintuplet



A= (Q,X,I,Ty) composé de:
— Un ensemble fini d’états: @ ;
Un ensemble d’états initiaux: I C Q ;
Un ensemble d’états terminaux: 7T C @ ;
Une relation de transition confondue avec son graphe: v C @ x (X U {e}) x Q.

Les symboles e et A sont souvent confondus. Le premier est spécifique aux automates, il cor-
respond & une transition sans lecture de caracteres (le mot lu est donc le mot vide A). Le second
correspond au mot vide indépendamment des automates.

Pour une transition (o,e,d) donnée, nous appelons o I’origine de la transition, e I’étiquette de la
transition et d la destination de la transition.

Remarquons que ~ est le graphe d’une fonction totale de transition § : @ x (X U {e}) — P(Q)
dont les valeurs sont définies par :

Vo e Q,Ve e X U{e}, d(o,e) ={d € Q| (0,e,d) € v}
La notation y est plus adaptée que ¢ a la formalisation et la construction des preuves.

1.2 Représentation graphique d’un automate

Les automates peuvent étre représentés par un schéma suivant les conventions:
— les valeurs de la relation de transition  sont représentées par un graphe dont les nceuds sont les
états et les arétes sont les transitions;;

— un état initial est entouré d’un cercle @;

— un état terminal est entouré d’un double cercle ;

— une aréte étiquetée par le symbole e € X U {e} va de I’état o a I’état d si et seulement si
(0,e,d) € 7.

Exemple I1.1 L’automate A = (Q,X,I,T,y) avec:
Q = {A7B7C7DJE}

X = {a,b}
[ ={A}
T ={E}

v ={(4,¢,B),(B,,C),(C,a,B),(Cb,E),(Aa,D),(D,e,E)}

est représenté par le graphe suivant :

Question 11.1 Donner sans la justifier une expression réguliere ou ensembliste représentant le lan-
gage reconnu par A.



1.3 Langage reconnu par un automate fini

X* estI’ensemble des mots composés des symboles de X'. Nous étendons I’opérateur . de construc-
tion de mots pour prendre en compte le symbole e apparaissant dans les transitions des automates :

Vme X", em=m
Soit v* I’extensionde v a Q x X* x () définie par:

Vg € Q, (¢.Mq) €
Vee X U{e},Vm e X* Yo e Q,Vd € Q, (o,em,d) € v* < Jg € Q, (0,e,9) € v A (¢;m,d) € v*

Le langage sur X* reconnu par un automate fini est:

LA)={me X" |oel, deT, (o,md) €~}

L’analyse d’un mot par un automate peut étre caractérisée par le chemin suivi dans I’automate,
c’est-a-dire la séquence des états parcourus. En général, dans le cadre d’un automate indéterministe,
un méme mot peut étre reconnu en suivant plusieurs chemins différents dans I’automate.

1.4 Codage en CaML d’un automate fini

Nous considérerons pour les besoins du codage que tous les automates exploitent le méme en-
semble fini de symboles X C N. Nous ne préciserons donc pas cet ensemble dans la suite des fonc-
tions réalisées.

Pour les variables ou les constantes dont le nom est pris dans I’alphabet grec (e, 7, ...), Iidentifiant
en CaML sera leur nom en toute lettre (epsi | on, ganms, ...).

type etat == int;;

Un état est représenté par le type de base i nt .
type etats == etat list;;

Un ensemble d’états est représenté par le type et at s équivalent a une liste d’états.
type etiquette == int;

Une étiquette de transition (appartenant & X U {e}) est représentée par le type de base i nt .
let epsilon = -1;;

L’étiquette particuliére ¢ a la valeur - 1. Elle est contenue dans la variable epsi | on.
type transition == etat * etiquette * etat;;

Une transition est représentée par le type t r ansi t i on équivalenta un triplet composé d’un état,
d’une étiquette et d’un état.

type relation == transition list;;

Une relation est représentée par le type r el at i on équivalent a une liste de transitions.



type paire == relation * relation;;
Une paire de relations est représentée par le type pai r e.
type automate == etats * etats * etats * relation;;

Un automate est représenté par le type aut omat e équivalent a un quadruplet composé de trois
ensembles d’états et d’une relation.

type not == etiquette |ist;;
Un mot accepté par I’automate est représenté par le type not équivalent a une liste d’étiquettes.

Exemple 11.2 Associons les entiers suivants aux symbolesde Q: A +— 0,B — 1,C +— 2,
Dw— 3 E—4etde X:a— 0,b— 1.
L’automate de I’exemple 11.1 sera représenté par la valeur :

let Q=1 0; 1; 2; 3; 4] in (* ensenble d etats *)

let 1 =] 0] in (* i1dem *)

let T=1] 4] in (* idem *)

let G=1] (0,-1,1) ; (1,-1,2) ; (2,0,1) ; (* ensenble de *)
(2,1,4) ; (0,0,3) ; (3,-1,4) ] in (* transitions *)

(Q I, T, G);; (* automate *)

Exemple 11.3 Le mot aaab du langage reconnu par I’automate donné dans I’exemple 11.1, sera
représenté par la valeur :

[ O; O; O ; 1] (* liste d etiquettes *)

2 Codage des ensembles d’états et de transitions

La représentation d’un automate fini et les algorithmes associés exploitent les structures d’en-
semble d’états et de transitions. Dans cette partie, nous allons étudier une représentation des en-
sembles a base de listes et certains algorithmes de manipulation d’ensembles qui pourront étre utilisés
par la suite.

2.1 Codage de la structure d’ensemble

Un automate fini exploite deux formes d’ensembles :

— des ensembles d’états: @, I, et T';

— un ensemble de transitions: la relation ~.

Nous devons donc disposer d’un codage de la structure d’ensemble pour pouvoir représenter des
automates finis. Nous allons utiliser un codage extrémement simple : un ensemble est une liste conte-
nant exactement un exemplaire de chaque valeur contenue dans I’ensemble. Les opérations de mani-
pulation d’un ensemble devront préserver cette propriété.

Le parcours d’un ensemble sera donc effectué de la méme maniére que celui d’une liste.



Nous allons maintenant définir plusieurs opérations sur les ensembles qui pourront étre utilisées
dans la suite du sujet. Ces opérations sont indépendantes de la forme des valeurs rangées dans I’en-
semble. Nous allons donc les définir pour un ensemble d’états, les définitions pour une relation seront
identiques.

2.2 Opération sur la structure d’ensemble

Nous supposons que toutes les listes passées comme parametre, qu’elles représentent un ensemble
d’états ou de transitions, ne contiennent au plus qu’une fois chaque valeur.

Pour les calculs de complexité, nous noterons | e | la taille de I’ensemble e, c’est-a-dire le nombre
d’éléments qu’il contient.

2.2.1 Cardinalité d’un ensemble

Une premiére opération consiste a déterminer le nombre d’états appartenant a un ensemble.

Question 11.2 Ecrire en CaML une fonction car di nal detypeetats -> i nt telle que I’appel
(cardi nal e) renvoie le nombre d’états contenus dans I’ensemble e. Cette fonction devra étre
récursive ou faire appel a des fonctions auxiliaires récursives.

Question 11.3 Calculer une estimation de la complexité de la fonction car di nal en fonction de
la taille de I’ensemble e. Cette estimation ne prendra en compte que le nombre d’appels récursifs
effectués.

2.2.2 Appartenance d’un état a un ensemble

Une deuxieme opération consiste a tester I’appartenance d’un état a un ensemble.

Question 11.4 Ecrire en CaML une fonction appar t i ent de type

etat -> etats -> bool ean telle que I’appel (apparti ent v e) renvoie la valeur vrai
si I’ensemble e contient I’état v. Cette fonction devra étre récursive ou faire appel a des fonctions
auxiliaires récursives.

Question 11.5 Calculer une estimation de la complexité dans le pire cas de la fonction appar t i ent
en fonction de la taille de I’ensemble e. Cette estimation ne prendra en compte que le nombre d’appels
récursifs effectués.

2.2.3 Ajout d’une valeur dans un ensemble

La troisieme opération est I’ajout d’un état a un ensemble.

Question 11.6 Ecrire en CaML une fonction aj out de type etat -> etats -> etats telle
que I’appel (aj out v e) renvoie un ensemble contenant les mémes états que I’ensemble e ainsi
que I’état v s’il ne figurait pas dans e. L’ensemble renvoyé contiendra exactement une fois I’état v.
Cette fonction devra €étre récursive ou faire appel a des fonctions auxiliaires récursives.



2.2.4 Comparaison du contenu de deux ensembles

La quatriéme opération est la comparaison du contenu de deux ensembles.

Question 11.7 Ecrire en CaML une fonctionegal i t edetypeetats -> etats -> bool ean
telle que I’'appel (egal ite el e2) renvoie la valeur vraie si les deux ensembles el et e2
contiennent exactement les mémes états. Cette fonction devra étre récursive ou faire appel a des
fonctions auxiliaires récursives.

Question 11.8 Expliquer la fonction egal i t e proposée pour la question précédente.

Question 11.9 Calculer une estimation de la complexité dans le pire cas de la fonctionegal i t e en
fonction des tailles des ensembles el et e2. Cette estimation ne prendra en compte que le nombre
d’appels récursifs effectués.

2.2.5 Union de deux ensembles

La cinquiéme opération étudiée est la construction d’un ensemble résultant de I’union de deux
autres ensembles.

Question 11.10 Ecrire en CaML une fonction uni on de type et ats -> etats -> bool ean
telle que I’'appel (uni on el e2) renvoie un ensemble contenant les états contenus dans el et les
états contenus dans e2. Cette fonction devra étre récursive ou faire appel a des fonctions auxiliaires
récursives.

2.2.6 Intersection de deux ensembles

La derniére opération étudiée est la construction d’un ensemble résultant de I’intersection de deux
autres ensembles.

Question 11.11 Ecrire en CaML une fonctioni nt er sect i on de type

etats -> etats -> etats telle que I’appel

(intersection el e2) renvoie un ensemble contenant les états contenus a la fois dans el et
dans e2. Cette fonction devra étre récursive ou faire appel a des fonctions auxiliaires récursives.

3 Exploitation des relations de transition

3.1 Suivants dans une relation

La construction d’automates semi-indéterministes repose sur la manipulation des relations de tran-
sition et, en particulier, sur la construction de fermetures transitives. Nous allons définir des opérations
de parcours des relations qui pourront étre utilisées par la suite.

Déf. 11.2 (Suivants dans une relation) Les suivants S(O,v) d’un ensemble d’états O selon une re-
lation ~ sont les ensembles des destinations des transitions de ~ dont les états de O sont les origines,
indépendamment des étiquettes.

SOy)={deQ]|Foe0,Fec XU{e}(oe,d) €~}



Exemple 11.4 Dans I’automate de I’exemple I1.1, nous avons par exemple :
S{A}n) ={B,D}
SHC}t) ={B.E}
S({B,D}y) ={C,E}
SH{E}LY) =0

Nous allons implanter une fonction calculant S(O,y).

Question 11.12 Ecrire en CaML une fonction sui vant s de type

etats -> relation -> etats telle que I’'appel (sui vants O gamma) renvoie un en-
semble d’états contenant les mémes états que S(O,v). Cette fonction devra étre récursive ou faire
appel a des fonctions auxiliaires récursives.

Question 11.13 Expliguer la fonction sui vant s proposée pour la question précédente.

3.2 Etats accessibles

Nous allons étendre les opérations précédentes pour obtenir I’ensemble des états accessibles a par-
tir d’un ensemble d’états donné en suivant plusieurs transitions sans prendre en compte les étiquettes.

Déf. 11.3 (Etats accessibles) L’ensemble des états accessibles A(O,v) depuis les états de O selon la
relation ~ est défini par :

AOy) ={d€ Q3o € O,3me X" ,(o,m,d) € v}
Exemple 11.5 Dans I’automate de I’exemple 11.1, nous avons par exemple :
A({A}7,}/) = {A’B’C7D’E}

A({C}ﬂ/) = {B’C7E}
A({BvD}fV) = {B7C’D7E}

A{E}) ={E}
Nous allons implanter une fonction calculant 4(O,7).

Question 11.14 Soient O C @ un ensemble d’états, v une relation sur @, la suite (A;) d’ensembles
d’états (A; C Q) est définie par :

Ag=0
{ Aiyr = A US(4i)
Montrer que la suite (A;) est croissante pour la relation d’inclusion C;
Montrer qu’il existe un entier k € Ntel que Ay = Ap,1;
Montrer que Vi € N, A(A;,y) = A(Ait1.,7) ;
Montrer que VE C Q,S(E,y) C E = A(Eyy) C E;
Montrer que A(O,v) = Ay.

ok wpnE

Question 11.15 Ecrire en CaML une fonction accessi bl es de type

etats -> relation -> etats telle que I’appel (accessi bl es O ganma) renvoie un
ensemble d’états contenant les mémes états que 4(O,y). Cette fonction devra &tre récursive ou faire
appel a des fonctions auxiliaires récursives.

Question 11.16 Expliquer la fonction accessi bl es proposée pour la question précédente.
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3.3 Construction de familles de transitions

Les opérations de construction des automates semi-indéterministes &tudiées par la suite engendrent
de nouvelles transitions. Pour simplifier leurs définitions, nous pouvons utiliser des fonctions de
construction de familles de transitions similaires (par exemple, de transitions ayant la méme origine,
la méme étiquette et plusieurs destinations distinctes).

Question 11.17 Ecrire en CaML une fonction pr ef i xe de type

etat -> etiquette -> etats -> rel ati ontellequel’appel (prefi xe o e ds) ren-
voie une relation contenant les transitions d’origine o, d’étiquette e et de destination les états conte-
nus dans ds. Cette fonction devra étre récursive ou faire appel a des fonctions auxiliaires récursives.

4  Automate fini semi-indéterministe

En général, dans le cadre d’un automate fini, un méme mot du langage accepté par un automate
peut étre reconnu par plusieurs parcours distincts de I’automate.

L algorithme naturel de parcours de I’automate pour analyser un mot est donc indéterministe car
il existe plusieurs possibilités de parcours.

4.1 Causes d’indéterminisme

Trois causes d’indéterminisme peuvent apparaitre dans un automate fini :

— L’existence de plusieurs états initiaux ;

— L’existence de plusieurs transitions avec une méme étiquette et une méme origine ;

— L’existence de transitions arbitraires (d’étiquette ).

Les algorithmes indéterministes de parcours sont souvent plus codteux, il est donc pertinent d’en-
visager la déterminisation de I’automate d’analyse.

La construction d’un automate déterministe reconnaissant le méme langage qu’un automate indéter-
ministe donné peut faire apparaitre un grand nombre de nouveaux états. L’occupation mémoire est
donc souvent beaucoup plus colteuse.

Dans un objectif de compromis entre occupation mémoire et temps de parcours, nous allons
nous intéresser a des automates semi-indéterministes qui ne font pas apparaitre la troisiéme forme
d’indéterminisme. Nous étudierons par la suite un algorithme de construction qui n’introduit pas de
nouveaux états.

4.2 Automate fini semi-indéterministe

Nous définissons une restriction des automates finis qui ne contient pas de transitions arbitraires
(étiquette €). Ces automates sont appelés semi-indéterministes car un degré d’indéterminisme est levé.
Les définitions précédentes sont toujours valides en éliminant les transitions arbitraires.

Déf. 11.4 (Automate semi-indéterministe) Soit A = (Q,X,I,T,v) un automate fini, A est semi-
indéterministe si et seulementsiv C Q x X x Q.

Nous allons décomposer la relation de transition d’un automate fini quelcongue en une relation
arbitraire et une relation non-arbitraire que nous recomposerons ensuite pour obtenir un automate
semi-indéterministe.
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4.2.1 Relation de transition arbitraire

Déf. 11.5 (Relation de transition arbitraire) Soit () un ensemble d’états, nous appelons relation de
transition arbitraire ~, une relation dont toutes les transitions sont étiquetées par ¢, donc

Y. C Q x {e} x Q.

4.2.2 Relation de transition non-arbitraire

Déf. 11.6 (Relation de transition non-arbitraire) Soient () un ensemble d’états et X un ensemble
de symboles, nous appelons relation de transition non-arbitraire ~vx, une relation dont toutes les
transitions sont étiquetées par des symboles de X (donc différent de €), donc vx C @ x X x Q.

Nous noterons ~vx une relation de transition non-arbitraire car elle ne peut pas faire apparaitre la
troisieme forme d’indéterminisme.

4.2.3 Décomposition d’une relation de transition

Théoréme 11.1 (Décomposition d’une relation de transition) Soit I’automate fini A = (Q,X,1,7,7),
la relation ~ peut donc se décomposer de maniére unique en deux sous-relations disjointes :

— une relation arbitraire . ;
— une relation non-arbitraire .
Donc,
Y=Y Ux

Exemple 11.6 La relation de transition de I’automate de I’exemple I1.1 se décompose en :

ve = {(A,e,B),(B,e,C),(D,e,E)}
Tx = {(C’,a,B),(C’,b,E),(A,a,D)}

Nous allons définir une fonction pour décomposer la relation de transition v de I’automate en
sous-relations arbitraire +,. et non-arbitraire .

Question 11.18 Ecrire en CaML une fonction deconpose de type rel ati on -> paire telle
que I’appel (deconpose ganmma) renvoie une paire contenant deux relations composées des tran-
sitions de la relation ~. La premiére contient les transitions arbitraires (d’étiquette ¢) de ~. La seconde
contient les transitions de ~ d’étiquettes différentes de e. Cette fonction devra étre récursive ou faire
appel a des fonctions auxiliaires récursives.

4.2.4 Fermeture d’une relation arbitraire

Déf. 11.7 (Fermeture transitive d’une relation arbitraire) Nous noterons +, la fermeture transitive
de ~. définie par :

Vg € Q, (¢,6,9) € V.
VgeQ,Vq €Q, (g,ed) €Vee 3" €Q, (q.64") €veN(q"ed) €7

Question 11.19 Construire 5, a partir de la relation +. de I’exemple 11.6.

Question 11.20 Calculer une borne supérieure de la taille de 7, en fonction de la taille de ~..
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Question 11.21 Montrer que:

Je ={(06d) | 0 € Q.d € A({o} )}

Question 11.22 Ecrire en CaML une fonction f er net ur e de type rel ation -> rel ation
telle que I’appel (f er met ur e ganmmma) renvoie une relation contenant toutes les transitions en-
gendrées par la fermeture transitive ¥ des transitions de la relation arbitraire ~. Cette fonction devra
étre récursive ou faire appel a des fonctions auxiliaires récursives.

Question 11.23 Expliquer la fonction f er met ur e proposée pour la question précédente.

4.2.5 Composition de relations arbitraires et non-arbitraires

Déf. 11.8 (Opérateur de composition >) Soient +, une relation de transition arbitraire, v une re-
lation de transition non-arbitraire, I’opérateur de composition vx > . est défini par :

vx B> 7 = {(0,e,d) | 3¢ € Q,(0,e,q9) € Vx,(q,€,d) € e}

Question 11.24 Calculer une borne supérieure de la taille de la relation vy > +. en fonction des
tailles de vx et de ..

Question 11.25 Construire la composition vy > . de la relation vy et de la fermeture transitive de
la relation ~. données dans I’exemple 11.6.

Question 11.26 Ecrire en CaML une fonction conpose de type

relation -> relation -> rel ati on telle que I’appel (conpose gammal ganma?2)
renvoie une relation résultant de la composition v, > 7, de la relation non-arbitraire v, et de la
relation arbitraire .. Nous supposons que ; ne contient que des transitions non-arbitraires et que
~9 Ne contient que des transitions arbitraires. Cette fonction devra étre récursive ou faire appel a des
fonctions auxiliaires récursives.

4.2.6 Construction d’un automate semi-indéterministe

Déf. 11.9 (Automate semi-indéterministe) Soit I’automate fini A = (Q,X,I,T,y) avec v = vx U,
I’automate semi-indéterministe associé £(A) est défini par :

E(A) = (X, TUS(I7e),Tx U (yx > 7e))

Question 11.27 Montrer que I’automate semi-indéterministe associé reconnait le méme langage que
I’automate initial, c’est-a-dire que L(A) = L(E(A)).

Question 11.28 Calculer une borne supérieure de la taille de I’automate semi-indéterministe associé
en fonction de la taille de I’automate initial. Comparer cette valeur avec celle de I’automate résultant
de la déterminisation de I’automate initial.

Question 11.29 Donner la représentation graphique de I’automate semi-indéterministe associé a
I’automate de I’exemple 11.1.

Question 11.30 Ecrire en CaML une fonction semi de type aut onmat e - > aut omat e telle que
I’appel (sem A) renvoie I’automate semi-indéterministe associé a I’automate A. Cette fonction
devra étre récursive ou faire appel a des fonctions auxiliaires récursives.
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Partie 11 : Algorithmique et programmation en PASCAL

Cette partie doit &tre traitée par les étudiants qui ont utilisé le langage PASCAL dans le cadre des
enseignements d’informatique. Les fonctions écrites devront étre récursives ou faire appel a des
fonctions auxiliaires récursives. Elles ne devront pas utiliser d’instructions itératives (f or , whi | e,
repeat,...).

L’explication du comportement d’une fonction (demandée aux questions 11.8, 11.13, 11.16 et 11.23) doit
au moins contenir :

— L’objectif général ;

— Le role des paramétres de la fonction;;

— Les contraintes sur les valeurs des parametres ;

— Les caractéristiques du résultat renvoyé par la fonction;

— Le r6le des variables locales & la fonction;

— Le principe de I’algorithme;

— Des arguments de terminaison du calcul quelles que soient les valeurs des paramétres.

L’analyse lexicale est la premiere étape effectuée par les outils d’analyse de texte et, en particulier,
de programmes (compilateur, interprete, ...). Elle vise a reconnaitre les difféerents mots composant
une phrase sans s’attacher a la structure de la phrase elle-méme. La technique la plus couramment
employée pour implanter un analyseur lexical repose sur un automate fini dont les transitions sont
étiquetées par les caractéres composant les mots du vocabulaire. Les états initiaux correspondent aux
débuts des mots. Les états terminaux correspondent a la fin des mots. Un mot est reconnu par un
parcours de I’automate guidé par les caractéres composant ce mot.

Les automates finis peuvent &tre déterministes ou indéterministes. Ces deux formes présentent
chacune des avantages et des inconvénients au niveau des performances :

— le parcours d’un automate déterministe est peu colteux alors que son occupation mémoire est
colteuse;;

— I’occupation mémoire d’un automate indéterministe est peu colteuse alors que son parcours est
codteux.

L’outil | ex, le plus couramment utilisé pour construire des analyseurs de programmes, exploite
des automates semi-indéterministes pour obtenir un bon compromis entre les codts du parcours et de
I’occupation mémoire.

Nous allons étudier une catégorie d’automates semi-indéterministes, ses propriétés, ainsi qu’une
technique de construction.

1 Représentation et codage d’un automate fini

1.1 Représentation d’un automate fini

Déf. 11.1 (Automate fini) Soit I’alphabet X, un ensemble de symboles, soit ¢ le symbole représentant
la transition arbitraire (¢ ¢ X), soit A le symbole représentant le mot vide (A ¢ X), soit X* I’en-
semble des mots composés de symboles de X (A € X*); un automate fini sur X est un quintuplet
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A= (Q,X,I,Ty) composé de:
— Un ensemble fini d’états: @ ;
Un ensemble d’états initiaux: I C Q ;
Un ensemble d’états terminaux: 7T C @ ;
Une relation de transition confondue avec son graphe: v C @ x (X U {e}) x Q.

Les symboles e et A sont souvent confondus. Le premier est spécifique aux automates, il cor-
respond & une transition sans lecture de caracteres (le mot lu est donc le mot vide A). Le second
correspond au mot vide indépendamment des automates.

Pour une transition (o,e,d) donnée, nous appelons o I’origine de la transition, e I’étiquette de la
transition et d la destination de la transition.

Remarquons que ~ est le graphe d’une fonction totale de transition § : @ x (X U {e}) — P(Q)
dont les valeurs sont définies par :

Vo e Q,Ve e X U{e}, d(o,e) ={d € Q| (0,e,d) € v}
La notation y est plus adaptée que ¢ a la formalisation et la construction des preuves.

1.2 Représentation graphique d’un automate

Les automates peuvent étre représentés par un schéma suivant les conventions:
— les valeurs de la relation de transition  sont représentées par un graphe dont les nceuds sont les
états et les arétes sont les transitions;;

— un état initial est entouré d’un cercle @;

— un état terminal est entouré d’un double cercle ;

— une aréte étiquetée par le symbole e € X U {e} va de I’état o a I’état d si et seulement si
(0,e,d) € 7.

Exemple I1.1 L’automate A = (Q,X,I,T,y) avec:
Q = {A7B7C7DJE}

X = {a,b}
[ ={A}
T ={E}

v ={(4,¢,B),(B,,C),(C,a,B),(Cb,E),(Aa,D),(D,e,E)}

est représenté par le graphe suivant :

Question 11.1 Donner sans la justifier une expression réguliere ou ensembliste représentant le lan-
gage reconnu par A.
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1.3 Langage reconnu par un automate fini

X* estI’ensemble des mots composés des symboles de X'. Nous étendons I’opérateur . de construc-
tion de mots pour prendre en compte le symbole e apparaissant dans les transitions des automates:

Vme X", em=m
Soit v* I’extensionde v a Q x X* x () définie par:

Vg € Q, (¢.Mq) €
Ve € X U{e},Vm € X*, Yo e Q,Vd € Q, (o,e.m,d) € v* <= g € Q, (0,e,9) € v A (¢;m,d) € v*

Le langage sur X™* reconnu par un automate fini est:

LAY ={me X" |oel, deT, (o,md) €~}

L’analyse d’un mot par un automate peut étre caractérisée par le chemin suivi dans I’automate,
c’est-a-dire la séquence des états parcourus. En général, dans le cadre d’un automate indéterministe,
un méme mot peut étre reconnu en suivant plusieurs chemins différents dans I’automate.

1.4 Codage en PASCAL d’un automate fini

Nous considérerons pour les besoins du codage que tous les automates exploitent le méme en-
semble fini de symboles X C N. Nous ne préciserons donc pas cet ensemble dans la suite des fonc-
tions réalisées.

Pour les variables ou les constantes dont le nom est pris dans I’alphabet grec (e, 7, ...), I’identifiant
en PASCAL sera leur nom en toute lettre (epsi | on, ganms, ...).

Un état est représenté par le type de base | NTEGER

Un ensemble d’états est représenté par le type de base ETATS correspondant a une liste d’états.

Une étiquette de transition (appartenant & X U {e} est représentée par le type de base | NTEGER.

L étiquette particuliére e a la valeur - 1. Elle est contenue dans la constante epsi | on.

Une transition est représentée par le type de base TRANSI TI ON correspondant a un triplet com-
posé d’un état, d’une étiquette et d’un état.

Une relation est représentée par le type de base RELATI ON correspondant a une liste de transi-
tions.

Une paire de relations est représentée par le type de base PAI RE.

Un automate est représenté par le type de base AUTOVATE équivalent a un quadruplet composé
de trois ensembles d’états et d’une relation.

Un mot accepté par I’automate est représenté par le type MOT équivalent a une liste d’étiquettes.

Nous supposons prédéfinies les constantes et les fonctions suivantes dont le calcul se termine
quelles que soient les valeurs de leurs parametres. Elles pourront éventuellement étre utilisées dans
les réponses aux questions:

— NI L représente la liste vide d’états, la liste vide de transitions et la liste vide d’étiquettes;

— FUNCTI ON LE_Aj out er (e: | NTEGER; | : ETATS) : ETATS,; renvoie une liste d’états com-
posée d’un premier état e et du reste de la liste contenu dans | ;

— FUNCTI ON LE_Prem er (| : ETATS) : | NTECGER; renvoie le premier état de la liste | ;
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— FUNCTI ON LE_Rest e(|: ETATS) : ETATS; renvoie le reste de la liste | privée de son pre-
mier état ;

— FUNCTI ON LE_Juxt aposer (| 1: ETATS; | 2: ETATS) : ETATS; renvoie la liste composée
de la liste | 1 suivie de la suite | 2;

— FUNCTI ON T_Creer (0: | NTEGER; e: | NTEGER; d: | NTEGER) : TRANSI TI ON; renvoie
une transition dont I’origine et la destination sont les états o et d et I’étiquette est e ;

— FUNCTI ON T_Origi ne(t: TRANSI TI ON) : | NTEGER; renvoie I’état origine de la transi-
tiont,

— FUNCTI ON T_Destination(t: TRANSI TI ON) : | NTEGER; renvoie I’état destination de
la transition't ;

— FUNCTI ON T_Etiquette(t: TRANSI TI ON) : | NTEGER; renvoie I’étiquette de la transi-
tiont ;

— FUNCTI ON LT_Aj outer (t: TRANSI TI ON; | : RELATI ON) : RELATI ON; renvoie une liste
de transitions composée d’une premiére transition t et du reste de la liste contenu dans | ;

— FUNCTI ON LT_Prem er (| : RELATI ON) : TRANSI TI ON; renvoie la premiére transition
de laliste | ;

— FUNCTI ON LT_Rest e(|: RELATI ON) : RELATI ON; renvoie le reste de la liste | privée
de sa premiére transition ;

— FUNCTI ON LT Juxt aposer (| 1: RELATI ON; | 2: RELATI ON) : RELATI ON; renvoie la
liste composée de la liste | 1 suivie de la suite | 2

— FUNCTI ON A Creer (q: ETATS; i : ETATS; t: ETATS; g: RELATI ON) : AUTOVATE; ren-
voie un automate dont I’ensemble des états est q, I’ensemble des états initiaux et terminaux sont
i ett etlarelation de transition est g ;

— FUNCTI ON A_Et at s(a: AUTOVATE) : ETATS; renvoie I’ensemble des états de I’automate
a,

— FUNCTI ON ALl ni ti aux(a: AUTOVATE) : ETATS; renvoie I’ensemble des états initiaux
de I’automate a ;

— FUNCTI ON A_Ter m naux(a: AUTOVATE) : ETATS; renvoie I’ensemble des états termi-
naux de I’automate a ;

— FUNCTI ON ARel ati on(a: AUTOVATE) : RELATI ON; renvoie larelation de transition de
I’automate a ;

— FUNCTI ON P_Creer (gl: RELATI ON; g2: RELATI ON) : PAI RE; renvoie une paire dont
les éléments sont gl etg2;

— FUNCTI ON P_Un( p: PAI RE) : RELATI ON; renvoie le premier élément de p ;
— FUNCTI ON P_Deux( p: PAI RE) : RELATI ON; renvoie le second élémentde p ;

— FUNCTI ON MA)j out er (e: | NTEGER; m MOT) : MOT; renvoie le mot composé d’une premiéere
étiquette e et du reste du mot contenu dans m;

— FUNCTI ON MPremni er (m MOT) : | NTEGER; renvoie la premiére étiquette du mot m;
— FUNCTI ON MRest e('m MOT) : MOT; renvoie le reste du mot mprivé de sa premiére étiquette ;

— FUNCTI ON MJuxt aposer ( ml: MOT; n2: MOT) : MOT; renvoie le mot composé du mot
ml suivie du mot n2.

Exemple 11.2 Associons les entiers suivants aux symbolesde Q: A +— 0,B — 1,C +— 2,
D—3F—4etde X:a+— 0,b— 1.
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L’automate de I’exemple 11.1 sera représenté par la valeur :

CONST

EPSI LON = -1;

VAR

Q I, T : ETATS (* ensenble d etats *)

G . RELATI ON, (* ensenble de transitions *)
A . AUTQOVATE; (* automate *)

BEGQ

Q:= LE Ajouter( 0, LE Ajouter( 1, LE Ajouter( 2,
LE Ajouter( 3, LE Ajouter( 4, NL)))));

LE Ajouter( 0, NL);

41

T LE_A out er ( NIL);
G:= LT _Aouter( T Creer(0,-1,1),
LT Ajouter( T Creer(1,-1,2),
LT _Ajouter( T Creer(2,0,1),
LT _Ajouter( T Creer(2,1,4),
LT _Ajouter( T_Creer(0,0,3),
LT Ajouter( T Creer(3,-1,4), NL))))));
A:=ACeer( Q I, T, G);
END.

Exemple 11.3 Le mot aaab du langage reconnu par I’automate donné dans I’exemple 11.1, sera
représenté par la valeur :

M Aj outer( O,

M Aj outer( O,

M Aj outer( O,

MAjouter( 1, NL))))

2 Codage des ensembles d’états et de transitions

La représentation d’un automate fini et les algorithmes associés exploitent les structures d’en-
semble d’états et de transitions. Dans cette partie, nous allons étudier une représentation des en-
sembles a base de listes et certains algorithmes de manipulation d’ensembles qui pourront étre utilisés
par la suite.

2.1 Codage de la structure d’ensemble

Un automate fini exploite deux formes d’ensembles :
— des ensembles d’états: @, I, et T';
— un ensemble de transitions: la relation .

Nous devons donc disposer d’un codage de la structure d’ensemble pour pouvoir représenter des
automates finis. Nous allons utiliser un codage extrémement simple : un ensemble est une liste conte-



19

nant exactement un exemplaire de chaque valeur contenue dans I’ensemble. Les opérations de mani-
pulation d’un ensemble devront préserver cette propriéteé.

Le parcours d’un ensemble sera donc effectué de la méme maniére que celui d’une liste.

Nous allons maintenant définir plusieurs opérations sur les ensembles qui pourront étre utilisées
dans la suite du sujet. Ces opérations sont indépendantes de la forme des valeurs rangées dans I’en-
semble. Nous allons donc les définir pour un ensemble d’états, les définitions pour une relation seront
identiques.

2.2 Opération sur la structure d’ensemble

Nous supposons que toutes les listes passées comme parametre, qu’elles représentent un ensemble
d’états ou de transitions, ne contiennent au plus qu’une fois chaque valeur.

Pour les calculs de complexité, nous noterons | e | la taille de I’ensemble e, c’est-a-dire le nombre
d’éléments qu’il contient.

2.2.1 Cardinalité d’un ensemble

Une premiére opération consiste a déterminer le nombre d’états appartenant a un ensemble.

Question I1.2 Ecrire en PASCAL une fonction car di nal E( e: ETATS) : | NTEGER; telle que I’ap-
pel car di nal E( e) renvoie le nombre d’états contenus dans I’ensemble e. Cette fonction devra étre
récursive ou faire appel a des fonctions auxiliaires récursives.

Question 11.3 Calculer une estimation de la complexité de la fonction car di nal E en fonction de
la taille de I’ensemble e. Cette estimation ne prendra en compte que le nombre d’appels récursifs
effectués.

2.2.2 Appartenance d’un état a un ensemble

Une deuxiéme opération consiste a tester I’appartenance d’un état a un ensemble.

Question I1.4 Ecrire en PASCAL une fonction apparti ent E(v: ETAT; e: ETATS) : BOOLEAN,;
telle que I’appel appar ti ent E( v, e) renvoie la valeur vrai si I’ensemble e contient I’état v. Cette
fonction devra étre récursive ou faire appel a des fonctions auxiliaires récursives.

Question 11.5 Calculer une estimation de la complexité dans le pire cas de la fonction appar t i ent
en fonction de la taille de I’ensemble e. Cette estimation ne prendra en compte que le nombre d’appels
récursifs effectués.

2.2.3 Ajout d’une valeur dans un ensemble

La troisieme opération est I’ajout d’un état a un ensemble.

Question 11.6 Ecrire en PASCAL une fonction aj out E(v: ETAT; e: ETATS) : ETATS; telle que
I’appel aj out E( v, e) renvoie un ensemble contenant les mémes états que I’ensemble e ainsi que
I’état v s’il ne figurait pas dans e. L’ensemble renvoyé contiendra exactement une fois I’état v. Cette
fonction devra étre récursive ou faire appel a des fonctions auxiliaires récursives.
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2.2.4 Comparaison du contenu de deux ensembles

La quatriéme opération est la comparaison du contenu de deux ensembles.

Question 11.7 Ecrire en PASCAL une fonction egal i t eE( el: ETATS; e2: ETATS) : BOOLEAN,
telle que I’'appel egal i t eE( el, e2) renvoie la valeur vraie si les deux ensembles el et e2
contiennent exactement les mémes états. Cette fonction devra étre récursive ou faire appel a des
fonctions auxiliaires récursives.

Question 11.8 Expliquer la fonction egal i t eE proposée pour la question précédente.

Question 11.9 Calculer une estimation de la complexité dans le pire cas de la fonction egal i t eE
en fonction des tailles des ensembles el et e2. Cette estimation ne prendra en compte que le nombre
d’appels récursifs effectués.

2.2.5 Union de deux ensembles

La cinquiéme opération étudiée est la construction d’un ensemble résultant de I’union de deux
autres ensembles.

Question 11.10 Ecrire en PASCAL une fonction uni onE( el: ETATS; e2: ETATS) : ETATS; telle
que I’appel uni onE( el, e2) renvoie un ensemble contenant les états contenus dans el et les
états contenus dans e2. Cette fonction devra €étre récursive ou faire appel a des fonctions auxiliaires
récursives.

2.2.6 Intersection de deux ensembles

La derniere opération étudiée est la construction d’un ensemble résultant de I’intersection de deux
autres ensembles.

Question 11.11 Ecrire en PASCAL une fonction

i ntersecti onE(el: ETATS; e2: ETATS) : ETATS; telle que I’appel

i ntersectionE(el, e2) renvoie un ensemble contenant les états contenus a la fois dans el et
dans e2. Cette fonction devra étre récursive ou faire appel a des fonctions auxiliaires récursives.

Nous supposons également définies les opérations suivantes sur les relations (ensemble de transi-
tions):
cardi nal R(g: RELATI ON) : | NTEGER,;
appartient R(t: TRANSI Tl ON; g: RELATI ON) : BOOLEAN,
egal i teR(r1: RELATI ON; r 2: RELATI ON) : RELATI ON;
aj out er R(t: TRANSI TI ON; g: RELATI ON) : RELATI ON;
uni onR(gl: RELATI ON; g2: RELATI ON) : RELATI ON;
i ntersecti onR(gl: RELATI ON; g2: RELATI ON) : RELATI ON;
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3 Exploitation des relations de transition

3.1 Suivants dans une relation

La construction d’automates semi-indéterministes repose sur la manipulation des relations de tran-
sition et, en particulier, sur la construction de fermetures transitives. Nous allons définir des opérations
de parcours des relations qui pourront étre utilisées par la suite.

Déf. 11.2 (Suivants dans une relation) Les suivants S(O,y) d’un ensemble d’états O selon une re-
lation ~ sont les ensembles des destinations des transitions de ~ dont les états de O sont les origines,
indépendamment des étiquettes.

SOy)={deQ]|Joe 0,3e € XU{e} (oe,d) €~}

Exemple 11.4 Dans I’automate de I’exemple 11.1, nous avons par exemple :

S({A}n) ={B,D}

SH{C}n) = {B,E}
S({B,D}yy) ={C,E}
SH{E}y) =10

Nous allons implanter une fonction calculant S(O,7).

Question 11.12 Ecrire en PASCAL une fonction sui vant s( o: ETATS; g: RELATI ON) : ETATS;
telle que I’appel sui vant s( O, gamma) renvoie un ensemble d’états contenant les mémes états que
S(0,7). Cette fonction devra &tre récursive ou faire appel a des fonctions auxiliaires récursives.

Question 11.13 Expliguer la fonction sui vant s proposée pour la question précédente.

3.2 Etats accessibles

Nous allons étendre les opérations précédentes pour obtenir I’ensemble des états accessibles a par-
tir d’un ensemble d’états donné en suivant plusieurs transitions sans prendre en compte les étiquettes.

Déf. 11.3 (Etats accessibles) L’ensemble des états accessibles A(O,v) depuis les états de O selon la
relation ~y est défini par :

AOy)={de Q| o O,aIm e X* (o,m,d) € v*}
Exemple 11.5 Dans I’automate de I’exemple I1.1, nous avons par exemple :

A({A}ﬂ/) = {A,B,C,D,E}
A({C}ﬂ/) = {B’C7E}
A({B.D) ) = (B.C.D.E)
A{E} ) ={E}

Nous allons implanter une fonction calculant A4(O,7).
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Question 11.14 Soient O C @ un ensemble d’états, v une relation sur @, la suite (A;) d’ensembles
d’états (A; C Q) est définie par :

AO — O
A1 = A, US(A )

Montrer que la suite (A;) est croissante pour la relation d’inclusion C;
Montrer qu’il existe un entier k € Ntel que A, = Ay 1 ;

Montrer que Vi € N, A(A;,y) = A(Ait1,7);

Montrer que VE C Q,S(E,y) C E = A(Ey) C E;

Montrer que A4(O,v) = Ay.

a b~ wbdnE

Question 11.15 Ecrire en PASCAL une fonction

accessi bl es(o0: ETATS; g: RELATI ON) : ETATS; telle que I’appel

accessi bl es( O, ganma) renvoie un ensemble d’états contenant les mémes états que 4(0,y).
Cette fonction devra étre récursive ou faire appel a des fonctions auxiliaires récursives.

Question 11.16 Expliquer la fonction accessi bl es proposée pour la question précédente.

3.3 Construction de familles de transitions

Les opérations de construction des automates semi-indéterministes étudiées par la suite engendrent
de nouvelles transitions. Pour simplifier leurs définitions, nous pouvons utiliser des fonctions de
construction de familles de transitions similaires (par exemple, de transitions ayant la méme origine,
la méme étiquette et plusieurs destinations distinctes).

Question 11.17 Ecrire en PASCAL une fonction

prefi xe(o: ETAT; e: ETI QUETTE; ds: ETATS) : RELATI ON; telle que I’appel

prefixe(o, e, ds) renvoie une relation contenant les transitions d’origine o, d’étiquette e et
de destination les états contenus dans ds. Cette fonction devra étre récursive ou faire appel a des
fonctions auxiliaires récursives.

4 Automate fini semi-indéterministe

En général, dans le cadre d’un automate fini, un méme mot du langage accepté par un automate
peut étre reconnu par plusieurs parcours distincts de I’automate.

L’algorithme naturel de parcours de I’automate pour analyser un mot est donc indéterministe car
il existe plusieurs possibilités de parcours.

4.1 Causes d’indéterminisme

Trois causes d’indéterminisme peuvent apparaitre dans un automate fini :

— L’existence de plusieurs états initiaux;

— L’existence de plusieurs transitions avec une méme étiquette et une méme origine ;
— L’existence de transitions arbitraires (d’étiquette ).
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Les algorithmes indéterministes de parcours sont souvent plus codteux, il est donc pertinent d’en-
visager la déterminisation de I’automate d’analyse.

La construction d’un automate déterministe reconnaissant le méme langage qu’un automate indéter-
ministe donné peut faire apparaitre un grand nombre de nouveaux états. L’occupation mémoire est
donc souvent beaucoup plus colteuse.

Dans un objectif de compromis entre occupation mémoire et temps de parcours, nous allons
nous intéresser a des automates semi-indéterministes qui ne font pas apparaitre la troisiéme forme
d’indéterminisme. Nous étudierons par la suite un algorithme de construction qui n’introduit pas de
nouveaux états.

4.2 Automate fini semi-indéterministe

Nous définissons une restriction des automates finis qui ne contient pas de transitions arbitraires
(étiquette €). Ces automates sont appelés semi-indéterministes car un degré d’indéterminisme est levé.
Les définitions précédentes sont toujours valides en éliminant les transitions arbitraires.

Déf. 11.4 (Automate semi-indéterministe) Soit A = (Q,X,I,T,v) un automate fini, A est semi-
indéterministe si et seulementsiv C Q x X x Q.

Nous allons décomposer la relation de transition d’un automate fini quelconque en une relation
arbitraire et une relation non-arbitraire que nous recomposerons ensuite pour obtenir un automate
semi-indéterministe.

4.2.1 Relation de transition arbitraire

Déf. 11.5 (Relation de transition arbitraire) Soit () un ensemble d’états, nous appelons relation de
transition arbitraire ~,, une relation dont toutes les transitions sont étiquetées par ¢, donc

Ye C Q x {e} x Q.

4.2.2 Relation de transition non-arbitraire

Déf. 11.6 (Relation de transition non-arbitraire) Soient () un ensemble d’états et X un ensemble
de symboles, nous appelons relation de transition non-arbitraire ~vx, une relation dont toutes les
transitions sont étiquetées par des symboles de X (donc différent de €), donc vx C @ x X x Q.

Nous noterons ~vx une relation de transition non-arbitraire car elle ne peut pas faire apparaitre la
troisieme forme d’indéterminisme.

4.2.3 Décomposition d’une relation de transition

Théoréme 11.1 (Décomposition d’une relation de transition) Soit I’automate fini A = (Q,X,1,7,7),
la relation ~ peut donc se décomposer de maniére unique en deux sous-relations disjointes :

— une relation arbitraire ~, ;
— une relation non-arbitraire v .
Donc,
Y=Y Ux
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Exemple 11.6 La relation de transition de I’automate de I’exemple I1.1 se décompose en :

ve = {(A,e,B),(B,e,C),(D,e,E)}
Tx = {(C’,a,B),(C’,b,E),(A,a,D)}

Nous allons définir une fonction pour décomposer la relation de transition v de I’automate en
sous-relations arbitraire . et non-arbitraire ~y .

Question 11.18 Ecrire en PASCAL une fonction deconpose( g: RELATI ON) : PAI RE; telle que
I’appel deconpose( gamra) renvoie une paire contenant deux relations composées des transitions
de la relation ~. La premiére contient les transitions arbitraires (d’étiquette ¢) de ~. La seconde
contient les transitions de ~ d’étiquettes différentes de e. Cette fonction devra étre récursive ou faire
appel a des fonctions auxiliaires récursives.

4.2.4 Fermeture d’une relation arbitraire

Déf. 11.7 (Fermeture transitive d’une relation arbitraire) Nous noterons +, la fermeture transitive
de ~, définie par :

Vg € Q, (¢,6,9) € V.
VgeQ,Vq €@, (g.64¢) €V " €@, (q.69") €veN(q"6qd) € e

Question 11.19 Construire +; a partir de la relation ~. de I’exemple I11.6.
Question 11.20 Calculer une borne supérieure de la taille de 7, en fonction de la taille de ~..
Question 11.21 Montrer que:

Ve ={lo.6d) | 0 € Q.d € A({0},7)}

Question 11.22 Ecrire en PASCAL une fonction f er met ur e(g: RELATI ON) : RELATI ON; telle
que I’appel f er met ur e( gamma) renvoie une relation contenant toutes les transitions engendrées
par la fermeture transitive 7 des transitions de la relation arbitraire . Cette fonction devra étre
récursive ou faire appel a des fonctions auxiliaires récursives.

Question 11.23 Expliquer la fonction f er met ur e proposée pour la question précédente.

4.2.5 Composition de relations arbitraires et non-arbitraires

Déf. 11.8 (Opérateur de composition >) Soient +,. une relation de transition arbitraire, vx une re-
lation de transition non-arbitraire, I’opérateur de composition vyx > . est défini par :

vx B> 7 = {(0,e,d) | 3¢ € Q,(0,e,q9) € Vx,(q,€,d) € e}

Question 11.24 Calculer une borne supérieure de la taille de la relation vy > +. en fonction des
tailles de vx et de ..

Question 11.25 Construire la composition vy > 7. de la relation vy et de la fermeture transitive de
la relation ~. données dans I’exemple 11.6.
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Question 11.26 Ecrire en PASCAL une fonction

conpose(gl: RELATI ON; g2: RELATI ON) : RELATI QON; telle que I’appel

conpose( ganmal, gamma2) renvoie une relation résultant de la composition ~; > 7, de la re-
lation non-arbitraire ~; et de la relation arbitraire ;. Nous supposons que ~; ne contient que des
transitions non-arbitraires et que ~, ne contient que des transitions arbitraires. Cette fonction devra
étre récursive ou faire appel a des fonctions auxiliaires récursives.

4.2.6 Construction d’un automate semi-indéterministe

Déf. 11.9 (Automate semi-indéterministe) Soit I’automate fini A = (Q,X,I,T,y) avec v = vx U,
I’automate semi-indéterministe associé £(A) est défini par :

g(A) = (Qval U S(Ivie)vTﬂ/X U (IVX > ’75))

Question 11.27 Montrer que I’automate semi-indéterministe associé reconnait le méme langage que
I’automate initial, c’est-a-dire que L(A) = L(E(A)).

Question 11.28 Calculer une borne supérieure de la taille de I’automate semi-indéterministe associé
en fonction de la taille de I’automate initial. Comparer cette valeur avec celle de I’automate résultant
de la déterminisation de I’automate initial.

Question 11.29 Donner la représentation graphique de I’automate semi-indéterministe associé a
I’automate de I’exemple I1.1.

Question 11.30 Ecrire en PASCAL une fonction seni (a: AUTOVATE) : AUTOMATE; telle que I’ap-
pel sem ( A) renvoie I’automate semi-indéterministe associé a I’automate A. Cette fonction devra
étre récursive ou faire appel a des fonctions auxiliaires récursives.

Fin de I’énoncé



