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Les calculatrices sont interdites.

N.B.: Le candidat attachera la plus grande importance & la clarté, a la précision et a la concision
de Ia rédaction.
Si un candidat est amené & repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur
sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené

a prendre.

PREAMBULE : L.es trois parties qui composent ce sujet sont indépendantes et peuvent étre traitées par
les candidats dans un ordre quelconque.

Partie I : Logique et calcul des propositions

Lors de ses aventures au pays des merveilles rapportées par Lewis Carroll, Alice est souvent
accompagnée par le chat de Cheshire. Ce félin énigmatique s exprime sous la forme d’affirmations
logiques qui sont toujours vraies.

Alice se trouve dans un corridor dont toutes les portes a sa taille sont fermées. La seule porte
ouverte est nettement trop petite pour qu'elle puisse I'emprunter. Une étageére est fixée au-dessus de
cette porte. Le chat dit alors a Alice: « ['un des flacons posés sur cette étagére contient un liquide qui
te permettra de prendre une taille plus adéquate. Mais attention, les autres flacons peuvent contenir un

poison fatal. »

Trois flacons sont effectivement posés sur I'étagére. Le premier est rouge, le second jaune, le
troisiéme bleu. Une étiquette est collée sur chaque flacon. Alice lit I'inscription figurant sur chaque
étiquette :

~ Flacon rouge : le flacon jaune contient un poison. Le flacon bleu ne contient pas un poison;

— Flacon jaune : st le flacon rouge contient un poison, alors le flacon bleu aussi;

— Flacon bleu: je ne contiens pas un poison, mais au moins I'un des deux autres flacons contient
un poison.

Nous noterons R. .J et I3 les variables propositionnelles correspondant au fait que les flacons
rouge, jaune et bleu contiennent un poison.
Nous noterons [, 1, et I les propositions correspondant aux inscriptions sur les flacons rouge,

jaune et bleu.

Question L1 Exprimer Iy, I; et 11 sous la forme de formules du calcul des propositions dépendant

de IR, J er B.

Traduire les questions suivantes en formules du calcul des propositions puis résoudre les pro-
blémes posés en utilisant le calcul des propositions (formules de De Morgan et/ou tables de vérité).

Question 1.2 Les inscriptions sur les trois flacons sont-clles compatibles (¢'est-a-dire, peuvent-clles
étre toutes vraies)?

Question 1.3 Est-ce que les inseriptions sont dépendantes, ¢ est-a-dire est-ce qu'une inscription est
impliguée par la conjonction des denx autres ? Si oud, préciser la (ou les) dépendance(s).

Question 1.4 Dans le cas ow aucun des trois flucons ne contient un poison, est-ce qu’une ou plusieurs
inscriptions sont fausses ? Si oud, laquelle ou lesquelles ?

Question 1.5 Si les trois inscriptions sont vraies, est-ce qu’un ou plusieurs flacons contiennent un
poison ? Si oui, lequel ou lesquels ?

Question 1.6 Si seuls les flacons ne contenant pas un poison ont une inscription vraie, est-ce qu’un
ou plusieurs flacons ne contiennent pas un poison ? Si oud, lequel ou lesquels ?



Partie II : Automates et langages

Le but de cet exercice est I'étude des propriétés de 1’opération & de composition de deux auto-
mates finis déterministes.

Soit I"alphabet .Y un ensemble de symboles, soit A (parfois noté abusivement €) le symbole repré-
sentant le mot vide (A ¢ .\), soit X* I'ensemble des mots composés de symboles de .\ (A € ™), un
automate fini déterministe sur .\ est un quintuplet A = (Q,.X,i,7,) composé de :

— Un ensemble d’états : Q,

— Létatinitial: i € Q,

— Un ensemble d’états terminaux: T C (),

— Une fonction de transition: 8 : X x Q — @, définie a priori sur une partie de X' x Q.

Les valeurs de § seront représentées par un graphe dont les nceuds sont les états. Un état initial
sera entouré d’un cercle @ et un état final sera entouré d’un double cercle @

Un automate déterministe est dit « complet » si J est totale (définie sur X' x @ tout entier).

Dans cette partie, les automates finis considérés seront complets.

Soit §* I'extension de § 2 X'* x () définie par:

YgeQ,(Ng) =4
Yz € X,Vq € Q, §*(z,9) = 6{z,q)
Vm € X*, Vr € X,Vq € Q, §*(m.urq) = 8(£,6"(m.yq))

Le langage sur X'* reconnu par cet automate fini est:

LAy ={me X*|teT,8(mi) =t}

Etude de I’exemple &;

Soit I’automate fini déterministe complet £, = ({4,B3,C},{a,b},4,{B}.d¢,) dont la fonction de
transition est définie par:

c
L

ab

Question IL.1 Donner sans la justifier une expression réguliére ou ensembliste représentant le lan-
gage reconnu par €.

Etude de ’automate &

Soit I’automate fini déterministe complet & = ({D,E},{a.b}, D {E},0¢,) dont la fonction de
transition est définie par:

Question 1.2 Donner sans la justifier une expression réguliere ou ensembliste représentant le lan-
gage reconnu par E,.

o

Composition des automates: &, b &,
Soit 'opération interne @ sur les automates finis déterministes définie par:

Déf. 11.1 (Composition d’automates) Soient A, = (1, X,i,,7),8)) et Ay = (Q2,X,i,T3,0;) deux
automates finis déterministes, 'automate A = Ay @ A, est défini par:

A ={Q x Q2,.X,(41,i2),(Ty x (Qu\ T2)) U ({(Qy \ Th) x T3),014.2)
Srgn(a, () = (') si b (wr) = &' et Salay) = ¢

On remarquera que les états de A sont des paires &’états de A, et A,.

Question I1.3 Construire Uautomate £; b &, (seuls les états et les transitions utiles, ¢’est-a-dire
accessibles depuis Uétat initial, devront étre construits).

Question 1.4 Caractériser le langage reconnu par £, ® &, par une expression réguliére ou ensem-
bliste.

Etude de ’automate « composé »

Question 1.5 Montrer que : si A, et Ay sont des automates finis déterministes complets, alors A, ®
Ay est un automate fini déterministe complet.

Question I1.6 Montrer que Vq, € Qy, Vg, € Qa, 81,,0m,(q1,q2)) = (87(m,q1),65(m,q2))

Question 1.7 Montrer que: m € L{A, & A) & (m € L{A) Vi € L{A)) A {m € (L{A) N
L(Az)).

Question IL.8 Quelle relation liant les lunguges reconnus par les automates Ay, As et A, ® A,
peut-on en déduire ?



Partie Il : Algorithmique et programmation en CaML

[ Cette partie doit étre traitée par les étudiants qui ont utifisé le l;;]éuge CaML dans le cadre des ensei-
gnements d’informatique. Les fonctions écrites devront étre récursives ou faire appel a des fonctions
auxiliaires récursives. Elles ne devront pas utiliser d’instructions itératives (for, while, ...} ni de
références.

Ex‘plicalion du comﬁor]&ﬁénlra'iunc fonction doit au moins contenir :

— L’objectif général.

-~ Le rdle des parametres de fa fonction,

— Les contraintes sur les valeurs des parametres,

- Les caractéristiques du résultat renvoyé par la fonction,

— Le rle des variables locales & la fonction,

— Le principe de I'algorithme,

- Des arguments de terminaison du calcul quelles que soient les valeurs des parametres.

Les équipements informatiques les plus courants sont basés sur des composants électroniques
pour lesquels une information correspond & la présence ou I'absence d’un signal électrique sur une
connexion. L'unité élémentaire d'information (dite binaire) est donc le « bit » prenant deux valeurs :
Oetl.

Toutes les données sont ensuite codées en base 2 en utilisant un nombre suffisant de bits pour
représenter toutes les valeurs utiles. Dans un cadre général ol n’importe quelle valeur peut apparaitre
un nombre de fois quelconque, il est nécessaire d’utiliser un codage « uniforme » qui exploite le
méme nombre de bits pour représenter n'importe quelle valeur d’une méme donnée. Par contre, si
I"ensemble des valeurs possibles est connu ainsi que le nombre de fois ou elles apparaissent (leur
nombre d'occurrences), il est possible de choisir des codages qui utilisent moins de bits pour coder
une méme suite de valeurs, Ce type de codage, appelé stochastique, est couramment utilisé pour
compresser des données, ¢est-d-dire réduire I'espace occupé par une information connue a priori.

Nous allons étudier dans cette partie une technique de construction d'un codage minimal due a
Huffman. Nous appliquerons cette technique a la compression et la décompression d’une suite de
caracteres dont le contenu est connu a priori.

1 Principe de I’algorithme

La suite de » caractéres que nous allons traiter est notée ¢, ... ¢,,. Un méme caractere peut appa-
raitre plusieurs fois. La suite est donc composée de p caractéres distinets appartenant a 'ensemble
{v1,....vp} avec p < n. Nous appellerons nombre d’occurrences d'un caractére v; de la suite le
nombre de fois que ce caractére figure dans la suite. La fonction O(v;) renvoie le nombre d’occur-
rences de v; dans la suite étudiée.

1.1 Principe du codage

Dans une premicre ctape, définissons formellement fa notion de codage.

1.1.1  Codage d’un caractére

Déf. IL.1 Une clé de codage binaire d'un ensemble de caractéres est une application qui associe
chaque caractére un code composé d’une suite non vide de valeurs binaires (0 ou 1).

Exemple IIL.1 {a — 00,b — 010,c¢ — 011,d — 1}, {a = 00,b — 01,c = 10,d — 11} et
{a = 0,0+ 01,¢ + L, d > 10} sont des clés de codage possibles pour I'ensemble {ab,c,d}. La
seconde clé est uniforme car elle utilise le méme nombre de bits pour chaque caractére.

1.1.2  Codage d’une suite

Une clé de codage permet de coder une suite de caractéres par une suite de bits en remplagant
chaque caractére de la suite par son code.

Sinous considérons la suite abed, son code est 000100111 selon la premiére clé et 00011011 sclon
la clé uniforme (seconde clé). Remarquons que le premier codage utilise 9 bits alors que le codage
uniforme n'utilise que § bits.

Par contre, si nous considérons la suite dadbed, son code est 10010100111 selon la premiére clé et
110011011011 selon la cié uniforme. Remarquons que le codage uniforme utilise 12 bits alors que le
premier codage n’utilise que 11 bits.

La premiére clé de codage semble donc plus adaptée aux suites contenant un plus grand nombre
de d que de a, bou c.

1.1.3 Représentation en CaML

Un caractére est représenté par le type de base char.

Une suite de caracteres est représentée par le type suite équivalent a une liste de caractéres.

Un code binaire est représenté par le type code équivalent a une liste de booléens.

Une clé de codage qui associe a un caractére son code binaire est représentée par le type cle
équivalent 4 une liste de paires caractére/code binaire.

type suite == char list;;
type code == boolean list;;
type cle == (char * code) list;;

1.1.4 Application au codage d’une suite

Nous supposons que nous disposons déja d’une clé de codage nous permettant de coder la suite
de caractéres.

Question IIL1 Ecrire en CaML une fonction coder de type suite -> cle -> code telle que
Iappel (coder s ¢) renvoie le code de la suite de caractéres s selon la clé de codage c. Nous
supposons que la clé ¢ contient tous les caractéres de la suite s. Cette fonction devra étre récursive
ou faire appel a des fonctions auxiliaires récursives.

Question 1112 Expliquer la fonction coder proposée pour la question précédente.

Question IIL.3 Calculer une estimation de la complexité dans le pire cas de la fonction coder en

Jonction de la taille des listes s et ¢. Cette estimation ne prendra en compte que le nombre d’appels

récursifs effectués.



1.1.5 Propriétés d’un codage

La définition précédente est trop générale pour permettre une opération de décodage simple. Nous
étudierons donc des codages possédant des propriétés supplémentaires.

Nous noterons T I'image de {vy,...,v,} selon la clé de codage. T contiznt donc ’ensemble des
valeurs de code possibles.

Déf. IIL2 Une clé de codage est séparable si et seulement si:
VbeZ, b=b...b,Vie{lyg—1,b...b;¢T

Cette propriété indique que le code d'un caractére n’est jamais un préfixe du code d'un autre
caractere. Elle est nécessaire pour permettre le décodage.
Les deux premiers exemples sont des ciés séparables. Le troisieme exemple n’est pas séparablie.

DéER. 1113 Une clé de codage est optimale si et seulement si :
VoeTL, b="b...b,Vi€[lr],3b .. bbb, ... b0 €T b=-b

Cette propriété indique que le i-me bit permet de distinguer by ... b, de b, ... V.

Les deux premiers exemples sont optimaux. Le troisi¢me exemple n’est pas optimal.

Cette propriété permet de minimiser la taille des codes indépendamment de la suite considérée.
La propriété suivante prend celle-ci en compte.

Nous noterons C{v) le nombre de bits utilisé pour coder le caractére v.

P
Le cofit du codage de la suite est alors : C{c; ... ¢,) = }: O(v;) x C(v;)

=1

Déf. I1L.4 Un codage est minimal pour une suite de caractéres donnée s'il permet de coder tous les
caractéres en utilisant le plus petit nombre de bits possible lors du codage de la suite, ¢’est-a-dire s'il
permet de minimiserC(c, ...c,).

L’algorithme étudié dans cette partie construit une clé de codage optimale séparable assurant un
codage minimal pour une suite de caractéres donnée. Nous appellerons cette ¢lé « minimale ».

1.2 Arbre de Huffman

La clé de codage d’un ensemble de caractéres peut étre représentée par un arbre binaire dont
certains nceuds sont étiquetés par un caractére et toutes les arétes sont étiquetées par la valeur d’un bit

de code.
Nous considérerons uniquement des arbres dont toutes les feuilles contiennent un caractere.

1.2.1 Structure arborescente d’un codage

Les arbres suivants correspondent aux trois exemples précédents :

Déf. LS Un arbre binaire est complet si et sewlement si chaque nwwd de cet arbre posséde soit deux
Sils, soit aucun fils (ces nauds sont alors appelés des feuilles).

Question IIL4 Montrer que la clé de codage associée @ un arbre complet est optimale.

Question 1115 Monirer que lu clé de codage associée & wn arbre compler est séparable si et seule-
meny si seules les feuilles de cet arbre contiennent des caractéres.

Les arbres utilisés pour construire une clé de codage optimale séparable seront donce tels que :

~ les neeuds ont deux fils et ne contiennent pas de caracteére;
~ les feuilles n’ont pas de fils et contiennent un caractére.

Nous appellerons ces arbres des arbres de codage. Nous supposerons par la suite qu'un méme
caractere ne figure pas dans plusieurs feuilles distinctes.

Déf. 1116 Soitune suite ¢, . .. ¢, de caractéres appartenant & Uensemble {vy, . .. JUp} avec les nombres
d’occurrences O(v;), a chague arbre de coduge de cet ensemble est associé un arbre appelé arbre

de Huffiman obtenu en gjoutant & chaque feuille de U'arbre de coduge contenant le caractere v; I'oc-

currence O(v;) du caractére vy dans lu suite ¢ . .. c,. Chaque feuille de 'arbre de Huffman contient

donc un caractere vj et le nombre d'occurrence O(v) de v, dans ¢, . . . ¢;,.

1.2.2 Représentation en CaML

Un arbre de Huffman est représenté par le type arbre:
type arbre =

vide |

Feuille of char * int |

Noeud of arbre * arbre;;

Une feuille contient un caractére ainsi que le nombre d’occurrences de ce caractére dans la suite
€1...¢,. Le cas Vide permet de construire des arbres non complets. I ne sera utilis€ que lors de la
reconstruction de [’arbre dans la phase de décodage.



9

Exemple IIL2 Les deux premiers exemples précédents seront codés pour la suite daacadbed par:

Noeud (
Noeud(Feuille(‘a',3),
Noeud(Feuille('b',1),Feuille(‘'c*,2))),
Feuille('d',3))

Noeud {
Noeud(Feuille(‘'a‘',3),Feuille(‘b',1)),
Noeud (Feuille(‘'c',2),Feuille('d",3)))

Le dernier exemple ne peut pas étre codé car les naeuds ne peuvent pas contenir de caractéres (clé
de codage séparable).

Une liste d'arbres est représentée par le type liste.

type liste == arbre list;;

1.2.3 Calcul du nombre d’occurrences

Les feuilles des arbres sont étiquetées par un caractére et par un entier qui indique le nombre
d’occurrences du caractére dans la suite étudiée. Le nombre global des occurrences des différents
caractéres qui figurent dans un arbre correspond alors a la somme des nombres d’occurrences de
toutes les feuilles de cet arbre. La fonction (O(a) est ainsi élendue a "arbre a.

Question HL.6 Ecrire en CaML une fonction nombre de type arbre -> int telle que 'appel
(nombre a) renvoie le nombre d'occurrences O(a) des caractéres figurant dans ’arbre a. Cette
Sfonction devra étre récursive ou faire appel a des fonctions auxiliaires récursives.

1.3 Codage de Huffman
1.3.1 Principe général

L'algorithme de Huffman exploite la connaissance du contenu de la suite 3 coder pour générer une
clé de codage minimale. Son principe repose sur la construction d’un arbre de Huffman minimal par
transformations successives d'un arbre de Huffman quelconque.

L'algorithme découle de I'idée naturelle suivante: « Pour minimiser le nombre de bits utilisés par
le codage d’une suite de caractores, il faut associer le plus petit nombre de bits aux caractéres les
plus fréquents et le plus grand nombre de bits aux caractéres les moins fréquents ».

La longueur d'un code correspond & la profondeur du caractere associé dans I'arbre. Pour optimi-
ser les codes, il faut donc que les caractéres les plus rares étiquettent les feuilles les plus profondes de

. I'arbre et que les caractéres les plus nombreux étiquettent les feuilles les moins profondes.

Réduire le colit d'un codage consiste done & échanger une des feuilles les plus profondes de 1'arbre
avec un sous-arbre dont la profondeur et Ie nombre d*occurrences sont strictement plus petits.

Pour éviter les nombreux parcours d"arbres intermédiaires non minimaux pour rechercher les can-
didats d un échange, I'algorithme de Huffman construit directement 'arbre de Huffman minimal. Pour
cela, il manipule un ensemble de sous-arbres de Huffman minimaux partiels. Cet ensemble contient
initialement t"ensemble des feuilles étiquetées par les caractéres de {vy, ..., }. Chaque étape de I'al-
gorithme remplace les deux sous-arbies ¢ et «f contenant les plus petits nombres d’occurrences par un

arbre de Huffman dont les fils sont g et d. L’algorithme s’arréte lorsque 1'ensemble ne contient plus
qu’un seul arbre qui est alors I"arbre de Huffman minimal de I’ensemble des caractéres de la suite.

Question 1117 Appliguer Ialgorithme précédent pour construire l'arbre de Huffman correspondant
a l'exemple dadbed en déraillant chaque ensemble intermédiaire.

1.3.2  Preuve de minimalité

Considérons I un arbre de Huffman de {v;,--- 1;,}. L'arbre /I’ est obtenu en permutant les
feuilles v; et »; dans /1.

Question 1.8 Calculer la différence, notée A, entre le coiit de H et le coiit de H' en fonction des
occeurrences et profondeurs de vy et vy,

Question LY Montrer que dans un arbre de Huffinan minimal, les feuilles de profondeur maximale
contiennent des caracteres d’occurrence minimale.

Considérons / un arbre de Huffman minimal de {vi,...,v,}. v; et v; sont deux caractéres d’oc-
currence minimale possédant un méme nceud pére n dans H. L’arbre H' est obtenu en enlevant les
feuilles v; et v; dans H et en considérant que n est une feuille d’occurrence O(n) = O(v;) + O(v;).

Question .10 Montrer que I’ est un arbre de Huffman minimal (Indication : supposons que H est
minimal et que H' n’'est pas minimal).

Question 11 Montrer que I'arbre de Huffman construit par Ualgorithme de Huffman est minimal
(Indication : II correspond a un probléme de taille n, H' correspond & un probléme de taille n — 1),

2 Préliminaires : Tri par insertion

L'algorithme de Huffman extrait de I'ensemble les sous-arbres contenant les plus petits nombres
d’occurrences. Pour cela, nous exploiterons une liste de sous-arbres triée selon le nombre d’occur-
rences. Cette liste sera triée par un algorithme de tri par insertion.

Question 11112 Ecrire en CaML une fonction comparer de tvpe
arbre -> arbre -> booleantelle quel'appel (comparer al a2) renvoiela valeur faux
si ({a2) est strictement plus petit que O(al) et la valeur vrai sinon.

Question I11.13 Ecrire en CaML une fonction insererde type arbre -> liste -> liste
relle que appel (inserer a 1) remoic la liste d’arbres obtenue en insérant l'arbre a dans
la liste 1 en respectant Uordre croissant du nombre d’occurrences. Nous supposons que la liste 1
respecte I'ordre croissani du nombre d’occurrences. Cette fonction devra étre récursive ou faire appel
a des fonctions auxiliaires récursives.

Question IIL.14 Ecrire en CaML une fonction trier de type liste -> listetelle que 'appel
(trier 1) renvole une liste d’arbres tride selon I'ordre croissant des nombres d'occurrences et
composée des mémes arbres que 1. Cette fonction devra étre récursive ou faire appel a des fonctions

auxiliaires récursives.



3 Construction des codes de Huffman

Pour calculer le code minimal pour chaque caractére de la suite, il faut déterminer I'ensemble des
caractéres distincts et le nombre d’occurrences de chaque caractére, puis construire 'arbre par fusion
successive des éléments de cet ensemble.

3.1 Construction de la liste d’occurrences

Question I1L15 Ecrire en CuML une fonction ajouter de type char -> liste -> liste
telle que I'appel (ajouter v 1) renvoie une liste de feuilles étiquetées par les mémes caracteéres
que 1 et telle que si 1 contenait v alors son occurrence est augmentée de 1 et si 1 ne contenait pas
v, le résultat contient v avec 'occurrence 1. Nous supposons que v figure au plus une fois dans 1.
Cette fonction devra étre récursive ou faire appel a des fonctions auxiliaires récursives.

Question 11116 Ecrire en CaML une fonction compter de type suite -> listetelle que l'up-
pel (compter s) renvoie une liste de feuilles ériquetées par les mémes caractéres que s et par les
nombres d’occurrences de ces caractéres dans s. Cette fonction devra étre récursive ou faire uppel a
des fonctions auxiliaires récursives.

3.2 Construction de Parbre

L’algorithme de Huffman de construction de I'arbre minimal présenté dans la sous-section 1.3.1
consiste & remplacer les deux sous-arbres ayant les plus petits nombres d’occurrences par le neeud
ayant pour fils ces deux sous-arbres tout en préservant I’ordre de Ia liste tride.

Question 1117 Ecrire en CaML une fonction fusionner de type liste -> arbre telle que
l'appel (fusionner 1) surune liste non vide de fewilles 1 tride selon le nombre d’occurrences
des caractéres renvoie un arbre de Huffman contenant les mémes caracieres que la liste 1 ¢t cor-
respondant au codage minimal de la suite. Cette fonction devra étre récursive ou faire appel @ des
Sfonctions auxiliaires récursives.

Question I11.18 Expliquer la fonction fusionner proposée pour la question précédente.

Question IIL19 Ecrire en CaML une fonction huffmande type suite -> arbretelle que l'ap-
pel (huffman s) renvoie un arbre de Hyffinan contenant les mémes caractéres que la suite s et
correspondant au codage minimal de la suite.

4 Codage d’une suite

L'étape précédente a permis de construire un arbre dont les chemins qui conduisent a chaque
caractére sont étiquetés implicitement (0 pour le fils gauche, | pour le fils droit) par le code associé i ce
caractére. Pour éviter de multiples parcours de I’arbre lors du codage d’une suite de caracteres, il faut
construire une clé de codage 2 partir de I’arbre qui associe & chaque caractere son code puis parcourir
la suite pour remplacer chaque caractére par son code en utilisant la fonction coder proposée duns
la question HL1.

4.1 Construction de la clé

Question I11.20 Ecrire en CaML une fonction construire de type arbre -> cle telle que
U'appel (construire a) remvoie une clé de codage ussociant a chaque caractére contenu dans
'arbre de Huffman a son code, c’est-d-dire la suite de valeurs binaires (0 ou 1) correspondant au
chemin swivi dans U'arbre pour atteindre le caractére. Cette fonction devra étre récursive ou faire
appel a des fonctions auxiliaires récursives.

5 Décodage d’une suite

Le principal défaut du codage de Huffmun est la néeessité de transmettre la clé de codage avec
chaque suite codée. En effet, il faut reconstruive Uarbre de Huttman propre a chaque suite codée pour
décoder celle-ci par un parcours de arbre en suivant chaque code de Ta suite codée.

5.1 Reconstruction de la clé

Question IIL21 Ecrire en CaML une fonction reconstruirede type cle -> arbre telle que
I'appel (reconstruire c) renvoie un arbre de Huffiuan obtenu & purtir de la clé de codage
¢, c’est-a-dire contenant les mémes caractéres que ¢ placées dans l'arbre selon le code associé au
caractere dans la clé c. L'occurrence du caractére ¢ prendra la valeur 0. Cette fonction devra étre
récursive ou faire appel a des fonctions auxiliaires récursives.

5.2 Décodage de la suite

Question 11122 Ecrire en CaML une fonction decoder de rype

suite -> arbre -> suite telle que appel (decoder s a) renvoie une suite de carac-
téres correspondant an décodage de la suite de valeurs bindires (0 ou 1) contenues dans s. Ce déco-
dage est effectué par un parcours de Uarbre de Huffman o en suivant les chemins correspondant aux
valeurs binaires contenues dans s. Cette fonction devra étre récursive ou fuire appel a des fonctions
auxiliaires récursives.

6 Optimisation de la construction de ’arbre
Question H1.23 Quelle est la fonction la plus souvent appelée lors de la construction de Uarbre ?

Question I11.24 Proposer une ou plusieurs modifications des structures de données et/ou des fonc-
tions pour réduire le nombre d’appels a cette fonction.

La construction de 'arbre exploite une liste tride darbres. L algorithme étudié dans la section 3.1
construit lu liste dans un ordre quelconque puis effectue un ui de la liste obtenue. 11 est possible
d’éviter ce Wi par une construction de la liste qui assure que les feuilles soient triées selon I'ordre
croissant des nombres d’occurrences.

Question 11125 Ecrire en CaML une fonction ajouter de type
char -> liste -> listetelle quel'appel (ajouter v 1) suruneliste 1 de feuilles triée
selon Uordre croissant des nombres d’occurrences renvoie une liste de feuilles triée selon I'ordre



croissant des nombres d’occurrences, étiquetées par les mémes caractéres que 1 et telle que si 1
contenait v alors son occurrence est augmentée de | et si 1 ne contenait pas v, le résultat contient
v avec 'occurrence 1. Cette fanction devra étre récursive ou faire appel a des fonctions auxiliaires
récursives.
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Partie III : Algorithmique et programmation en PASCAL

Cette partie doit étre traitée par les étudiants qui ont utilisé le langage PASCAL dans le cadre des
enseignements d’informatique. Les fonctions écrites devront étre récursives ou faire appel & des
fonctions auxiliaires récursives. Elles ne devront pas utiliser d’instructions itératives (for, while,

repeat,...).

L’explication du comportement d’une fonction doit au moins contenir:
— L’objectif général,
- Le role des parametres de la fonction,
~ Les contraintes sur les valeurs des parametres,
— Les caractéristiques du résultat renvoyé par la fonction,
— Le role des variables locales a la fonction,
~ Le principe de I'algorithme,
~ Des arguments de terminaison du calcul quelles que soient les valeurs des paramétres.

Les équipements informatiques les plus courants sont basés sur des composants électroniques
pour lesquels une information correspond a la présence ou ’absence d’un signal électrique sur une
connexion. L’unité élémentaire d’information (dite binaire) est donc le « bit » prenant deux valeurs :
Oetl.

Toutes les données sont ensuite codées en base 2 en utilisant un nombre suffisant de bits pour
représenter toutes les valeurs utiles. Dans un cadre général ot n’importe quelle valeur peut apparaitre
un nombre de fois quelconque, il est nécessaire d’utiliser un codage « uniforme » qui exploite le
méme nombre de bits pour représenter n’importe quelle valeur d’une méme donnée. Par contre, si
I’ensemble des valeurs possibles est connu ainsi que le nombre de fois ol elles apparaissent (leur
nombre d'occurrences), il est possible de choisir des codages qui utilisent moins de bits pour coder
une méme suite de valeurs. Ce type de codage, appelé stochastique, est couramment utilisé pour
compresser des données, ¢’est-a-dire réduire I’espace occupé par une information connue a priori.

Nous allons étudier dans cette partie une technique de construction d’un codage minimnal due &
Huffman. Nous appliquerons cette technique a la compression et la décompression d’une suite de
caractéres dont le contenu est connu a priori.

1 Principe de I’algorithme

La suite de n caracteres que nous allons traiter est notée ¢, ... c,. Un méme caractére peut appa-
raitre plusieurs fois. La suite est donc composée de p caractéres distincts appartenant a I’ensemble
{v1,...,vp} avec p < n. Nous appellerons nombre d’occurrences d’un caractére v; de la suite le
nombre de fois que ce caractere figure dans la suite. La fonction O(v;) renvoie le nombre d’occur-
rences de v; dans la suite étudiée.

1.1 Principe du codage

Dans une premiére étape, détinissons formellement la notion de codage.

1.1.1 Codage d’un caractere

Déf. L1 Une clé de codage binuire d’un ensemble de caractéres est une upplication qui associe a
chaque caractére un code composé d’une suite non vide de valeurs binaires (0 ou 1),

Exemple HLL {a = 00,b 5 010,¢ = 011,d > t}, {a = 00,6 — Ol ¢ > 10,d = 11} et
{a = 0,0 0L,¢ = 1,d = 10} sonr des clés de coduge possibles pour Uensemble {a,b,c.d}. La
seconde clé est uniforme car elle utilise le méme nombre de bits pour chuque caractére.

1.1.2  Codage d’une suite

Une clé de codage permet de coder une suite de caracteres par une suite de bits en remplagant
chaque caractére de la suite par son code.

Si nous considérons la suite ¢bed, son code est 000100111 sefon la premiére clé et 00011011 selon
la clé uniforme (seconde cl€). Remarquons que le premier codage utilise 9 bits alors que le codage
uniforme n’utilise que 8 bits.

Par contre, si nous considérons la suite dadbed, son code est 10010100111 selon la premiére clé et
110011011011 selon la clé uniforme. Remarquons que le codage uniforme utilise 12 bits alors que le
premier codage n’utilise que 11 bits.

La premiere clé de codage semble donc plus adaptée aux suites contenant un plus grand nombre
de dquedea,bouc.

1.1.3 Représentation en PASCAL

Un caracteére est représenté par le type de base CHARACTER.

Une suite de caracteres est représentée par le type de base SUITE représentant une liste de carac-
teres.

Un code binaire est représenté par le type de base CODE représentant une liste de booléens.

Une clé de codage qui associe a un caractére son code binaire est représentée par le type de base
CLE représentant une liste de paires caractere/code binaire.

Nous supposons prédéfinies les constantes et les fonctions suivantes dont le calcul se termine
quelles que soient les valeurs de leurs parumetres. Elles pourront éventuellement éure utilisées dans
les réponses aux questions :

- NIL représente la suite, le code et la clé de codage vide,

-~ FUNCTION S Ajouter{c:CHARACTER;s:SUITE) : SUITE; renvoie une suite de ca-
racteres composée d’une premiére valeur c et du reste de la suite contenu dans s,

— FUNCTION S_Premier (s:SUITE) : CHARACTER; renvoie le premier caractére de la suite
s,

~ FUNCTION S_Reste(s:SUITE):SUITE; renvoie le reste de la suite s privée de son pre-
mier caractére,

— FUNCTION S.Juxtaposer(sl,s2:SUITE):SUITE; renvoie la suite composée de la
suite s1 suivie de la suite s2;

— FUNCTION C.Ajouter (b:BOOLEAN;c:CODE) : CODE; renvoie un code composé d’un
premier bit b et du reste du code contenu dans c,

- FUNCTTON C.Premier (c:CODE) : BOOLEAN; renvoic le premier bit du code ¢,



— FUNCTION C_Reste(c:CODE) :CODE; renvoie le reste du code ¢ privée de son premier
bit,

— FUNCTION C_Juxtaposer (cl,c2:CODE) :CODE; renvoie le code composé du code c1
suivi du code ¢2:

~ FUNCTION D_Ajouter (v:CHARACTER;c:CODE;d:CLE) : CLE; renvoic une clé com-
posée d’un premier caractére v, de son code ¢ et du reste de la clé contenu dans g,

— FUNCTION D.Caractere(d:CLE) :CHARACTER; renvoie le premier caractére de la clé
4q,

—~ FUNCTION D_Code (d:CLE) : CODE; renvoie le code du premier caractére de la clé d,

— FUNCTION D.Reste (c:CLE) :CLE; renvoic le reste de la clé & privée de son premier ca-
ractére et du code de celui-ci,

~ FUNCTION D_Juxtaposer (dl,d2:CLE) :CLE; renvoie la clé composée de la clé d1
suivi de la clé d2.

1.1.4 Application au codage d’une suite

Nous supposons que nous disposons déja d’une clé de codage nous permettant de coder la suite
de caractéres.

Question IIL1 Ecrire en PASCAL une fonction coder (s : SUITE; ¢ : CLE) : CODE; telle que l'ap-
pel coder (s, c) renvoie le code de la suite de caractéres s selon la clé de codage c. Nous suppo-
sons que la clé c contient tous les caractéres de la suite s. Cette fonction devra étre récursive ou faire
appel & des fonctions auxiliaires récursives.

Question IIL2 Expliquer la fonction coder proposée pour la question précédente.

Question L3 Calculer une estimation de la complexité dans le pire cas de la fonction coder en
fonction de la taille des listes s et c. Cette estimation ne prendra en compte que le nombre d’appels
récursifs effectués.

1.1.5 Propriétés d’un codage

La définition précédente est trop générale pour permettre une opération de décodage simple. Nous
étudierons donc des codages possédant des propriétés supplémentaires.

Nous noterons T 'image de {r|,....r,} selon la clé de codage. T contient donc I'ensemble des
valeurs de code possibles.

Déf. 111.2 Une clé de codage est séparable si et seulement si:
YheI, b=b .. .bViedr—=1,b...0,¢T

Cette propriété indique que le code d'un caractére n’est jamais un préfixe du code d’un autre
caractere. Elle est nécessaire pour permettre le décodage.
Les deux premiers exemples sont des clés séparables. Le troisiéme exemple n’est pas séparable.

Déf. I11.3 Une clé de codage est optimale si et seulement si :

VYhe T b=hy . b Vg [Lr], 3b . b b, W e T b= b,

Cette propriété indique que le i-¢me bit permet de distinguer by ... b, de by ... b},

Les deux premiers excmples sont optimaux. Le troisiéme exemple n’est pas optimal.

Cette propriété permet de minimiser la taille des codes indépendamment de la suite considérée.
I.a propriété suivante prend celle-ci en compte.

Nous noterons C () e nombre de bits utilisé pour coder le caractére v.

P
Le colit du codage de la suite est alors: C(e ... cn) = Z O(v;) x Clwy)

DEE IL4 Un codage est minimal pour une suite de caractéres donnée s'il permet de coder tous les
caractéres en utilisant le plus petit nombre de bits possible lors du codage de la suite, ¢’est-a-dire s’il
permet de minimiser C(cy . .. cy).

L'algorithme étudié dans cette partie construit une clé de codage optimale séparable assurant un
codage minimal pour unc suite de caracteres donnée. Nous appellerons cette clé « minimale ».

1.2 Arbre de Huffman

La clé de codage d’un ensemble de caractéres peut étre représentée par un arbre binaire dont
certains neeuds sont étiquetés par un caractére et toutes les arétes sont étiquetées par la valeur d’un bit
de code.

Nous considérerons uniquement des arbres dont toutes les feuilles contiennent un caractére.

1.2.1 Structure arborescente d’un codage

Les arbres suivants correspondent aux trois exemples précédents :

Déf. IILLS Un arbre binaire est complet si et seulement si chaque neeud de cet arbre posséde soit deux

fils, soit aucun fils (ces neeuds sont alors appelés des feuilles).

Question II1.4 Montrer que la clé de codage associée a un arbre complet est optimale.

Question II1.5 Montrer que la clé de codage associée a unt arbre complet est séparable si et seule-
ment si seules les feuilles de cet arbre contiennent des caracteéres.
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Les arbres utilisés pour construire une clé de codage optimale séparable seront donc tels que:

— les nceuds ont deux fils et ne contiennent pas de caraciere;
~ les feuilles n’ont pas de fils et contiennent un caractere.

Nous appellerons ces arbres des arbres de codage. Nous supposerons par la suite qu'un méme
caractére ne figure pas dans plusieurs feuilles distinctes.

Déf. 1IL6 Soit une suite ¢, . . . ¢ de caractéres appartenant & lensemble { .. . . . ,v,} avec les nombres

d’occurrences O(v;), a chaque arbre de coduge de cet ensemble est ussocié wn arbre appelé arbre
de Huffinan obtenu en ajontant a chaque feuille de 'arbre de codage contenant le caractére vy 'oc-
currence O(v;) du caractére v, dans la suite ¢, . . . ¢, Chaque feuille de l'arbre de Huffinan contient
donc un caractére vj et le nombre d'occurrence O(v;) de v, dans ¢y ... ¢,

1.2.2 Représentation en PASCAL

Un arbre de Huffman est représenté par le type de buse ARBRE.

Une feuille contient un caractére ainsi que le nombre d’occurrences de ce caractere dans la suite
¢i...c,. L'arbre vide utilisé comme une feuille sans caractere permet de construire des arbres non
complets. Il ne sera utilisé que lors de la reconstruction de I'arbre dans la phase de décodage.

Une liste d’arbres est représentée par le type de base LISTE.

Nous supposons prédéfinies les constantes et les fonctions suivantes dont le calcul se termine
quelles que soient les valeurs de leurs paramétres. Elles pourront éventuellement étre utilisées dans

les réponses aux questions :
— NIL représente ’arbre vide et la liste vide d’arbres,

~ FUNCTION Noeud (g:ARBRE;d:ARBRE) : ARBRE; est une fonction qui renvoie un neeud
dont le fils gauche et le fils droit de la racine sont respectivement g et d,

— FUNCTION Feuille (v:CHARACTER;n:INTEGER) : ARBRE; e¢st une fonction gui ren-
voie une feuille étiquetée par le caractere v et le nombre d’occurrences de ce caractere n,

—~ FUNCTION EstFeuille (a:ARBRE) :BOOLEAN; est une fonciion qui renvoie la valeur
vrai si a est une feuille et la valeur faux sinon,

—~ FUNCTION EstNoeud (a:ARBRE) : BOOLEAN; est une fonction qui renvoie la valeur vrai
si a est un nceud et la valeur faux sinon,

— FUNCTION Valeur (a:ARBRE) :CHARACTER; est une fonction qui renvoie le caractere
qui étiquette la feuille a,

— FUNCTION Nombre (a:ARBRE) : INTEGER; est une fonction qui renvoie le nombre d’oc-
currences du caractére qui étiquette la feuille a,

— FUNCTION Gauche (a:ARBRE) :ARBRE; est une fonction qui renvoie le fils gauche du
neeud a,

—~ FUNCTION Droit(a:ARBRE) :ARBRE; est une fonction qui renvoie le fils droit du nceud
a;

— FUNCTION L.Ajouter(a:ARBRE;1:LISTE) :LISTE; renvoic une liste d’arbres coni-
posée d’un premier arbre a et du reste de la liste contenu dans 1,

— FUNCTION L_Premier (1:LISTE) :ARBRE; renvoie le premier arbre de la liste 1,

— FUNCTION L_Reste (1:LISTE):LISTE; renvoie le reste de lu liste 1 privée de son pre-
mier arbre,
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— FUNCTION L.Juxtapcser(11,12:LISTE):LISTE; renvoic la liste composée de la
liste 11 suivie de la liste 12.

Exemple I1L.2 Les deux premiers exemples précédents seront codés pour la suite daacadbed par :

Noeud (
Noeud (Feuille(’a’, 3),
Noeud(Feuille('b’, 1), Feuille('c’,2)}),
Feuille('d’, 3))

Noeud {
Noeud(Feuille{’a’,3),Feuille(’b’, 1)),
Noeud(Feullle(‘c’,2),Feuille(‘d’,3)))

Le dernier exemple ne peut pas étre codé car les nwuds ne pewvent pas contenir de caractéres (clé

de codage séparable).

1.2.3 Calcul du nombre d’occurrences

Les feuilles des arbres sont étiquetées par un caractere et par un entier qui indique le nombre
d’occurrences du caractére dans la suite étudiée. Le nombre global des occurrences des différents
caracteres qui figurent dans un arbre correspond alors & la somme des nombres d’occurrences de
toutes les feuilles de cet arbre. La fonction O(a) est ainsi étendue i Parbre «.

Question I111.6 Ecrire en PASCAL une fonction nombre (a: ARBRE) : INTEGER telle que I'appel
nombre(a) renvoie le nombre d’occurrences O\a) des caractéres figurant dans Uarbre a. Cette
Jonction devra érre récursive ou faire appel @ des fonctions auxiliaires récursives.

1.3 Codage de Huftinan
1.3.1 Principe général

L’algorithme de Huffman exploite la connaissance du contenu de la suite & coder pour générer une
clé de codage minimale. Son principe repose sur la construction d’un arbre de Huffman minimal par
transformations successives d'un arbre de Huffman guelconque.

L’algorithme découle de I'idée naturelle suivante : « Pour minimiser le nombre de bits utilisés par
le codage d’une suite de caractéres, il fuur associer le plus petit nombre de bits aux caractéres les
plus fréquents et le plus grand nombre de bits aux caraciéres les moins fréquents ».

La longueur d’un code correspond a la profondeur du caractére associé duans Parbre. Pour optimi-
ser les codes, il faut done que les caractéres les plus rares éliquettent les feuilles les plus profondes de
’arbre et que les caractéres les plus nombreux étiquettent les feuilles les moins profondes.

Réduire le colt d’un codage consiste done a échanger une des feuilles les plus protondes de ' arbre
avec un sous-arbre dont la profondeur et le nombre d’occurrences sont strictement plus petits.

Pour éviter les nombreux parcours d’arbres intermédiaires noun minimaux pour rechercher les can-
didats a un échange, I’algorithme de Huffman construit directement I'arbre de Huffman minimal. Pour
cela, il manipule un ensemble de sous-arbres de Huffiman minimaux partiels, Cet ensemble contient
initialement ensemble des feuilles étiquetées par les caructéres de { o, ... ,e, }. Chaque étape de 1’al-
gorithme remplace les deux sous-arbres g et « contenant les plus petits nombres d’occurrences par un



arbre de Huffman dont les fils sont g et d. L'algorithme s'arréte lorsque I’ensemble ne contient plus
qu’un seul arbre qui est alors "arbre de Huffman minimal de Pensemble des caractéres de la suite.

Question [ILT Appliquer Ualgorithme précédent pour construire Uarbre de Huffiman correspondant
a l'exemple dadbed en détaillant chaque ensemble intermédiaire.

1.3.2 Preuve de minimalité

Considérons /1 un arbre de Huffman de {#,--- ,n,}. L'arbre I’ est obtenu en permutant les
feuilles v; et v; dans H.

Question IIL.8 Calculer la différence, notée .\, entre le coiit de H et le coiit de H' en fonction des
occurrences et profondeurs de v; et v;.

Question 11L9 Montrer que dans un arbre de Huffiman minimal, les feuilles de profondeur maximale
contiennent des caractéres d'ocenrrence minimale.

Considérons 1 un arbre de Huffman minimal de {v, ... ,1',,}‘ v; et v; sont deux caractéres d’oc-
currence minimale possédant un méme noeud pere n dans /. L'arbre I7' est obtenu en enlevant les
feuilles v, et v; dans H et en considérant que » est une feville d'occurrence O(n) = O(v;) + O(v,).

Question HIL.10 Montrer que H' est un arbre de Huffman minimal (Indication : supposons que H est
minimal et que H' n’est pas minimal).

Question HL11 Montrer que I'arbre de Huffiman construit par 'algorithme de Huffinan est minimal
{Indication : H correspond & un probléme de taille n, H' correspond & un probléme de taille n — 1).

2 Préliminaires: Tri par insertion

L'algorithme de Huffman extrait de I'ensemble les sous-arbres contenant les plus petits nombres
d’occurrences. Pour cela. nous exploiterons unce liste de sous-arbres triée selon le nombre d’occur-
rences. Cette liste sera tri¢e par un algorithme de tnt par insertion.

Question I11.12 Ecrire en PASCAL une fonction comparer (al:ARBRE;aZ2:ARBRE) : BOOLEAN;
telle que l'appel comparer (al, al) renvoie la valewr fuux si a2 contient moins d'occurrences que
al et la valeur vrai sinon.

Question II1.13 Ecrire en PASCAL une foncrion inserer (a:ARBRE; 1:LISTE) : LISTE telle
que l'appel inserer (a, 1) renvoie la liste d’arbres obtenue en insérant l'arbre a dans la liste 1 en
respectant {’ordre croissant du nombre d'occurrences. Nous supposons que la liste 1 respecte ’ordre
croissant du nombre d’occurrences. Cette fonction devra étre récursive ou faire appel a des fonctions
auxiliaires récursives.

Question .14 Ecrire en PASCAL une fonction trier (LISTE) : LISTE; telle que 'appel
trier(1l) renvoie une liste d'arbres triée selon ordre croissant des nombres d'occurrences et
compasée des mémes arbres que 1. Cette fonction devra étre récursive ou faire appel & des fonctions

auxiliaires récursives.
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3 Construction des codes de Huffman

Pour calculer le code minimal pour chaque caractére de la suite, il faut déterminer I'ensemble des
caractéres distinets et Ie nombre d’occurrences de chaque caractére, puis construire ["arbre par fusion
successive des éléments de cet ensemble.

3.1 Construction de la liste d’occurrences

Question X115 Ecrire en PASCAL une fonction ajouter (v:CHARACTER;1:LISTE) : LISTE;
telle que l'appel ajouter (v, 1) renvoie une liste de feuilles étiquetées par les mémes caractéres
que 1 et telle que si 1 contenait v alors son occurrence est augmeniée de 1 et si 1 ne contenait pas
v, le résultat contient v avec 'occurrence 1. Nous supposons que v figure au plus une fois dans 1.
Cette fonction devra étre récursive ou faire appel a des fonctions auxiliaires récursives.

Question IL.16 Ecrire en PASCAL une fonction compter (s:SUITE) : LISTE; telle que I'appel
compter (s) renvoie une liste de feuilles étiquetées par les mémes caractéres que s et par les
nombres d'occurrences de ces caractéres dans s. Cette fonction devra étre récursive ou faire appel a
des fonctions auxiliaires récursives.

3.2 Construction de ’arbre

L’algorithme de Huffman de construction de I’arbre minimal présenté dans la sous-section 1.3.1
consiste a remplacer les deux sous-arbres ayant les plus petits nombres d’occurrences par le neeud
ayant pour fils ces deux sous-arbres tout en préservant I'ordre de la liste tride.

Question II1.17 Ecrire en PASCAL une fonction fusionner (1:LISTE) : ARBRE; telle que I'ap-
pel fusionner (1) sur une liste non vide de feuilles 1 triée selon les nombres d’occurrences des
caractéres renvoie un arbre de Huffiman contenant les mémes caractéres que la liste 1 et correspon-
dant au codage minimal de la suite. Cette fonction devra étre récursive ou faire appel a des fonctions
auiiliaires récursives.

Question I11.18 Expliquer la fonction fusionner proposée pour la question précédente.

Question IL19 Ecrire en PASCAL une fonction huf fman (s : SUITE) : ARBRE; telle que I’ap-
pel huffman(s) renvoie un arbre de Huffman contenant les mémes caractéres que la suite s et
correspondant au codage minimal de la suite.

4 Codage d’une suite

' étape précédente a permis de construire un arbre dont les chemins qui conduisent a chaque
caractére sont étiquetés implicitement (0 pour le fils gauche, 1 pour le fils droit) par le code associé a ce
caractére. Pour éviter de multiples parcours de 1'arbre lors du codage d’une suite de caracteres, il faut
construire une clé de codage a partir de "arbre qui associe & chaque caractére son code puis parcourir
la suite pour remplacer chaque caractére par son code en utilisant la fonction coder proposée dans
la question HI.1.
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4.1 Construction de la clé

Question I11.20 Ecrire en PASCAL une fonction construire(a:ARBRE) : CLE; telle que l'ap-
pel construire(a) renvoie une clé de codage associant a chaque caractére contenu dans Uarbre
de Huffinan a son code, ¢’esr-a-dire la suite de valeurs binaires (0 ou 1) correspondant au chemin
suivi dans arbre pour atteindre le caractére. Cette fonction devra étre récursive ou faire appel a des
Sonctions auxiliaires récursives.

5 Décodage d’une suite

Le principal défaut du codage de Huffman est la nécessité de transmettre la clé de codage avec
chaque suite codée. En effet, il faut reconstruire I’arbre de Huffman propre a chaque suite codée pour
décoder celle-ci par un parcours de 'arbre en suivant chague code de la suite codée.

5.1 Reconstruction de la clé

Question IIL21 Ecrire en PASCAL une fonction reconstruire(c:CLE) :ARBRE; telle que
l'appel reconstruire(c) renvoie un arbre de Huffinan obtenu & partir de la clé de codage c,
c’est-a-dire contenant les mémes caractéres que c placées dans l'arbre selon le code associé au ca-
ractére dans la clé c. L'occurrence du caractére ¢ prendra la valeur 0. Cette fonction devra érre
récursive ou faire appel a des fonctions auxiliaires récursives.

5.2 Décodage de la suite

Question I11.22 Ecrire en PASCAL une fonction decoder (s : SUITE; a : ARBRE) : SUITE; telle
que ’appel decoder (s, a} renvoie une suite de caractéres corrvespondant an décodage de la suite
de valeurs binaires (0 ou 1) contenues dans s. Ce décodage est effectué par un parcours de {arbre
de Huffman a en suivant les chemins correspondant aux valeurs binaires contenues dans s. Cette
Sfonction devra étre récursive ou fuire appel & des fonctions auxiliuires récursives.

6 Optimisation de la construction de I’arbre
Question II1.23 Quelle est lu fonction la plus souvent appelée lors de la construction de 'arbre ?

Question I11.24 Proposer une ou plusieurs modifications des structures de données et/out des fonc-
tions pour réduire le nombre d’appels a cette fonction.

La construction de I’arbre exploite une liste triée d’arbres. L'algorithme étudié dans la section 3.1
comstruit la liste dans un ordre quelconque puis effectue un tri de la liste obtenue. Il est possible
d’éviter ce tri par une construction de la liste qui assure que les feuilles soient triées selon Pordre
croissant des nombres d'occurrences.

Question I11.25 Ecrire en PASCAL une fonction ajouter (v: CHARACTER; 1 : LISTE) : LISTE

telle que l'appel ajouter (v, 1) surune liste 1 de feuilles tride selon lordre croissant des nombres
d’occurrences renvoie une liste de feuilles triée selon P'ordre croissant des nombres d’occurrences

étiquetées par les mémes caractéres que 1 et telle que si 1 contenait v alors son occurrence est aug-
mentée de 1 et si 1 ne contenait pas v, le résultat contient v avec I'occurrence 1. Cette fonction devra
érre récursive ou fuire appel a des fonctions auxiliaires récursives.

Fin de I’énoncé



