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PRI~AMBCLE : Les trois parties qui composent ce sujet sont indépendantes et peuvent être traitées par 
les candidats dans un ordre quelconque. 

Partie 1: Logique et calcul des propositions 

Dans la mythologie Grecque, I’accès aux Enfers est garde par le Cerb&re, un terrible loup à trois 
têtes. Celui-ci se trouve devant trais couloirs qui, soit permettent de rejoindre le monde des vivants, 
soit conduisent directement aux Enfers. 

Lorsque Cerbkre accueille un nouvel arrivant, il est contraint de lui dire la vkrite. Par la suite, il 
peut mentir ou dire la vérité à sa guise mais il respecte toujours les rkgles qu’il s’est fi6es. 

Après avoir bu la coupe de ciguë, Socrate se relrouve face a Cerb&re. Celui-ci, honore de rencontrer 
le grand philosophe, veut lui offrir une chance d’fviter la damnation eternelle. Il lui dit alors : l Je 
vais t’indiquer un des couloirs qui mene au monde des vivants mais, pour mettre & 1’6preuve ta grande 
sagesse, j’énoncerai trois indications logiques qui seront, soit toutes vraies, soit toutes fausses et tu en 
deduiras le couloir que tu devras suivre *. 

Nous noterons II, la et Zza Ies propositions associées aux indications de la première, la deuxième 
et la troisième tête du Cerbkre. 

Question 1.1 Représenter 1 ‘énonc+.! de Cerbere sous lu forme d’une formule du calcul des proposi- 

tions dépendant de 11, iz et 1s. 

La Premiere tete dit ensuite : * Le premier couloir ainsi que le troisième ménent au monde des 
vivants *, 

La deuxiémc tête dit : * Si le deuxiéme couIoir méne au monde des vivants, alors le troisiéme n’y 
m&e pas 8, 

La troisieme tête conclut par : a Le premier couloir mEne au monde des vivants par contre le 
deuxième n’y méne pas y. 

Nous noterons Cr, Ca, Cs les variables propositionnelles correspondant au fait que le premier, le 
deuxième, le twisieme couloir mènent au monde des vivants. 

Question 1.2 fiprimer II. ïz et Is sous la&mte de formules du calcul des propositions dépendant 

de CI, C2 et CS. 

Question 13 En utilisant le calcul des propositions (résolution avec les tables de v&itP), d&erminer 

le couloir que Socrate doit suivre pour rejoindre le monde des vivants. 

Question 1.4 En admettant que Cer&re ait menti en donnant les trois indications, Socrate pouvait-ii 
suivre d’autres couloirs ? Si oui, le ou lesquels ? 
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1-1 : Algorithmique et programmation en CaML] 

r- Cette pake doit étre traitée par les étudiants qui ont utilisé le langage CalML dans le cadre des ensci- 
gnements d’informatique. Les fonctions britrs devront êlre rEcursives ou faire appel a des fonctions 

1 auxiliaires r&ursives. Elles ne devront pas uti1i.w d’instructions itératives (for. whi 1 e, ) ni de 1 

L’explication du comportement d’une fonction doit au moins expliciter : 

- L’objectif général, 
- Le r6le des paramètres de la fonction, 

- 1-c rksultat rcnvoyb par la fonction. 

.-- Le rôle des variables locales A la fonction, 

- Le principe de l’algorithme, 

- La terminaison du calcul quels que soient les valeurs des paramètres. J 

Les approximations introduites lors de la conversion d’images analogiques continues en images 
numériques discontinues transforment souvent une partie continue de l’image en un nuage de points 
disjoints. Nous allons étudier dans cette partie une technique exploitde en traitement d’images numé- 
riques pour rdgc’nérer les parties continues : la construction de l’enveloppe convexe d’un ensemble de 
points. 

1 Représenbtion du problème 

1.1 Notations 

Nous nous piac;ons dans un espace euclidien orienté de dimension 2 muni d’un repére (O,T,g. 

- (p,q) représente la droite passant par les points p et q, 

- [~JJ] repr&nte le segment d’extrémités p et q et ]p,&= b#,y] \ {,p,q}, 

- fi@ est l’angle orientk entre les vecteurs 8 et y+, également noté $38. 

1.2 Rappels [ (~,0);(4,11;(6,5):(3,6);(1,5);(0,3) 1 

Déf. II.1 (Enveloppe convexe) Soif P un ensemble depoints; l’enveloppe convexe de P, notk &,J(P), 
es1 le plus petit des ensembks comwes contenant P. Dans le cas où P est un ensemble fini, ce que 
nous supposons dans La suite. nous admettrons que & (P) es1 un polygone convexe çaracterisé par 
ses sommets : une suite S = (st.. s,,) composde de points de P. Les points de Et(P) sont alors 
des barycentres a caefficenrs positijs des points de S. c’est-&-dire : 

1.4 Produit croisé et fonctions trigonométriques 

Les algorithmes que nous allons Etudier reposent sur des propriétés trigonom&riques. Le calcul 
informatique de fonctions trigonométriques est en gtr,éral coûteux et source de nombreuses approxi- 
mations. Pour éviter leur utilisation, nous allons exploiter le produit croisé qui pennet la comparaison 
d’angles entre vecteurs sans calculer effectivement ces angles. 

Déf. II.2 (Produit croisé) k produit cwisé de trois points p, q et r est Pgal au produit mixte des 
vecteurs <fi et $, c’est-à-dire : [p,q,r] = Lkt(&$}. 

Question 11.1 Soient p q et r trois points distincts; montrer que : 
1. [p.q,rj > 0 -3 j@ E]O,$, 

- le contour du polygone es1 posit$ c ‘est-à-dire orienté dans le sens direct. 

Exemple II.1 Le sch&a suivant repr&sente en hachure l’enveloppe convexe &C(P) d’un ensemble de 
points P = ((0,3),(I,O),(l,5),(2!4),(5,4),(3,2).(3.6)~(4?1).(6,5),(~!3)~. Les sommers de &C(P) sont 
s - ((~,0).(4,1),(6,5)~(3~6)~(1,5),(0.3)). 
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1.3 Codage en Cahll, 

Un point est reprksenté par un couple d’entiers : 

type point == int * int;; 

Un ensemble, une liste, une suite de points sont représerds par une liste de points : 

type suite = point list;; 

Exemple II.2 L’ensemble de points P de l’exemple II. 1 est wprtfsentf par la liste : 

i (0.3);(1,0);(1,5);(2,4);(5,41;(3,2);(3,6);(4,1);(6,5);(5,3) ] 

L’enveloppe convexe de P est représenttre par la liste : 
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3 Décomposition en sous-problèmes disjoints 

Pour simplifier la construction de relations d’ordre total B partir de relations d’ordre polaire, nous 
allons dkomposer le problème en deux sous-problémes disjoints s@ar& par la droite reliant le point 
le plus bas it gauche de P et le point le plus haut & droite de P. 

Question IL.2 Écria en CaML une fonction croise de type 
point -> point -a point ‘I z in t telle que f ‘appel (croise p q r) renvoie la valeur 

de [p.q:r;. 

1.5 Séparation du plan par une droite 

Déf. II.3 Soient p et q. deux points distincts; l’ensemble des points h gauche dr fa droite (p,q) es? 
{r @7 ~]~,%rpT[j, l’ensemble despoints <f droite de fa droite (p,q) es? {r 1 $j+ E]~~T[}. 

Question 11.3 hite en C&L une fonction a-gauche de type 
point -> point -> suite -a sui tzeteffe que i’appel (a-gauche p q e) renvoie une 

liste composPe de tous les points de f ‘ensemble e qui : 

- n’appartiennent pas à la dmite (p,q), 
- se trouvent à gauche de fa droite (p,q). 

Cettefonctian devra t?tre récursive ou faire appel b des fonctions auxiliaires rkursives. 

Que&n XI.4 Expliquer la fonction a-gauche proposée pour la question préddente. 

Questlon 11.5 Cal&er une estimation de fa compiexit~ de la fonction a-gauche en fonction de 
la taille de l’ensemble e. Cette estimation ne prendra en compte que le nombre d’appels rkursifs 

eflectutk 

Question II.6 Modifier lu fonction préccidente pour définir en CaML une fonctian separa tion 
de type point -> point -a suite -> (suite l suite * suite) telle que l’appel 

(separation p q el renvoieuntripletdelistes ( g, d, a) composkes de tous les points de 

l’ensemble e qui : 
- sont distincts de p et q, 

- se trouvent Ir gauche de fa droite (p?q) pour la liste g, 

- se trouvent ii droite de la dmite f p:q) pour la liste d 

- appartiennent & la droite (p!q) pour la liste a. 

Cette fonction devra clrre rkursive ou faire appel d des fonctions auxiliaires récursives. 

2 Relation d’ordre polaire 

La technique de construction d’enveloppes convexes dtudiée dans les parties suivantes repose sur 
l’utilisation d’une relation d’ordre polaire pour trier les sommets de P. 

Déf. II.4 (Relation d’ordre polaire) Soit 0 un point; fa relation <O sur un ensemble E es? &jnie 

par-p <o q tj (J& E;&T;) V {(&q 7 0) A (l@j&/ > /f$!/)). 

Question 11.7 lkrire en C&L une Jhction ordreqo J aire de type 

point -> point -> point --> boo2 telle qae l’appel (ordre-polaire o p ql ren- 
voie fa valeur vraie si et seulement si p 2, q. 

Déf. II5 (l’oint en bas à gauche, cm haut à droite) Soient p et q aéux points; p est en bas à gauche 

de q (et q es? afors en haut à droite de p) si et seulement si (g,, < ~~1 V ((y,, = 0/9) A (x, < x9)). Cette 
notion est Etendue d des ensembles de points en pwumt le minimum et le maximum de l’ensemble 

selon In relation d’ordre précédente. 

Quwtlon II.8 Écrire en CaML une fonction ex t reme de type 
point -> point -a (point l point) telfeque l’appel (extreme pl p2) renvoie le 
couple (PI, ~2) si PI est en bas d gauche de p2 et le couple (~2, pl I si p2 es? en bas à gauche 

depl. 

Question II.9 I&re en CaMLunefonction extremesde type sui te -> (point * point) 
telle que l’appel {extremes e), sur un ensemble non vide de points e, renvoie un couple de points 
(b, h) aè l’ensemble e b et h doivent Ctre les points en bas & gauche et en haut ù droite par 

mpport aux points contenus dans e. Cette fonction devra être récursive ou faire appel d des fonctions 

auxiliaires rtkursives. 

Question 11.10 Expliquer fa fonction ex tremes Propos&e pour fa question prtWdente. 

Question 11.11 Soi? P un ensemble de points, soit B E P le point en bas à gauche de P, soit H E P 

fe point en haut d droite de P; montrer que B et H son? des sommets de l’enveloppe convexe &(P). 

Tlkréme 11.1 Soit P un ensemble de points; soient : 

- P?J les points à droite de la dmite (B,H) n’apparle~ntpas à (R,H), 

- PG les points cf gauche de la droite (13, H) n ‘appartenant pas a (B,H), 

- PEN fespoin?sde]B,H~. 

alors {B} u Pp u {H } U PG 11 P~H forme une partition disjointe de P 

et&(P) = &({B,H) LPD) u&({B,H} tiPG). 

Exemple 1X.3 L’ensemble de points P de f ‘exempfe Ii. 1 est partitionru+ en : 

- B = (1,O) 

- H = (3,6) 

- PD = {(5,4),(3,2),(4,1).(6.3),(6!5)) 
- PG = {(0,3),(1,5):(W)} 

- PfJx=O 

Question II.12 Montrer que la relation d’ordre pofaiw cg est une relation d’ordre total sur 

‘Pn c1 PS, ti (H). 



4 AIgorithme de Jarvis : Génération des sommets 

L’algorithme étudit! dans cette partie est dû a Ja~is. II est dkrivé dc la construction de l’ensemble 
des arêtes composant le contour de l’enveloppe convexe. II repose sur le fait que les sommets d’un 

polygone convexe se trouvent soit tous b droite. soit tous B gauche de chaque arête du polygone. 

Théorème II.2 tJn polygone S de .sommets (at, . ,a,,) est cunwre si et seulement si, pour toute 

arête [s,,s~+:]. les autos sommets de S ront. soit ious d gauche (cwtfour positrfï. soit tous d droite 
(conlonr nPgutifl par rapport 53 ta dwite (siVsIt 1). 

L’algorithme initial propos6 par Jarvis consiste 3 engendrer tous les segments possibles connectant 

deux points de l’ensemble, puis à éliminer les segments qui ne sont pas des arêtes. Cet algorithme est 

trop coûteux pour ktre utilis6 pratiquement. Nous allons étudier une variante permettant d’bviter la 

construction de tous les segments potentiels. 
Cette variante est bas& sur la méme propriét6 des arêtes. Elle consiste à choisir un premier som- 

met, puis A construire l’enveloppe en parcourant le contour positif. 

L’ensemble P est partitionnk selon le tht!or&me II. 1. 
Nous allons étudier le traitement de la partie droite Pp de P en partant du point en bas ?I gauche 

B. Le traitement de la partie gauche Pg sera symétrique en partant du point en haut à droite II. 

h‘otons {,ql : . ,x,,) les sommets de &( { U!II j - P;o). Nous avons mont& dans la question II. 11 

quesI = Bets,, - H. Nous allons construire sg, :s,-, selon la relation suivante : D’,+~ est le 

minimum de Pp \ {Q, . ;s,} selon FS,. Montrons dans une première drape la correction de cette 
technique : 

Queslion II.13 Soit p le minimum de ‘Pp L {H} selon y;~; monfrer que p est un sommet de 

Ec({B:H} u P,). 

Question II.14 Soit 1 < i < II, soient (8r, ,s,) les i premiers sommets de &( { B,N } Li ‘PD), soit p 

leminimumde (‘P$J{H}}\{s,, . s,} selon C,,,; montrer que p est un sommer de &({O,H) UT$). 

Question II.15 LWduire des questions pr@dentes que (~1, .sn) est la suile des sommets de 

f~({n,H}uP*). 

Question II.16 l&rire en CaML unef0trctiorr min_pol ai re de type 

point -> suite -r (point * suite) telle que l’appei (minpolairc 0 c',J, sur un 

ensemble non vide de points a renvoie un couple (p, r) compost< du poim p, minimum dans 1 ‘en- 

sembie e selon 1 ‘ordre 5, et du reste r de 1 ‘ensumhle C? prit+ de p. Cette fonction devra &re rfcursivr 

ou faiw appel à ries f<t,tctions auxiliaires rkwsiws. 

Question 11.17 Expliquer la fonction min-p01 ai 1-e propos& pour la quesfion pr&&dente. 

Question II.18 Calculer une estimation de la çomplexit! de la fctnetion min-pofaire en fonction 

dc la taille de la liste e. Cette esthcuion ne preadra en compte que le nombw dlzppels récursifs 

eflecti4é.s. 

Question II.19 f?rilt> en CaML une jonction demi - jarvis de type 

point -s- point -> sui te -> sui te telle que l’appel (demi-jarvis b h e) avec e 

un ensemble a’e points situh R dwite de ia droite (b,h), renvoie In suite (sl) . ;s,&) Compos&e de 

points prk dans e Ii { b,h f nwc : 

- s, =b, 

- s, = h. 

- S*+I est le minimum de (e c1 {h}) \ ($1,. ?Si} seïon 2, (avec i < n). 

Cette fonction devra être récursive ou faire appel d des fimctions auxiliaires récursives. 

Question II.20 Expliquer la.fonction demi- jarvis propos@e pour la question prh!dente 

Question II.21 Calculer une estimation de lu complexitP de lafonction demi..jarxCs en fonction 
de la taille de 1 ‘ensemble e es du nombw de sommets de 1 ‘enveloppe comlexe IL Cette estimatiom ne 

prendra en compte que le nombre d’appels rtkursifs effectuds. 

Question Il.22 Ecrire en CaMl, wrefonction jarvisde type sui te -> sui te telle que 1 ‘appel 

ijarvis e), sur un en.sembte de points e contenant au moins trois poinl’, renvoie la suite des 

points composant f ‘enveloppe convexe des points contenus dans l’ensemble e. Cette fonction devra 

Ptw t-kunive ou faire appel à des.fonctions auxiliaires rtkursives. 

QU~O~ II.23 FApliquer la fonction jarvis prupost!e pour la question précédente. 

Qwstlon II.24 Calculer une estimation de la complexid de la friwtion jarvi s en jhction de la 

taiile de l’ensemble e. Cette estimation ne pwndm en compte que le nombre d’appels r&urs$% eflec- 
f ués. 
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[Partie II : Algorithmique et programmation en PASCAL/ 

[Cette partie doit être trait& par les ktudiants qui ont utilisé le langage PASCAL dans le cadre des 1 
lenseigr~ements d’informatique. Les fonctions kcrites devront être-rkcursives ou faire appel a des 
/fonctions auxiliaires kursives. Elles ne devront pas utiliser d’instructions ittrratives (for, whi le, 
repeat, . . ). 

L’explication du comportement d’une fonction doit au moins expliciter : 

- L’objectif g<inéral, 
- Le rdle des paramétres de la fonction, 

- Le tisultat renvoyd par la fonction, 

- Le rôle des variables locales g la fonction, 

- Le principe de l’algorithme, 

- La terminaison du calcul quels que soient les valeurs des param&res. 

Les approximations introduites lors de la conversion d’images analogiques continues en images 
numeriques discontinues transforment souvent une partie continue de l’image en un nuage de points 
disjoints. Nous allons étudier dans cette partie une tectmique exploitbe en traitement d’images nume- 
riques pour rég&n&er ies parties continues : la construction de t’enveloppe convexe d’un ensemble de 
points. 

1 Représentation du problème 

1.1 Notations 

Nous nous plaçons dans un espace euclidien orienté de dimension 2 muni d’un rep&e (a,?& 

- (p,q) reprksente la droite passant par les points p et q, 

- b,q! repr&ente le segment d’extkmittrs p et q et ]p,q[= kg] \ {p,q}, 

- &+ est l’angle orienté entre les vecteurs $ et $, egalement noté +@. 

1.2 Rappels 

Déf. 11.1 (tbveloppe convexe) bit P wt CJLWJ~~~ de points; l’enveloppe convexe de P, JIO~& &C(P), 

esî le plus petit des ensembles conve.w.~ contenant P. Dans le cas oh P est UJI ensemble&i, ce que 

nous supposons a’ans la suite, nous admettrons que &CP) est un polygone convexe catactc’risCr pur 

ses sommets : une suite S = (s1 y . . :s,) composée de point.~ de P. Irs points de &C(P) sont alors 

des barycentres d cot$jkk~~a positif y des points de S, c’est-&dirz : 

Les points de la suite S sont ordu~m% de manic’re a ce que ; 

- les sqments [s,.s,+,! sonr les art?trs du polygone cotwxe {avec tin + 1 : 511, ils f»rment une 

ligne polygonale : le contour du polygone, 
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- le contour du polygone est posit$ c’est-h-dire orient8 akns le sens direct. 

E;xemple II.1 Le schéma suivant reprksente en hachurtf l’enveloppe comwe EC (P) d’un ensemble de 

poinrs P = {(0,3),(1~0),(1,5),(2.~~,(~.~),(3,2),(3~6~~(~,1),(6,5),(5~3~}. Les sommetsde &C(P) sont 

S = ((l,O),~~~l),(6,5),(3:stt(l~~).(~,3)~. 
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1.3 Codage en PASCAL 

Un point est repkentk par le type de base POINT. 
L’n ensemble, une liste, une suite de points sont reprt%entés par le type de base SUITE. 
Nous supposons prédéfinies les constantes et les fonctions suivantes dont le calcul se termine 

quelles que soient les valeurs de leurs paramètres. Elles pourront éventuellement Etre utilisees dans 
les r&onses aux questions : 

- FUNCTION P-Creer (a, o : INTEGER) : POINT; renvoie un point dont l’abscisse est a et 
l‘ordon& o, 

- FLJNCTION PA~S (p:POINT 1 :LNTEGER; renvoiel’abscissede p. 

- FUNCTION P..Ord ( p : POINT) : INTEGER; renvoie l’ordonnée de p, 
- NIL représente la suite vide de points, 

- FUNCTKON SAjouter(p:POINT;s:SUITEI: SUKTE; renvoieunesuitedepointscom- 
posée d’un premier point p et du reste de la suite contenu dans s. 

- FUNCTION S-Premier (s :SUITE) : POINT; renvoie le premier point de la suite s, 

- FUNCTIQN S-Reste (s :SUITE) :SUITE; renvoie le reste de la suite s Priv&e de son pre- 
mier point, 

- FONCTION %Juxtaposer (sl, 92 : SUITE) :SUITE; renvoie la suite compost% de la 
suite s 1 suivie dc la suite s 2. 

Exemple 11.2 L’enwmble rie points P de 1 ‘twmple Il. I est représenté par la liste : 

S;_Ajouter( PCreer 0‘3) ‘ S-Ajouter( P-Creer(l,Ol, 
S-Ajouter( PCreer 1,5), . SA>outer( P-c!reeri2,4), 
S-Ajouter C F?-(Creer 5,fJ, ' S-A)outer( P_Creer(3,2!, 
S-Ajouter( PwCreer 3,6), S-Ajoütcri P~.Creer(4,1), 
S-Ajouter( P-Creer 6, fi? > S’ajouter ( P-crccr (5 I3 !  , NZL) ) ) ) 1) 1 f ) ) j 
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L’enveloppe convexe de P est reprc’sentke par lfl liste : 

SMAjouter( f)Creer(l,O~, S-Ajouter( PVCrecrfQ,l), 
S-Ajouter( P-Creer(G,S), SAjouterf P_Creer(3,6), 
S-Ajouter( F_Cref?r(l,5), S-Ajouter( PCreer(0,3), NIL) ))))) 

1.4 Produit croisé et fonctions trigonométriques 

Les algorithmes que nous allons étudier reposent sur des propriktés trigonomktriques. Le calcul 
informatique de fonctions trigonomktriques est en gt”n&al cotitcux ct source de nombreuses approxi- 
mations. Pour éviter leur utilisation, nous allons exploiter le produit crois4 qui permet la comparaison 
d’angles entre vecteurs sans calculer effectivement ces angles. 

Déf. II.2 (Produit croisé) Le produit croist’ de tnks points p, y et r est Egal au produit mixte des 
vecteur.~ $I et $, c’est-ù-dire : [p,q,r] = Det(&$). 

Question II.1 Soient p. y et 1‘ trois points distincts; montrer que : 

1. jJ,y,r: > 0 e=? $@ E&T[, 

2. $J,r: 2: 0 w piij- E)T,2ir[, 

3. y,y.r: - 0 +î p, q et i’ sont alignlr, 

f&zstioa II.2 ikrire en PASCAL une jimction CIÜ isc {p, g, L”: IWIEJï’I : INTEGER; t& que 
l’appel croise (p, q, r) renvoie b valeur de [p,q.r;. 

1.5 Séparation du plan par une droite 

Def. II.3 Soient p et y, deux points distindr; I’t~~s~tnble des points à gauche de hz droite (p,q) est 

{r i j@ ~]A,~xI}, l’ensemble des points a droite de la droite (p,q) est {r fij? E]O,z[}. 

Question II.3 Écrire en PASC~~I.u~z~~ttt(‘tio?l a..gauchc(p, q:POilV7';e:SUITEJ :SUITE 
telle yue l’uppet a..yau&c (p, q, e) renvoie une liste composPe de tous Ies points de l’ensemble e 

qui : 

- n’appartiennent pas à la droite (p,q), 

- se trouvent à gauche de ta droite (p,q). 

Cetteffmcti0tt devra Btre r&urï;ive ott,faire appel à des fonctions auxiliaires rfkwrsives. 

Questiox~ II.4 Expliquer In fonction a-gauche proposée pour la question prtkddente. 

Question II.5 Calculer une estitnatian de la complexitci de la fonction a-gauche en fonction de 
fa taiile de 1 ‘ensemble e. Cette estimation ne prendra en compte yue le n»mbre d’appels récursifs 

efecf uéi 

Un triplet de suites de points est repr&senk? par le type de base TRIPLET. 
Nous supposons prt!définies les constantes et les fonctions suivantes dont le calcul se termine 

quelles que soient les valeurs de leurs paramttrcs. Elles pourront tiventuellement être utilis<Ses dans 
les r+onses aux questions : 

- FUNCTION T_Creer(sl,s2.~3:SUITE) :TRIPLET; renvoieuntripletdont ieséiéments 
sont sl, s2 et ~3, 

- FUNCTION T-Un (t. :TRIPLET i : SUITE; renvoie fe premier t%ment de t, 

- FUNCTION TDeux(t:TRIPLET) :SUITE; renvoiekdeuxièmeél&mentdet, 

- FUNCTION T-Trois (t :TRIPLET) :SUITE; renvoie le troisième &ment de t. 

Question 11.6 Modijer la fonction prtktidente pour dt$nir en PASCAL une.fimction 

separati onIp,q:POINT;e:SUITE): TRIPLET; lr&eque l’appel çeparation fp,q,e) 
mnvoie un triplet ?‘Creer (g, d, a I de listes compose’es de tous les points de l’ensemble e qui : 

- sont distincts de p et a 
- se trouvent à gauche de la droite (p.q) pour la liste g, 

- se trouveni 2, droite de ia dmite (p.q) pour ta liste d, 

- appartiennent ù h druite (p.qj pour la lis:e a. 

Cette fkction devra hre récursive ou faire appel d des f&ctions auxiliaire.~ r&ur.Gves 

2 Relation d’ordre polaire 

La technique de construction d’enveloppes convexes étudiée dans les parties suivantes repose SUI 
l’utilisation d’une relation d’ordre polaire pour trier les sommets de P. 

I%f. II.4 (Relation d’ordre polaire) Soit 0 un point; la relation ‘0 .sur un ensemble & est dé$nie 
_^_ _^.. 

par: pi <O y FS (pOy E]O.7r[) V ((pdy = 0) A (iiOp;i 2 Il&)). 

Question II.7 I%re en PASCAL une.fimction ordre-polaire fo,p,q:POTNTl :Ht30I&%N; 
t&e que l’appel ordre-polaire (0, p, qi renvoie In valeur vraie si p SO q. 

3 Décomposition en sous-problèmes disjoints 

Pour simplifier la construction de relations d’ordre total A partir de relations d’ordre polaire, nous 
allons décomposer le problème en deux sous-problèmes disjoints s&par& par la droite reliant le point 
le plus bas & gauche de P et le poim le plus haut a droite de P. 

Ddf. II.5 (Point en bas à gauche, en haut à droite) Soient p et y deuxpoints; p est en bas rl gauche 

de y (et q est alors en haut à droite de pl si et seuktnent si (gP < gq) V ((gp = y,,) A (z,, < q)). Cette 
notion est Ptendue h des etzsemb~es de points en prenant le minimum et le mrrrimum de l’ensemble 
se& Ia relation d’«tdm pr&+dente. 

Un couple de points est représenté par le type de base COUPLE. 

Nous supposons prédéfinies les constantes et les fonctions suivantes dont le calcul se termine 
quelles que soient les valeurs de leurs paramètres. Elles pourront &entuellement étre utilisks dans 
les réponses aux questions : 

- FUNCTION C-Creer (~1, p2 : POINT I : COUPLE; renvoie un couple dont fes éléments sont 
Pl et P2, 

- FXINCTION C-Un (c : COUPLE 1 : POIN?; renvoie le premier &ément de c, 
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- FUNCTION C~eux~c:CcmPLE) :POINT: renvoietesecondClbmentdec. 

@Mion II.8 ,&rire en PASCAL une fonction ext reme Ipl, p2 : POINT) : COUPfiE; leil@ Yue 

/‘appel extreme {pf , ~2) renvoie le couple Cxreer (~1, ~21 ri ~1 est en bas à gauche de P2 

et le caupie C-Creer (~2, PI) sinon (dans ce cas, ~2 esf en bas d gauche de ~11. 

Question Il.9 Écrire en PASCAL uncfancfion extremes (e: SUITE/ :COUPLE; telle que l’appel 

extremeç (o}, sur un ensemble non vide de poinls e, renvoie un couple de points C-Creer (b, h) 
de l’ensemble e. b et h .sont Ier point en bas rf gauche et en haut k droite pur rapport aux points 

contenus dans e. Cette fhclion devra &re rthrsive ou faire appel à des f<mctions ouxiliaires r&ur- 

.rives. 

Question 11.10 Expliquer la fonction ex t remes prnpo.rPe pour In question pr&Jdente. 

Question 11.11 &Jil P un ensemble de points, soit B E P le point en bas & gauche de P, soit H E P 

le point en haut h droite de P; montrer que II et II sont des sommets de f ‘enveloppe convexe &c (P). 

Théor&me II.1 Soit P un ensemble de points; strient : 

- Po les points & droite de lu dmite (f3,II) n’appartenant pas à (l’3.H). 

- Pr; les points R gauche de la droite (13,H) n’appartenant pas b (UJi), 

- Pm les points de i.!I, fi iU 

a1or.v { R 1 1 J Pp k J { H} 1 J PG I J P~R farme une partition disjointe de P 

et &C(P) = &({UtH} L! Pp) 6 &({O,H} U PG). 

Exemple II3 I.‘ensrmble de points P de 1 ‘exemple il. i est partirionnr’ en : 

- ti = (1,O) 

- H = (X6) 

- P, - {(rj,4).!3.2~,(4,1),(5,3),~~,~~} 

- Pa = {(0,~);(1,5)!(2,,1)} 

-PLM=0 

Question II.12 Monrrer 4714~~ la relntinn d*ordre polaire 56 est une relation d’ordre total sur 

PD LPBJ+ LJ {If). 

4 Algorithme de Jarvis : Génération des sommets 

L’algorithme &udié dans cette partie est dû à Jarvis. 11 est dtirivk de In construction de l’ensemble 

des arks composant le contour de l’enveloppe convexe. 11 repose sur le fait que les sommers d’un 
polygone convexe se trouvent soit tous A droite, soit tous il gauche de chaque ar& du polygone. 

Th&xkne II.2 lin p»fygionc S de sommer.~ (sI, . .s7J est c»nvext> si et seulement si, pour toute 

arête /Y& .~,+~j, les ourws sommets de s sont. soir fcf~4.5’ b p~4chc (contour positif), soit tous h droite 

(c0ntour négafij] par rappw7 ii 662 droite (RI. "i t 1). 

L’algorithme initial proposé par Jarvis consiste 3 engendrer tous les segments pwihlesconnectant 
deux points de l’ensemble, puis a Climiner les segments qui ne sont pas des arêtes. Cet algorithme est 

trop coûteux pour être utiiis6 pratiquement. Nous allons Qudier une variante permettant d’i%viter la 

construction de tous les segments potentiels. 
Cette variante est basée sur la même propriétt des arEtes. Elle consiste & choisir un premier som- 

met, puis a construire l’enveloppe en parcourant le contour positif. 

L’ensemble ‘P est partitionné selon le thdorkme 11.1. 

Nous allons 6tudier le traitement de la partie droite Pn de P en partant du point en bas A gauche 
B. Le traitement de la partie gauche Pc sera symétrique en partant du point en haut à droite fi. 

Notons (Q, . ,s,) les sommets de &( { B.H) U PÛ). Nous avons montré dans la question 11.11 

que .y1 = 11 et sn = Ii. Nous allons construire ~1, . . ,s,-, selon la relation suivante : s,+~ est le 

minimum de Pt, \ fs2,. . . ,s,} selon SS,. Montrons dans une première dtape la correction de cette 
technique : 

Question 11.13 Soit p le minimum de ‘Po J {H) selon 2~; monlrer que p est un sommet de 

Ec({ H>H) u P,). 

Question II.14 Suit 1 < i < n, soient ( sI ~ ,s, ) les i premiers sommets de fc ( { B.lf } c1 Po), soif p 
leminimumde (Poti{H})\{sl,. ,x,) selon SS,; monter que p est un sommet de &cj(B,H) UP,). 

Question II.15 DPduire des question.~ prtk@dentes que (SI,. . ,s,) est la suite des sommets de 

&({&H} UP,). 

Question II.16 Écrire en PASCAL une fimction min_pofa ire fo :POINT; e: SUITi?) :SVfTE 

telle que l’appel min_pol ai re (0, el , sur un ensemble non vide de points, renvoie une suite 

SA jouter (p, r) cvmpos& d’un premier point p, minimum dans l’ensemble e selon l’ordre 5, et 

du resfc r compost des points de 13 privr’ de p. Cette foncfion devra être récursive ou fa’re appel 0 

des fonctions auxiliaires récwsives. 

Question 11.17 Expliquer la fonction min-Dol aire pn>pospP pour la question prkédente. 

Question II.18 Calculer une estimation de la comple.ritC de lafonction min-pola ire en fonction 

de la taille de la liste e. Cette estimation ne prendra en compte que le nombre d’appeis récursifs 

e$ec0&. 

Question Il.19 &ire en PASCAL unefonction demijarvi s fb, h : POINT; e : SVITE) :SUITE 

lelie que l’appel demi-jarvis Cb, h, el avec e un ensemble de points sittrcis à droite de la droite 

(b,h), renvoie ta suife CV . ,L 1 , . .s,) compost% a’e points pris dans e v’ { b,h} avec : 

- s1 =b. 

- s,~ = h, 

- s,*~ esf le minimum de (e U {h}) \ {SE:. . ,s,} selon <,, [avec i < 71). 

Cette fonction devra Ptre rUeur,Gve ou faire appel ii des fonctions auxiliaires rfcursives. 

Question 11.20 Expliquer la fonrGon demi -jaxvi s proposée pour la question pr&@dentr. 

Question II.21 CMculer une esrimation de la comple.uit& de lafonction demi-.jarvis enfimction 

de fo caille de l’ensemble e et du nombre de sommets de l’enveloppe convexe tz. Cette estimation ne 

prendru en cvmpte que te nombre d’appels rkur~@ +ectués. 
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Question Ii.22 Écrire en PASCAL une fo,w~ion jarvi s (e : SUITEJ : SUIT’E; telle que I ‘appel 

jarvi s le), sur un ensemble c comenan? au JJ~&S trois points, renvoir la suite des points compo- 
sant 1 ‘enveloppe convexe des poinfs contenus dans 1 ‘ensemble e. Cette fonction devra kre rkursise 

ou jàire appel tt des fonctions auxiliaires rkxrsives. 

Question II.23 Expliquer la foncrion jarvis proposke pour la question prtkédente. 

Question II.24 Cahier une estimalion de fa compkxit4 de la $mction jarvis en.fimction de la 
taîile de l’ensemble e. Cette estimation ne prendru en compte que ie nombre d’appels rlcursr$s eflec- 

tués. 
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f Partie III : Automates et langages 1 

18 

1 Étude de l’exemple & 

Le but de cet exercice est l’étude des propriktés de I’opkztion d’inversion d’un automate. 

Pour simplifier l’exercice, nous considkrcrons uniquement des automates qui ne possèdent pas de 
transitions arbitraires c. Les résultats &udi& swt &alement valides dans ces cas-i&, mais la formali- 

sation et la construction des preuves sont plus complexes. 

Soit l’alphabet S, un ensemble de symboles, soit .1 (parfois nod abusivement avec le même 
symbole que la transition arbitraire C) le symtwle reprtfsentant le mot vide 1.A # ,Y), soit X’ I’en- 

semble des mots composes de symboles de .Y [A E -Y*); un automate fini sur A’ est un quintuplet 

A = (QJ.I,T,-yf compost! de : 

- Un ensemble d’états : Q, 

- Un ensemble d’btats initiaux : i g Q, 

- Un ensemble d’états terminaux : I’ c CJ. 

- Une relation de tmnsition : *f <- .Y x Q x Q. 

Remarquons que y est souvent notee sous la forme d’une fonction totale de transition 6 g S x 

Q + ‘p(Q) dont les valeurs sont d&ïnies par : 

La notation y. contrairement B J, est symktrique. Cette propriété simplifie la formalisation et la 

construction des preuves. 

Les valeurs de la relation de transition y seront repr&ent&es par un graphe dont les noeuds sont les 

états. Un état initial sera entour d’un ccrclc l$.) et un état final sera entoure d’un double cercle @. 

Une arEte étiquetée par le symbole 3: E S ira de I’&at (t à l’état (1’ si et seulement si (~~q,q’) c Y. 

Soit y* l’extension de :f à S’ x CJ s Cj définie par : 

Le langage sur S * reconnu par un automate fini est : 

Déf. III.1 (État accessible) Soit 1 ‘automarefrni A -- (çE,.Y,l,Z’,,-r), q c Cd C~I accessible si et seuie- 

menf si 3, c-l 1, 3711 f .Y, irrt,qrrq) ft 1’. 

Nous considkerons uniquement dans cet exercice des automates dont tous les kats sont ~CCC~- 
sibles et co-accessibles. 

Soit l’automate fini E = ({A,U,C.U,~},ju.b},~A}.{~)~~~) dont la relation de transition est 
rcprésentkc par le graphe : 

Question 111.1 Donner sans la just$ïer une expression rt!guli&e ou ensembliste reprtfsentant le lan- 

gage recmm4 par ê. 

2 Opération d’inversion d’un automate : A-’ 

Soit I’op&ation interne d’inversion d’un automate fini rléfmie par : 

Déf. III.3 Soit A = (c),.Y,I,T,?) un auromate$ni, l’automate U = A-‘, inverse de l’automate A, 
est defini par : 

Qaesthn III.2 Construire l’automate E-‘. 

Question III.3 Jusnjîer que l’automate El’ est non déterministe puis le dtfterminiser (seuls les &ai.~ 

et les transitions utiles, c’est-h-dire accessibles depuis les ktats initiaux et ca-accessibles depuis les 

hts terminaux. devront être construits). L’automate obtenu est notc’k?. 

Question III.4 Caractkiser le langage ruconnu par E.‘-’ par une espression rpSulière ou ensembliste. 

Comparer ce langage avec le langage rwonnu par E. 

Question III.5 Construim l’automate &7’1 -l. 

Question III.6 Just#ier que 1 ‘automate Ë‘l-’ esr non d&rministe puis le dëtenniniser (seuls les 

étais et les transition.~ utiles, c’est-ù-dire accessibles depuis les états iniriaux et co-accessibles depuis 

-----ï --. 
les états terminawr, devront étre construits). L’automate obtenu est noté E-l . 

Quesîion III.7 Caracrêriser le langage reconnu par E-l par une expression réguli&re ou ensem- 

bliste. Comparer ce langage avec le langage reconnu par E. 
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3 Étude de l’automate inverse 


