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PREAMBULE : Les trois parties qui composent ce sujet sont indépendantes et peuvent étre traitées par
fes candidats dans un ordre quelconque.

Partie I : Logique et calcul des propositions

Dans la mythologie Grecque, I'accés aux Enfers est gardé par le Cerbére, un terrible loup 2 trois
tétes. Celui-ci se trouve devant trois couloirs qui, soit permettent de rejoindre le monde des vivants,
soit conduisent directement aux Enfers.

Lorsque Cerbere accueille un nouvel arrivant, il est contraint de lui dire la vérité. Par la suite, il
peut mentir ou dire la vérité 2 sa guise mais il respecte toujours les régles qu’il s’est fixées.

Aprés avoir bu Ia coupe de cigug, Socrate se retrouve face & Cerbere. Celui-ci, honoré de rencontrer
le grand philosophe, veut lui offrir une chance d’éviter la damnation éternelle. Ii lui dit alors : « Je
vais t’indiquer un des couloirs qui méne au monde des vivants mais, pour mettre a I'épreuve ta grande
sagesse, j’énoncerai trois indications logiques qui seront, soit toutes vraies, soit toutes fausses et tu en

déduiras le couloir que tu devras suivre ».
Nous noterons 13, I, et I3 les propositions associées aux indications de la premiére, la deuxiéme

et la troisieme téte du Cerbere.

Question I.1 Représenter I'énoncé de Cerbére sous la forme d’une formule du calcud des proposi-
tions dépendant de 1,, Iy et 1.

La premiére téte dit ensuite : « Le premier couloir ainsi que le troisiéme ménent au monde des
vivants »,
La deuxiéme téte dit : « Si le deuxi®éme couloir méne au monde des vivants, alors le troisiéme n’y

méne pas »,
La troisidme téte conclut par : « Le premier couloir méne au monde des vivants par contre le

deuxidéme n’y méne pas ».
Nous noterons C), C,, C; les variables propositionnelles correspondant au fait que le premier, le

deuxi®me, le troisiéme couloir ménent au monde des vivants.

Question 1.2 Exprimer 1,, I, et I sous la forme de formules du calcul des propositions dépendant
de Cy, Cy et Cs.

Question L3 En wtilisant le calcud des propositions (résolution avec les tables de verité), déterminer
le couloir que Socrate doit suivre pour rejoindre le monde des vivants.

Question L4 En admertant que Cerbére ait menti en donnant les trois indications, Socrate pouvait-il
suivre d'autres couloirs ? Si oui, le ou lesquels ?




Partie II : Algorithmique et programmation en CaML

Cette partie doit étre traitée par les étudiants qui ont utilisé le langage CaML dans le cadre des ensei-
gnements d’informatique. Les fonctions écrites devront étre récursives ou faire appel 2 des fonctions
auxiliaires récursives. Elles ne devront pas utiliser d’instructions itératives (for, while, ... ) nide
références.

P’explication du comportement d'une fonction doit au moins expliciter
~ L'objectif général,
- Le role des paramétres de la fonction,
— Le résultat renvoyé par la fonction,
- Le réle des variables locales 4 la fonction,
~ Le principe de "algorithme,
- L.a terminaison du calcul quels que soient les valeurs des paramétres.

Les approximations introduites lors de la conversion d'images analogiques continues en images
numériques discontinues transforment souvent une partie continue de 'image en un nuage de points
disjoints. Nous allons éwudier dans cette partic une technique exploitée en traitement d’images numé-
riques pour régénérer les parties continues : la construction de {"enveloppe convexe d’un ensemble de
points.

1 Représentation du probleme

1.1 Notations

Nous nous plagons dans un espace euclidien orienté de dimension 2 muni d’un repére ((O,7,).

- {p,q) représente la droite passant par les points p et g,
~ [p.g] représente le segment d’extrémités p et g et Ip.gl= {p.g] \ {p.9}.
- pgr est 'angle orienté entre les vecteurs (_1?) et g, également noté ?)Zq?

1.2 Rappels

Déf. IL1 (Enveloppe convexe) Soit P un ensemble de points; Uenveloppe convexe de P, notée E¢(P),
est le plus petit des ensembles convexes contenant P. Dans le cas ou P est un ensemble fini, ce que
nous supposons dans la suite, nous admettrons que Ec(P) est un polygone convexe caractérisé par
ses sommels : une suite 8 = (8, ..., $p) composée de points de P. Les points de E:(P) sont alors
des barycentres a coefficients positifs des points de 8, ¢’est-d-dire :
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Les points de la suite S sont ordonnés de maniere & ce que ;
~ les segments [s;,8;41] sont les arétes du polygone convexe (avec sy, = ), ils forment une
ligne polygonale : le conrour du polygone,

- le contour du polvgone est positif, ¢ 'est-a-dire orienté dans le sens direct.

Exemple X1 Le schéma suivant représente en hachuré I’enveloppe convexe Ec(P) d'un ensemble de
points P = {(0,3),(1,0),(1,5),(2,4),(5,4),(3,2).{3.6),(4,1},(6,5),(5,3)}. Les sommets de E¢(P) sont
8§ = ((1‘0)'(451)1(635)5(36)(165)1(03))

1.3 Codage en CaML

Un point est représenté par un couple d'entiers :

type point == int * int;;
Un ensemble, une liste, une suite de points sont représentés par une liste de points :

type suite = point list;;

Exemple I1.2 L'ensemble de paints P de 'exemple 11.1 est représenté par la liste :

{ (0.3);(1,0);(1,5);{2,4);(5,4);(3,2):(3,6):(4,1);{6,5};(5,3) ]
L'enveloppe convexe de P est représentée par la liste :

[ (1,0);(4,11;(6,5):(3,6):(1,5);(0,3) 1]

1.4 Produit croisé et fonctions trigonométriques

Les algorithmes que nous allons étudier reposent sur des propriétés trigonométriques. Le calcul
informatique de fonctions trigonométriques est en général cofiteux et source de nombreuses approxi-
mations. Pour éviter leur utilisation, nous allons exploiter le produit croisé qui permet la comparaison
d'angles entre vecteurs sans calculer effectivement ces angles.

DéL. 11.2 (Produit croisé) Le produit croisé de trois points p, q et r est égal au produit mixte des
vecteurs Gp et G, c'est-a-dire : [p.q,r] = Det(gp,it).

Question IL1 Soient p, q et v trois points distincts; montrer que :
L [pgrl >0 pgr €l0,q],



2. |p.g.r} < 0 & pgr €}m,2n,
3. [pq.r) = 0 & p, q et T sont alignés,

Question IL.2 Ecrire en CaML une fonction croise de type
point -> point -> point -> inttelle quelappel (croise p q r) remvoie la valeur
de[pq.ri

1.5 Séparation du plan par une droite

DéL. IL3 Soient p et q, deux points distincts; ’ensemble des points & gauche de la droite (p,q) est
{r | G €}, 2n[}, 'ensemble des points & droite de la droite (p,g) est {r | pgi €]0,x[}.

Question 113 Ecrire en CaML une fonction a.gauche de type
point -> point -> suite -> sultetelle que l'appel (a.gauche p g e) renvoie une
liste composée de tous les points de ’ensemble e qui :
— n’appartiennent pas & la droite (p,q),
— se trouvent & gauche de la droite (p.q).
Cette fonction devra étre récursive ou faire appel & des fonctions auxiliaires récursives.

Question 114 Expliguer la fonction a.gauche proposée pour la question précédente.

Question I1.5 Calculer une estimation de la complexité de la fonction a.gauche en fonction de
la taille de Uensemble e. Cette estimation ne prendra en compte que le nombre d’appels récursifs
effectués.

Question I1.6 Modifier la fonction précédente pour définir en CaML une fonction separation
de type point -> point -> suite -> (suite * suite * suite) telle que Uappel
{separation p g e) renvoie untripletde listes { g, d, a) composées de lous les points de
U’ensemble e qui :
sont distincisde pet @,
se trouvent & gauche de la droite (p.q) pour la liste g,
se trouvent & droite de la droite (p.q) pour la liste &,

— appartiennent & la droite (p,q) pour la liste a.
Cette fonction devra étre récursive ou faire appel & des fonctions auxiliaires récursives.
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2 Relation d’ordre polaire

La technique de construction d’cnveloppes convexes étudiée dans les parties suivantes repose sur
Putilisation d’une relation d’ordre polaire pour trier les sommets de P.

Déf. 11.4 (Relation d’ordre polaire) Soit O un p”ogzt; la r_g_l’ation < sur un ensemble £ est définie
par : p <o q & (50 €0.x)) v (P04 = 0) A (|OpI] > 04,

Question 1.7 Ecrire en CaML une fonction ordre.polaire de type
point -> point -> point -> bool telle que U'appel (ordre.polaire o p g) ren-
voig la valeur vraie si et seulement sip <, q.

3 Décomposition en sous-problémes disjoints

Pour simplifier la construction de relations d'ordre total 2 partir de relations d*ordre polaire, nous
allons décomposer le probléeme en deux sous-probiemes disjoints séparés par la droite reliant le point
le plus bas 3 gauche de P et le point le plus haut 2 droite de P.

Déf. 115 (Point en bas a gauche, en haut & droite) Soient p et q deux points; p est en bas a gauche
de q (et q est alors en hawt a droite de p) si ef seulement si (y, < y,) V({4 = Yo} A (%, < 2p)). Cette
notion est étendue & des ensembles de points en prenant le minimum et le maximum de !'ensemble
selon la relation d’ordre précédente.

Question 118 Ecrire en CaML une fonction extreme de type

point -> point -> (point * point) tellequel'appel (extreme pl p2) renvoiele
couple (pl,p2} si pl est en bas & gauche de p2 et le couple (p2,pl) si p2 est en bas & gauche
de pl.

Question 1LY Ecrire en CaML une fonction extremes de type suite -> (point * point}
telle que l'appel (extremes e}, surun ensemble non vide de points e, renvoie un couple de points

(b, h) de I'ensemble e b et h doivent étre les points en bas & gauche et en haut a droite par
rapport aux points contenus dans e. Cette fonction devra étre récursive ou faire appel a des fonctions
auxiliaires récursives.

Question I1.10 Expliquer la fonction ext remes proposée pour la question précédente.

Question IL.11 Soit P un ensemble de points, soit B € P le point en bas & gauche de P, soit H € P
le point en haut & droite de P; montrer que B et H sont des sommets de U'enveloppe convexe Ec(P).

Théoréme LI.1 Soit P un ensemble de points; soient :
— Pp les points & droite de la droite (B,H) n’appartenant pas a (B, H),
~ Pg les points a gauche de la droite { B,H) n’appartenant pas & (B,H),
~ Pay les points de \B,H]|,

alors {B} U Pp U {H} U Py U Pay forme une partition disjointe de P

et E(P) = Ec({BH} UPp) UE({BH} UPg).

Exemple 11.3 L’ensemble de points P de 'exemple I1.1 est partitionné en :
- B ={1,0)
- H =(3,6)
- Pp = {(5:4),(3.2),(4,1).(53).(6.5)}
= Pg = {(0,3),(1,5),(2.4)}
- ,pg;;( = @

Question IL.12 Montrer que la relation d’ordre polaire < g est une relation d’ordre total sur
Pp U Py U {H}



4 Algorithme de Jarvis : Génération des sommets

L’algorithme étudié dans cette partic est dii 4 Jarvis. I est dérivé de la construction de 'ensemble
des arétes composant le contour de "enveloppe convexe. Il repose sur le fait que les sommets d'un
polygone convexe se trouvent soit tous 2 droite, soit tous 4 gauche de chaque aréte du polygone.

Théoreme I1.2 Un polvgone S de sommets {s,, ... $n) est convexe si et seulement si, pour toute
aréte [5¢,8:41), les autres sommets de 8 sont, soit tous & gauche (contour positif), soit tous a droite
(contour négatif) par rapport & la droite {5;,%,41)-

L’algorithme initial proposé par Jarvis consiste & engendrer tous les segments possibles connectant
deux points de I'ensemble, puis & éliminer les segments qui ne sont pas des arétes. Cet algorithme est
trop cofiteux pour étre utilisé pratiquement. Nous allons étudier une variante permettant d’éviter la
construction de tous les segments potentiels.

Cette variante est basée sur la méme propriété des arétes. Elle consiste 2 choisir un premier som-
met, puis & construire 'enveloppe en parcourant le contour positif.

L’ensemble P est partitionné selon le théoréme 11.1.

Nous allons étudier le traitement de la partic droite Pp de P en partant du point en bas i gauche
B. Le traitement de la partie gauche Py sera symétrigue en partant du point en haut 4 droite H.

Notons {(s;,... 9.) les sommets de E({B,H} & Pp). Nous avons montré dans la question 1111
que s; = B ets, = H. Nous allons construire s, ...,$,..; selon la relation suivante : 5,4, est le
minimum de Pp \ {s,...,5} selon <,,. Montrons dans unc premicre éape la comrection de cette
technique :

E({B.H}UPp)

Question IL14 Soit1 < ¢ < n, soient {81, . .. ,8;) les i premiers sommets de Ec({ B.H} U Pp), soit p
le minimum de (PpU{H})\ {s1,. .. .5} selon <, ; montrer que p est un sommet de E{{B . H}UPp).

Question 1118 Déduire des questions précédentes que (s1,. .. .5q) est la suite des sommets de
E({BH}YUPp).

Question 1116 Ecrire en CaML une fonction min_polaire de type

point -> suite -> (point * guite) telle que U'appel (minpolaire o e}, surun
ensemble nan vide de points e, renvoie un couple (p, r) composé du point p, minimum dans Uen-
semble e selon Uordre <, et du reste rde Uensemble & privé de p. Cette fonction devra étre récursive
ou faire appel a des fonctions muxiliires récursives.

Question IL17 Expliquer la fonction min polaire proposée pour la question précédente.

Question 1118 Calculer une estimation de la complexité de la fonction min.polaire en fonction
de la 1aille de la liste e Cette estimation ne prendra en compte que le nombre d’appels récarsifs
effectués.

Question I1.19 Ecrire en CaML une fonction demi_jarvis de type

point ~-> point ~> suite -> suitetelle que appel (demi_ jarvis b h e} avece
un ensemble de points situés & droite de la droite {bh), renvoie la suite {sy, ... ,s,) composée de
points pris dans & U {bh} avee :

-~ 8 =Db,
~ 8y = h,
~ 843 estle minimum de (e U {h})\ {s1,... 8} selon <, (aveci < n).
Cette fonction devra étre récursive ou faire appel a des fonctions auxiliaires récursives.

Question 11.20 Expliquer la fonction demi.jarvis proposée pour la question précédente.

Question IL.21 Calculer une estimation de la complexité de la fonction demi.jarvis en fonction
de la taille de U'ensemble e et du nombre de sommets de Uenveloppe convexe 1. Cette estimation ne
prendra en compte que le nombre d’appels récursifs effectués.

Question 1122 Ecrire en CaML une fonction jarvisde type suite -> suiteftelle que l'appel

{jarvis e}, sur un ensemble de points e contenant au moins trois poinis, renvoie la suite des
points composant {’enveloppe convexe des points contenus dans 'ensemble e. Cete fonction devra
étre récursive ou faire appel a des fonctions auxiliaires récursives.

Question I1.23 Expliquer la fonction jarvis proposée pour la question précédente.

Question I1.24 Calculer une estimation de la complexité de la fonction jarvis en fonction de la
taille de 'ensemble e. Cette estimation ne prendra en compte que le nombre d’appels récursifs effec-
tués.



Partie II : Algorithmique et programmation en PASCAL

Cette partie doit étre traitée par les étudiants gui ont utilisé le langage PASCAL dans le cadre des
enseignements d’informatique. Les fonctions €crites devront étre récursives ou faire appel 3 des
fonctions auxiliaires récursives. Elles ne devront pas utiliser d’instructions itératives (for, while,
repeat,...).

L’explication du comportement d’une fonction doit au moins expliciter :
- L'objectif général,
- Le role des paramétres de la fonction,
- Le résultat renvoyé par la fonction,
~ Le role des variables locales 4 la fonction,
- Le principe de Valgorithme,
~ La terminaison du calcul quels que soient les valeurs des parametres.

Les approximations introduites lors de Ia conversion d’images analogiques continues en images
numérigues discontinues transforment souvent une partie continue de I'image en un nuage de points
disjoints. Nous allons étudier dans cette partie une technique exploitée en traitement d’images numé-
riques pour régénérer les parties continues : la construction de I"enveloppe convexe d'un ensemble de

points.

1 Représentation du probléme

1.1 Notations

Nous nous plagons dans un espace euclidien orienté de dimension 2 muni d'un repre (O,1,J).

- {p,q) représente la droite passant par les points p et g,
- |p.q! représente le segment d’extrémités p et ¢ et Ip,gl= [p.g] \ {p.u}

- jgF est I'angle oricnté entre les vecteurs ?jﬁ et 6? également noté qﬁ

1.2 Rappels

Déf. I1.1 (Enveloppe convexe) Soit P un ensemble de points; I'enveloppe convexe de P, notée Eo{P),
est le plus petit des ensembles convexes contenant P. Dans le cas ot P est un ensemble fini, ce que
nous supposons dans la suite, nous admettrons que E¢(P) est un polygone convexe caractérisé par
ses sommets : une suite S = (s1,....s,) composée de points de P. Les points de £.(P) sont alors
des barycentres a coefficients positifs des points de S, ¢’est-a-dire :

i 13 Y
. e o - T
p € EAPY & Fmbicn i 2 0, L my # 0, Z_ mps; = 0
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Les points de la suite 8 sont ordonnés de maniére a ce que :
- les segments [s,,s,+,] sont fes ardtes du polvgone convexe {avec sq1 = 83), ils forment une
ligne polygonale : le contaur du polygone,
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~ le contour du polygone est positif, ¢'est-a-dire orientéd dans le sens direct.

Exemple I1.1 Le schéma suivant représente en hachuré Ienveloppe convexe £,(P) d'un ensemble de
points P = {(0,3),(1,0),{1,5).(2,4),(5,4).(3,2),{3.6).(4,1),(6,5}.(5.3)}. Les sommets de Ec{P) sont

1.3 Codage en PASCAL

Un point est représenté par le type de base POINT.

Un ensemble, une liste, une suite de points sont représentés par le type de base SUITE.

Nous supposons prédéfinies Ies constantes et les fonctions suivantes dont le calcul se termine
quelles que soient les valeurs de leurs paramétres. Elles pourront éventuellement étre utilisées dans
les réponses aux questions :

~ FUNCTION P_Creer{a,o:INTEGER):POINT; renvoie un point dont I'abscisse est a et
I"'ordonnée o,

- FUNCTION P.Abs{p:POINT) : INTEGER; renvoie I'abscisse de p,

~ FUNCTION P.Ord(p:POINT) :INTEGER; renvoie ordonnée de p,

- NIL représente la suite vide de points,

— FUNCTION S.Ajouter (p:POINT;s:SUITE) : SUITE; renvoic une suite de points com-
posée d'un premier point p et du reste de la suite contenu dans s,

- FUNCTION S.Premier (s:SUITE):POINT; renvoie le premier point de la suite s,

~ FUNCTION S_Reste(s:SUITE) :SUITE; renvoie le reste de la suite s privée de son pre-
mier point,

— FUNCTION S.Juxtaposer(sl,s2:SUITE):SUITE; renvoie ia suite composée de la
suite 51 suivie de la suite s2.

Exemple 11.2 L’ensemble de poinis P de U'exemple 11.1 est représenté par la lisie :

S_Ajouter{ P_Creer{(,3), S_Ajouter( P_Creer(l,{),
S_Ajouter{ P_Creer{(l,5}, S_Aijouter{ PF_(reeri2,4},
S_Ajouter{ P_Creer(5,4), S_Ajouter{ P _Creer{3,2),
S _Ajouter{ P_Creer(3,6), S_Ajouter{ P_Creerid,l),
S_Ajouter{ P_Creer{6,%}, S_Ajouter( P_Creer{5,3), NIL)}}I}¥3}}) 1



L’enveloppe convexe de P est représentée par la liste :

S_Ajouter{ P_Creer(1l,0), S_Ajouter{ P_Creer{4,1l),
3 _Ajouter{ P_Creer(6,5), S_Ajouter({ P _Creer{(3,6),
S_Ajouter( P_Creer(l,5), S_Ajouter{ P_Creer({0,3}, NIL})}}}))

1.4 Produit croisé et fonctions trigonométriques

Les algorithmes que nous allons étudier reposent sur des propriétés trigonométriques. Le calcul
informatique de fonctions trigonométriques est en général cofitcux ct source de nombreuses approxi-
mations. Pour éviter leur utilisation, nous allons exploiter le produit croisé qui permet ia comparaison
d’angles entre vecteurs sans calculer effectivement ces angles.

DéE. 112 (Produit croisé) Le produit croisé de trois points p, ¢ et v est égal au produit mixte des
vecteurs Gb et GF, cest-a-dire : [p,g.r] = Det{gh,qt).

Question IL1 Soient p, q et v trois points distincts; montrer que :
L pgr > 0« pir €07,

3. pg.ri = 0« p, qetr sont alignés,

Question IL.2 Ecrire en PASCAL une fonction croise(p,q, r: POINT) : INTEGER, telle que
Pappel croise(p, q, r) renvoie la valeur de [p,q.r..

1.5 Séparation du plan par une droite

DéL. 11.3 Soient p et g, deux points distincts; Uensemble des points & gauche de la droite (p,q)} est

Question I1.3 Ecrire en PASCAL une Jonction a_gauche (p, q: POINT; €: SUITE)} : SUITE
telle que I'appel a.gauche (p, q, e) renvoie une liste composée de tous les points de U'ensemble e
qui :

~ n'appartiennent pas & la droite {p,q),

~ se trouvent & gauche de la draite (p,q).
Cette fonction devra étre récursive ou faire appel a des fonctions auxiliaires récursives.

Question 114 Expliguer la fonction a_gauche proposée pour la question précédente.

Question IL5 Calculer une estimation de la complexité de la fonction a_gauche en fonction de
la taille de I’ensemble e. Cette estimation ne prendra en compte gue le nombre d’appels récursifs
effectués.

Un triplet de suites de points est représenté par le type de base TRIPLET.

Nous supposons prédéfinies les constantes et les fonctions suivantes dont le calcul se termine
quelles que sofent les valeurs de leurs paramétres. Elles pourront éventuellement &tre utilisées dans
les réponses aux questions :

— FUNCTION T.Creer{sl,s2,s3:SUITE):TRIPLET; renvoic un triplet dont les éléments
sont 51, s2 et s3,

FUNCTION T.Un(t:TRIPLET]} :SUITE; renvoie le premier élément de t,

FUNCTION T.Deux (t:TRIPLET) :SUITE; renvoic le deuxidme éiément de t,
FUNCTION T.Trois{t:TRIPLET} :SUITE,; renvoie le troisiéme élément de t.

i

H

Question 1.6 Modifier la fonction précédente pour définir en PASCAL une fonction
separation{p,q:POINT;e:SUITE} : TRIPLET; telle que I'appel separation(p,q.,e)
renvoie un triplet T.Creer {g,d, a) de listes composées de tous les points de Uensemble e qui :

— sont distinctsde pet q,

~ se trouvent & gauche de la droite {p.q) pour la liste g,

— se trouvent & droite de la droite {p.q) pour la liste 4,

— appartiennent & la droite (p.q) pour la liste a.
Cette fonction devra étre récursive ou faire appel & des fonctions auxiliaires récursives.

2 Relation d’ordre polaire

La technique de construction d’enveloppes convexes étudiée dans les parties suivantes repose sur
{"utilisation d’une relation d’ordre polaire pour trier les sommets de P.

Déf. 11.4 (Relation ‘fl’ordre polairel Soit O un pi)im; la );e_l;ation <o sur un ensemble £ est définie
par:p <o q & (pOq €]0,7() v {(pOq = 0) A (1 Op{| > [|Oql)).

Question 11.7 Ecrire en PASCAL une fonction ordre_polaire(o,p,q: POINT) : BOOLEAN;
telle que l'appel ordre polaire (o, p, q) renvoie la valeur vraie sip <, q.

3 Décomposition en sous-problémes disjoints

Pour simplifier la construction de relations d’ordre total & partir de relations d’ordre polaire, nous
allons décomposer le probléme en deux sous-problémes disjoints séparés par 1a droite reliant le point
le plus bas 4 gauche de P et le point le plus haut i droite de P.

Déf. IL5 (Point en bas & gauche, en haut & droite) Soiens p et g deux points; p est en bas 2 gauche
de q{et g est alors en haut & droite de p) si et seulement 5i (4, < yg) V ({4 = yg) A (2, < 2,)). Certe
notion est étendue a des ensembles de points en prenant le minimum et le maximum de Uensemble
selon la relation d’ordre précédente.

Un couple de points est représenté par le type de base COUPLE.

Nous supposons prédéfinies les constantes et les fonctions suivantes dont le calcul se termine
quelles que soient les valeurs de leurs parametres. Elles pourront éventueliement étre utilisées dans
les réponses aux questions :

— FUNCTION C.Creer (pl, p2:POINT} :COUPLE; renvoie un couple dont les éléments sont
pletp2,
~ FUNCTION C.Un({c:COUPLE)} : POINT; renvoie le premier élément de ¢,
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- FUNCTION C.Ddeux {c:COUPLE) : POINT; renvoie le second élément de c.

Question IL8 Ecrire en PASCAL une fonction extreme (pl, p2: POINT) : COUPLE; telle que
Pappel extreme (pl, p2) renvoie le couple C.Creer(pl, p2) si pl est en bas & gauche de p2
et le couple C.Creer (p2, pl) sinon {dans ce cas, p2 est en bas & gauche de pl).

Question IL9 Ecrire en PASCAL une fonction extremes { e : SUITE) : COUPLE; telle que I'appel
extremes (e), sur un ensemble non vide de points e, renvoie un couple de points C.Creer (b, h)}
de I'ensemble e. b et h sont les point en bas & gauche et en hawt a droite par rapport aux points
contenus dans e. Cette fonction devra étre récursive ou faire appel a des fonctions auxiliaires récur-
sives.

Question 1110 Expliquer la fonction extremes proposée pour la question précédente.

Question IL11 Soit P un ensemble de points, soit B & P le point en bas & gauche de P, soit H ¢ P
le point en haut & droite de P; montrer que B et H sont des sominets de I'enveloppe convexe E:(P).

Théoreme IL1 Soit P un ensemble de points; soient :
~ Pp les points a droite de la droite (B, I} n’appartenant pas a (B.H),
~ Pg les points & gauche de la droite { B,H) n’appartenant pas a (B H),
— Puy les points de (B H|,

alors { B} U Pp ) {H} 1Py U Pyy forme une partition disjointe de P

e &e(P) = 6&({B;H} UPplu SL({B,H} UPg).

Exemple 113 L'ensembie de points P de 'exemple H.1 est partitionné en :
- B=(10)
- H = (3,6)
~Pp = {(554%(3;2_\);{4.1)y(5;3).(615)}
- Pg = {(0,3),(!,5),(2,4)}
~ Ppy =@

Question IL12 Montrer que la relation d'ordre polaire < g est une relation d’ordre total sur
Pp Py J {]{}

4 Algorithme de Jarvis : Génération des sommets

L algorithme étudié dans cette partie est dd & Jarvis. Il est dérivé de la construction de 'ensemble
des arétes composant e contour de Penveloppe convexe. 1l repose sur ie fait gue les sommets d'un
polygone convexe se trouvent soit tous 3 droite, soit tous & gauche de chaque aréte du polygone.

Théoreme 11.2 Un polygone S de sommets (sy,...,8,) est convexe si el seulement si, pour toute
aréte [s,v,s,-“}, les autres sommets de S sont, soit tous & gauche {contour positif), soit tous & droite
{contour négatif} par rapport & la droite (5,.5:41).
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{’algorithme initial propos€ par Jarvis consiste 2 engendrer tous les segments possibles connectant
deux points de I’ensemble, puis 2 éliminer les segments qui ne sont pas des arétes. Cet algorithme est
trop coiiteux pour &tre utifisé pratiquement. Nous allons étudier une variante permettant d'éviter la
construction de tous les segments potentiels.

Cette variante est basée sur la méme propriété des arétes. Elle consiste a choisir un premier som-
met, puis a construire I"enveloppe en parcourant le contour positif.

L ensemble P est partitionné selon le théoreme 11.1.

Nous allons étudier le traitement de la partie droite Pp de P en partant du point en bas 4 gauche
B. Le traitement de 1a partie gauche Py sera symétrique en partant du point en haut 3 droite J1.

Notons (s, ...,5,) les sommets de £({ B,H} U Pp). Nous avons montré dans la question 1111
que 5y = Bets, = H. Nous allons construire s,,...,5,-; selon la relation suivante : 5.4; est le
minimum de Pp \ {s4,...,s;} selon <,,. Montrons dans une premiére étape ia correction de cette
technique :

Question 11.13 Soit p le minimum de Pp ‘s {H} selon <g; montrer que p est un sommet de

Question I1.14 Soit | < i < n, soient (s1....,s;} les i premiers sommets de £c({ B H} U Pp), soitp
le minimum de (PpU{H})\ {s1,...,8} selon <,,; montrer que p est un sommet de Ec{{B.H}UPp).

Question 11.15 Déduire des questions précédentes que (3y, . .. s, ) est la suite des sommets de
Ec({B.H} UPp).

Question IL.16 Ecrire en PASCAL une fonction min.polaire (o:POINT;e:SUITE} : SUITE
telle gue lappel min_polaire(o, e), sur un ensemble non vide de points, renvoie une suite
S_Ajouter (p, r) composée d’un premier point p, minimum dans I'ensemble e selon lordre <, et
du reste r composé des poinis de e privé de p. Cette fonction devra tre récursive ou faire appel &
des fonctions auxiliaires récursives.

Question 11.17 Expliguer la fonction min_polaizre proposée pour la question précédente.

Question I1.18 Calculer une estimation de la complexité de la fonction min_polaire en fonction
de la taille de la liste e. Cette estimation ne prendra en compte que le nombre d’appels récursifs
effectués.

Question [1.19 Ecrire en PASCAL une fonction demi.jarvis (b, h: POINT; e:SUITE} : SUITE;
telle que U'appel demi_jarvis (b, h, e) avec e un ensemble de points situés & droite de la droite

{b,h), renvoie la suite sy, ... .s,) composée de points pris dans e U {b,h} avec :
~ %3 =D,
— &y = h,
~ 51 est le minimum de (e U {n})\ {s;,. ...} selon <, (aveci < n).

Cette fonction devra étre récursive ou faire appel & des foncrions auxiliaires récursives.
Question 1120 Expliquer la fonction demi_jarvis proposée pour la question précédente.

Question I1.21 Calculer une estimation de la complexité de la fonction demi_jarvis en fonction
de la taille de P'ensemble e et du nombre de sommets de enveloppe convexe n. Cette estimation ne
prendra en compte que le nombre d’appels récursifs effectués.
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Question 1122 Ecrire en PASCAL une fonction jarvis (e:SUITE) : SUITE; telle que | ‘appel
Jarvis (e}, sur un ensemble e contenant au moins trois points, renvoie la suite des points compo-
sant ['enveloppe convexe des points contenus dans Pensemble e. Cette fonction devra étre récursive
ou faire appel a des fonctions auxiliaires récursives.

Question IL.23 Expliquer la fonction jarvis proposée pour la question précédente.

Question 1124 Calculer une estimation de la complexité de la fonction jarvis en fonction de la
taille de ’ensemble e. Cette estimation ne prendra en compte que le nombre d’appels récursifs effec-
tués.

i6



Partie III : Automates et langages

Le but de cet exercice est 1étude des propriétés de "opération d’inversion d’un automate.

Pour simplifier I'exercice, nous considérerons uniquement des automates qui ne possédent pas de
transitions arbitraires ¢. Les résultats étudiés sont également valides daus ces cas-14, mais 1a formali-
sation et la construction des preuves sont plus complexes.

Soit I'alphabet X, un ensemble de symboles, soit A (parfois noté abusivement avec le méme
symbole que la transition arbitraire ¢) le symbole représentant le mot vide (A ¢ X)), soit X* I'en-
semble des mots composés de symboles de X {A € X™); un automate fini sur X est un quintuplet

= (Q,X.1,T v} composé de :

~ Un ensemble d’états : (2,

- Un ensemble d’états initiaux : [ C ¢,

-~ Un ensemble d'états terminaux : T £ ¢,

— Une relation de transition : v C X x { x Q.

Remarquons que v est souvent notée sous la forme d'une fonction totale de transition § € X x
Q - P(Q) dont les valeurs sont définies par :

Vre X, Vge Q. 8zq) = {d €Q(zgqd) €}

La notation v, contrairement a §, est symétrique. Cette propriété simplifie la formalisation et la
construction des preuves.

Les valeurs de la relation de transition v seront représentées par un graphe dont les neuds sont les
éuats. Un état initial sera entouré d'un cercle (z i jetun état final sera entouré d’un double cercle @
Une aréte étiquetée par le symbole z € X ira de 'état ¢ 2 I'état ¢ si et seulement si {x.9.¢") € 7.

Soit 4* Vextension de ¥ 4 X* x ¢ » @ définie par:

Vge Q. (Agg) ey ,
Vre X, VgeQ. V¢ € Q. (zad)} v & {294V €y
Vie X,¥me€ X" Vee Q. V¢ € Q, (z.my ) € v & 3¢" € Q, (z94" €vA (mg'd) €7

Le langage sur X * reconnu par un automate fini est :
LAy={me X" \qgr el greT, magar) €7}

DéL. TI1L1 (Etat accessible} Soit "automae fini A = (Q.X,1.T,7), ¢ € ) est accessible si et seule-
ment sidgy ¢ 1, dm € X, mqr.9) € ¥

Déf. 1112 (LEtat co-accessible) Soit automate fini A = {Q. X1, T ), q € Q est co-accessible si et
seulement si 3gr € T, 3m € X, (mgqr) € ¥

Nous considérerons uniquement dans cet exercice des automates dont tous les €tats sont acces-
sibles et co-accessibles.
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1 Etude de ’exemple £

Soit Pautomate fini £ = ({A,B,C.D,E},{a,b},{A},{D}.7:) dont la relation de transition est
représentée par Ic graphe :

Question LY Donner sans la justifier une expression réguliere ou ensembliste représentant le lan-
gage reconnu par £.

2 Opération d’inversion d’un automate : A™!
Soit 'opération interne d’inversion d’un automate fini définie par :

Déf. L3 Soit A = (Q.X,1,T,y) un automate fini, I'automate B = A7, inverse de Uautomate A,
est défini par :

B=(QXTIn)
Vze X,VeeQ, V¢ € Q, (xqd) v & (04,9 €7

Question I1L.2 Construire 'automate £,

Question 1IL.3 Justifier que Pautomate £ est non déterministe puis le déterminiser (seuls les érats
et les transitions utiles, ¢’est-a-dire accessibles depuis les états mmaux et co-accessibles depuis les
états terminaux, devront éure construits). 1 automate obtenu est noté £~

Question I11.4 Caractériser le langage reconnu par £ par une expression réguliére ou ensembliste.
Comparer ce langage avec le langage reconnu par £.

Question LS Construire Uautomate €1 '

s p s Pt . . , . o
Question IIL.6 Justifier que Uautomate £} est non déterministe puis le déterminiser (seuls les
états et les transitions utiles, ¢’est-a-dire accessibles depuis les états initiaux et co-accessibles depuis

les états terminaux, devront étre construits). L'automate obteny est noté £

o

Question IIL.7 Caractériser le langage reconnu par & £ " par une expression réguliére ou ensem-
bliste. Comparer ce langage avec le langage reconnu par €.
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3 Etude de ’automate inverse
Question I1L.8 Montrer que :
i3 I

Yme X Vre X,V €Q. Y eQ, (maggdley 3" e (magdev Alx g )€

DéL. 1114 L’opération d’inversion de mots sur X* est définie par :

At=A

vz ¢ X, Vme X*, (J;.m)“l =l
Question 1LY Montrer que : ¥m € X* Vg € Q,¥¢ € Q, (mg.¢') € v > (m ¢ g) e v 1.
Question HL10 Quelle relation liant les langages reconnus par A et A~ peut-on en déduire ?

Fin de Pénoncé



