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Le candidat est invité à formuler toute hypothèse qui lui semblerait nécessaire pour pouvoir 
répondre aux questions posées. 

ETUDE D’UN CENTRE D’USINAGE « 5 AXES » 

Mise en situation : 
L’usinage est une étape de fabrication d’une pièce par enlèvement de matière. C’est une 
opération de base dans la fabrication de produits pour l’industrie mécanique. Le moyen de 
production associé à ces opérations d’usinage est une machine outil ou un centre d’usinage. 

La génération d’une surface par 
enlèvement de matière est obtenue 
grâce à un outil muni d’au moins une 
arète coupante. L’outil se déplace 
par rapport à la pièce installée sur la 
machine outil. C’est le mouvement 
d’avance.

Le fraisage est un procédé d’usinage 
particulier dans lequel l’outil doit en 
plus tourner sur lui-même par rapport 
au bâti de la machine outil pour 
pouvoir couper la matière. C’est le 
mouvement de coupe. 

Des contraintes d’accessibilité pour 
l’usinage de formes complexes justifient 
l’utilisation de machines outils spécifiques 
capables d’engendrer plusieurs 
mouvements relatifs : 

• des translations de l’outil par 
rapport à la pièce dans les 3 
directions orthogonales, 

• des rotations de l’axe de l’outil par 
rapport à la pièce autour de 2 
directions.

Figure 1 : Opération de fraisage de forme complexe 

Outil

Pièce

Figure 2 : Exemple de pièce de forme complexe 
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Un « axe » sur une machine outil est un ensemble qui gère un des mouvements d’avance de 
l’outil par rapport à la pièce. Un « axe » est composé d’une partie commande et d’une partie 
opérative. Cette partie opérative est généralement constituée : 

• d’un modulateur d’énergie (c’est le préactionneur), 

• d’un moteur (c’est l’actionneur), 

• d’un mobile (c’est l’élément dont on veut commander le déplacement), 

• d’un système de transformation de mouvement entre le moteur et le mobile, 

• de capteurs (généralement un capteur de vitesse et un capteur de position). 

Le centre d’usinage « 5 axes » HSM 600U de la société Mikron, permet l’obtention de 
formes complexes. Il est constitué d’un bâti supportant : 

• 2 « axes » pour la mise en mouvement de l’outil par rapport au bâti. Ces 2 translations 
sont notées « Y » et « Z », 

• 3 « axes » pour la mise en mouvement de la pièce par rapport au bâti. Une troisième 
translation est notée « X » et les 2 rotations sont notées « B » et « C », 

• un dispositif de mise en rotation de l’outil autour de son axe géométrique par rapport 
au bâti. Cette rotation générant le mouvement de coupe ne sera pas étudiée.

«Y»

«Z»

«X»

«B»

«C»

Pièce Bâti

Outil

Figure 3 : Vue globale du centre d’usinage avec repérage des « axes »
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FAST descriptif partiel du centre d’usinage « 5 axes » : 

FS1 Usiner des formes 
complexes sur une 
pièce à l'aide d'un outil

FT1 Positionner et maintenir 
la pièce sur son support

FT2 Animer l’outil d’un 
mouvement de rotation 
autour de son axe 

FT3 Contrôler les positions 
relatives de l’outil par 
rapport à la pièce.

FT31 Déplacer l’outil par rapport 
au bâti (2 translations :    
« Y » et « Z »)

FT32 Déplacer et orienter la pièce 
par rapport au bâti  (1 
translation : « X » et 2 
rotations : « B » et « C »)

FT33 Coordonner les différents 
déplacements.

Non développé

Non développé

Partie 1 : Etude de la fonction technique FT3 (Contrôler les positions 
relatives de l’outil par rapport à la pièce) : 

L’objectif de cette partie est d’exprimer la vitesse d’un point de l’extrémité de l’outil par 
rapport à la pièce en fonction du paramétrage proposé. 

1-1- Etude de la fonction technique FT31 (Déplacer l’outil par rapport au bâti) : 
Performances des axes « Y » et « Z » du centre d’usinage : 

Variable Course Vitesse maximale Couple moteur 
Axe « Y » (transversal) y(t) 600 mm 40 m/min 42 Nm 

Axe « Z » (vertical) z(t) 500 mm 40 m/min Non communiqué 

La course du mobile dans chaque direction est égale à l’amplitude maximale de ses 
déplacements dans cette direction. 
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Masse Repères associés 
Solide S3 M3 R3 = ),,,( 3333 zyxO
Solide S4 M4 R4 = ),,,( 3334 zyxO
Solide S5 M5 R5 = ),,,( 3335 zyxO

1- Définir et caractériser le lieu géométrique du point O5 à l'extrémité de l’outil, dans son 
mouvement par rapport au repère R3, lorsque l’on commande les axes « Y » et « Z ». 

2- Exprimer 53OO  dans la base du référentiel R3. 

3- Donner l’expression, dans la base du référentiel R3, de la vitesse du point O5 lié à S5, 
dans son mouvement par rapport à R3 en fonction de z,y . Ce vecteur vitesse sera noté : 

3R/5SO5
V ∈

4- Calculer la valeur maximale de la norme du vecteur vitesse du point O5, lié à S5 dans son 
mouvement par rapport à R3. 
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1-2- Etude de la fonction technique FT32 (Déplacer et orienter la pièce par rapport 
au bâti) : 

Figure 5 : Vue partielle du centre d’usinage : axes « X », « B » et « C » 

Performances des axes « X », « B » et « C » du centre d’usinage : 

Variable Course Vitesse
maximale

Accélération 
angulaire
maximale

Couple moteur 

Axe « X » x(t) 800 mm 40 m/min   Non communiqué 
Axe « B » 1(t) + 30° / - 110° 150 tours/min 50 rd/s2 640 Nm 
Axe « C » 0(t) 360° 250 tours/min 100 rd/s2 340 Nm 
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Figure 6 : Schéma cinématique, fonction technique FT32 : déplacer et orienter la pièce par 
rapport au bâti 

33 xx(t)AO ⋅=

322 zlAO ⋅=

3112 ylOO ⋅−=

0001 zlOO ⋅=

Masse Repères associés 
Solide  S0

 (la pièce usinée et son support)  M0 R0 = ),,,( 0000 zyxO

Solide S1 M1 R1 = ),,,( 1111 zyxO
Solide S2 M2 R2 = ),,,( 3332 zyxO
Solide S3 M3 R3 = ),,,( 3333 zyxO

5- Définir et caractériser le lieu géométrique du point O2, appartenant à S2, dans son 
mouvement par rapport à R3, lorsque l’on commande la translation sur l’axe « X ». 

S0 est en liaison pivot avec S1. Ce dernier est lui-même en liaison pivot avec S2. 

6- En analysant les mouvements, sans calculs, donner le nom de la liaison cinématiquement 
équivalente entre S0 et S2 ? Dessiner la représentation normalisée de cette liaison en 
précisant son centre et ses axes remarquables. 

1
3x

3z 1z 0

10 zz = 1x

0y

0x

1x
31 yy =

1y
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Par la suite, pour exprimer le torseur cinématique 
associé à la liaison Lk entre les solides Si et Sj, 
exprimé en A et projeté dans la base ),,( zyx , on
utilisera la notation ci-contre : 

7- Ecrire, sous sa forme générale, le torseur cinématique associé à la liaison équivalente Leq 
entre S0 et S2 , exprimé en son centre et projeté dans la base du repère R1.  

8- Définir et caratériser le lieu géométrique du point O0, appartenant à S0, dans son 
mouvement par rapport au repère R3, quand on ne commande que les rotations des axes 
« B » et « C »

9- Exprimer 03OO dans la base du référentiel R3. 

10- Donner l’expression, dans la base du référentiel R3, de la vitesse du point O0 lié à S0, 
dans son mouvement par rapport à R3 en fonction de x,,,l 110 . Ce vecteur vitesse sera 

noté : 3R/0SO0
V ∈

11- Calculer la valeur maximale de la norme de ce vecteur vitesse si l0 = 0,1m. 

1-3- Etude de l’association des fonctions techniques FT31 et FT32 : 
Schématisation complète de la machine : 
Il convient de composer les parties 1-1 et 1-2 pour obtenir la cinématique complète du centre 
d’usinage « 5 axes ». 

{ }
)z,y,x,A(k

k

k

k

k

k
k

A w
v
u

r
q
p

L
Si/SjV =
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12- Définir et caractériser le lieu géométrique du point O5, extrémité de l’outil, par rapport à 
R2, lorsque l’on commande les axes « X », « Y » et « Z » ? Illustrer par une 
représentation schématique. 

La surface usinée est définie comme un ensemble de points M de coordonnées (xM , yM , zM)
dans le repère R0. 

On notera S0/R3MV ∈  le vecteur vitesse du point M lié à S0, dans son mouvement par 
rapport à R3. 

13- Exprimer le vecteur rotation )3R/0S(Ω  dans la base du référentiel R1 en fonction de 0θ

et de 1θ . Donner la relation entre les vecteurs vitesses S0/R3MV ∈ , S0/R3O0
V ∈  et 

)3R/0S(Ω .

14- Déterminer l’expression de la composante du vecteur vitesse S0/R3MV ∈  en projection 

sur 3y .

On notera pour la suite du sujet : S0/R3MV ∈ =

M

M

M

Vz
Vy
Vx

    où VxM, VyM et VzM sont les 

composantes du vecteur vitesse S0/R3MV ∈  exprimé dans la base du référentiel R3. 

15- Etablir la relation vectorielle donnant la vitesse de O5 appartenant à S5 dans son 

mouvement par rapport à S0, notée S5/R0O5
V ∈ , en fonction notamment des vecteurs 

précédemment déterminés : S5/R3O5
V ∈ , S0/R3MV ∈  et )3R/0S(Ω .

16- Le point O5 doit se déplacer sur la surface usinée définie comme le lieu des points M. 
Que devient alors cette relation ? Donner l’expression, dans la base du référentiel R3, 

de S5/R0O5
V ∈ .

En phase d’usinage, on va considérer que le point O5 se déplace sur la surface usinée (lieu 
des points M). Pour uniformiser la qualité de la forme usinée, la norme du vecteur vitesse de 
O5, dans son mouvement par rapport à la pièce, devra être constante. Cette contrainte 
participera à la définition des lois de variation de x(t) , y(t) , z(t), 1(t) et 0 (t). 
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Partie 2 : Etude de la fonction technique FT321 (Guider et entraîner en 
rotation l’axe « C ») :

L’objectif de cette partie est de déterminer les actions mécaniques exercées par S1 sur S0 
pour vérifier le dimensionnement du guidage en rotation et de la motorisation de l’axe « C ». 

Pendant l’usinage, le torseur représentant l’action mécanique exercée par l’outil sur la pièce 
au point M est supposé de la forme : 

( )
MpièceoutilF → =

0
0
0

Zc
Yc
Xc

  dans la base du repère R1. 

La position du point G0, centre d’inertie de l’ensemble S0, est définie dans R1 par : 

101 zhGO ⋅= . L’accélération de la pesanteur est : 3z.gg −=

17- Exprimer dans la base du référentiel R1, la résultante dynamique de S0 dans son 

mouvement par rapport à R3. Ce vecteur sera noté : )3R/0S(q
18- Exprimer X10, Y10 et Z10, les composantes dans la base du référentiel R1 de la résultante 

de toutes les actions mécaniques exercées par S1 sur S0. Cette résultante sera notée : 

=→

10

10

10

0S1S

Z
Y
X

F

La matrice d’inertie de l’ensemble S0 écrite en son centre d’inertie G0 est supposée de la 

forme : [ ] =

0

0

0

O

C00
0B0
00A

)0S,G(I  matrice exprimée dans la base ),,( 000 zyx .

On assimile l’ensemble S0 à un cylindre de révolution, d’axe ),( 01 zO .

19- Justifier la forme diagonale de la matrice d’inertie. 

20- Que vaut cette matrice d’inertie exprimée au même point G0 mais dans la base 
)z,y,x( 111 ?

21- Exprimer dans la base du référentiel R1, le moment cinétique de l’ensemble S0 dans son 
mouvement par rapport à R3, au point G0. Ce moment cinétique sera noté : 

)3R/0S(G 0
σ

22- Exprimer dans la base du référentiel R1, le moment dynamique de l’ensemble S0 dans 
son mouvement par rapport à R3, au point G0. Ce moment dynamique sera noté : 

)3R/0S(G 0
δ
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23- Indiquer la relation liant le moment dynamique de S0, au point O1, noté )3R/0S(O1
δ ,

dans son mouvement par rapport à R3, avec )3R/0S(G 0
δ  et )3R/0S(q . Déterminer 

alors )3R/0S(O1
δ  dans la base du référentiel R1. 

Pour la suite, les composantes du moment dynamique de S0, au point O1, dans son 
mouvement par rapport à R3, exprimées dans la base du référentiel R1, sont notées : 

δ
δ
δ

=δ
z
y
x

)3R/0S(O1

24- Si on considère que l’axe « C » n’est constitué que d’une liaison pivot parfaite et d’un 
moteur entrainant directement en rotation S0, déterminer l’expression du couple moteur, 
noté cmc, permettant la mise en mouvement de S0 autour de l’axe « C ». 

Partie 3 : Etude de la fonction technique FT311 (Guider et entraîner en 
translation l’axe « Y ») : 

L’objectif de cette partie est de vérifier les performances de la motorisation de l’axe « Y » 
dans deux configurations : en phase d’usinage à vitesse constante et en phase 
d’accélération maximale. 

La chaine cinématique de transformation du mouvement de rotation du moteur de l’axe « Y » 
en mouvement de translation horizontale est schématisée ci-dessous. 

Figure 8 : Schéma cinématique de l’axe « Y » 

Sauf indication contraire, on se place en phase d’usinage. 
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Données : 

• L’axe )y,(O 34  est parfaitement horizontal, 

• les liaisons sont supposées parfaites, 

• La vitesse de rotation du moteur par rapport au repère galiléen R3 est notée m ,

• Le moment d’inertie de la vis, par rapport à son axe de rotation est noté Jvis,

• Le moment d’inertie du rotor moteur par rapport à son axe de rotation est noté Jm,

• Le pas de la liaison hélicoïdale est noté P (en m/tour) 

Définition : 
Un ensemble de solides S est en mouvement sous l’action d’un moteur rotatif. 
Le moment d’inertie équivalent, rapporté à l’arbre moteur, de cet ensemble S est noté Jeq.
Ce moment d’inertie équivalent est défini par la relation 2

meq3 .J)R/S(T.2 ω=  où T(S/R3) est 

l’énergie cinétique galiléenne du système matériel S et mω  la vitesse de rotation galiléenne 
de l’arbre moteur. 

25- Exprimer le moment d’inertie équivalent Jeq, rapporté à l’arbre moteur, de l’ensemble des 
solides en mouvement sous l’action du moteur de l’axe « Y ».  

26- En déduire l’expression du couple, noté cmy, que le moteur doit développer. 

Pour la suite, on prendra : 

• Jvis = 7,5 . 10-4 m2 kg 

• Masse de S4 : M4 = 170 kg 

• Masse de S5 : M5 = 260 kg 

• Pas de la vis : P = 0,02 m/tour 

• Jm = 5 . 10-3 m2 kg

En phase d’usinage, on supposera que les actions mécaniques de l’outil sur la pièce se 
limitent à un glisseur s’opposant au mouvement et d’intensité Yc=100 N 

27- En phase d’usinage, à vitesse constante, calculer le couple, noté cmy, que le moteur doit 
développer.

28- En phase d’accélération maximale sur l’axe « Y », =y 10 m/s2, hors usinage, calculer le 
couple, noté cmy, que le moteur doit développer. 

29- Comparer l’incidence des effets dynamiques et des efforts de coupe sur le couple 
moteur.
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Partie 4 : Etude de l’aspect asservissement de la fonction technique 
FT31 (Déplacer l’outil par rapport au bâti) : 

En phase de travail la machine outil pilote en même temps les 5 axes pour déplacer l’outil et 
la pièce selon les trajectoires attendues. A cause de limitations physiques et technologiques 
il y a sur chaque axe un écart entre la position attendue et la position obtenue qui se traduit 
par une erreur de géométrie sur la pièce fabriquée. 

Or il est couramment demandé une grande précision pour les pièces fabriquées par usinage. 
Certains domaines comme l’horlogerie exigent une précision au μm. De plus, la pression 
économique pousse les entreprises à réduire les temps de fabrication et donc à demander 
aux machines outils des déplacements les plus rapides possibles. 

Aussi, les fabricants de machines outils ont été poussés à développer des stratégies de 
commande de haute performance, comme la mise en vitesse progressive et la commande 
par anticipation. 

L’objectif de cette partie est de vérifier l’impact de ces 2 stratégies sur la précision. L’étude 
sera conduite sur l’axe « Y » dont une schématisation de la partie opérative est proposée à la 
figure 9 (voir également figures 3, 4 et 8). 

Rappel des performances des axes « Y » et « Z » : 

Avance rapide max. 40 m/min 
Accélération max. 10 m/s² 

Précision 10 μm 

Vis

(S4 + S5)

Actionneur
= moteur

P
ré

-
ac

tio
nn

eu
r

Energie

Commande

( u )

y

Ecrou

Figure 9 : Schématisation de la partie opérative de l’axe « Y » 

Notations générales : 

• u :  entrée de commande du préactionneur et donc de la partie opérative de 
l’axe « Y » 

• y, z :  positions par rapport au bâti de l’ensemble (S4 + S5) et en particulier du 
point O5 appartenant à l’outil, respectivement selon l’axe « Y » et l’axe « Z » 

• vY = y , vZ = z  : vitesses correspondantes 

4-1- Modélisation de l’axe « Y » : 
Il est nécessaire en premier lieu de modéliser le processus étudié. C’est l’objet de cette 
partie.

Le moteur et son préactionneur ne sont pas étudiés dans ce problème. On admettra qu’ils 
peuvent être modélisés par les fonctions de transfert données à la figure 10. 

Notations : 

• um :  tension d’alimentation du moteur 

• im :  courant moteur 

• cmy :  couple moteur 

• ωωm :  vitesse de rotation du moteur 
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• r : fonction de transfert de la chaîne cinématique de l’axe « Y » 

• Jeq :  moment d’inertie équivalent des éléments de la chaîne cinématique de l’axe 
« Y », rapporté à l’arbre moteur 

• cr :  couple résistant dû aux efforts d’usinage, rapporté à l’arbre moteur 

• Kpa : gain caractéristique du préactionneur 

• Ke, Te :  gain et constante de temps caractéristiques de la partie électrique du moteur 

• Kem :  gain caractéristique de la conversion électromécanique d’énergie du moteur 

La variable de Laplace est notée p et les transformées de Laplace des fonctions temporelles 
sont notées en majuscule comme par exemple : TL[y(t)] = Y(p) 

UmU CmyImKe

1 + Te.p
Ke

1 + Te.p
Kem

Préactionneur
Actionneur = moteur

Partie
électrique

Conversion
électromécanique

Kpa

Figure 10 : Modèles du préactionneur et de l’actionneur 

Il faut également modéliser la chaîne cinématique de l’axe « Y » étudiée dans la partie 3. 

La transformation de mouvement réalisée par le système vis écrou se traduit par la relation 
cinématique (E1) ci-dessous.

Les frottements visqueux étant négligeables devant les autres efforts, l’application au rotor 
du moteur du théorème du moment dynamique projeté selon son axe donne l’équation (E2) : 

(E1) (t)r.
dt
dy(t)

m=    (E2)
dt
(t)d.J(t)c(t)c m

eqrmy =−

30- En supposant les conditions initiales nulles, exprimer les relations (E1) et (E2) dans le 
domaine de Laplace. 

On admettra que la constante de temps Te est très petite devant d’autres paramètres et peut 
être négligée, d’où l’hypothèse valable pour toute la suite du sujet : Te = 0 s. 

31- Reproduire (Ne pas répondre sur le sujet !) et compléter alors le schéma bloc de la  
figure 11 qui représente le modèle de l’ensemble du processus. 

+_
YΩmU

Cr

Cmy

Figure 11 : Schéma bloc de l’ensemble du processus 

Le modèle obtenu est linéaire à 2 entrées, il est donc possible de lui appliquer le théorème 
de superposition. La réponse complète du modèle peut ainsi s’obtenir en 2 étapes avec 
sommation de la réponse à la consigne et de la réponse à la perturbation. Dans ce problème 
l’étude de la réponse à la perturbation cr n’étant pas traitée, on considèrera que : cr = 0 N.m. 

32- Dans ces conditions, écrire la fonction de transfert de la partie opérative de l’axe « Y » 

sous la forme : 
( )
( )

p

p

G
pU
pY = . Donner  et indiquer clairement l’expression du gain Gp en 

fonction de Kpa, Ke, Kem, r et Jeq.
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4-2- Simplification du schéma bloc de l’asservissement de l’axe « Y » : 
Le modèle de l’axe « Y » complet est représenté figure 12. Il comporte 3 boucles de 
rétroaction imbriquées qui permettent de contrôler le courant qui alimente le moteur, la 
vitesse de rotation, et la position y. 

L’objectif de cette partie est de simplifier ce schéma bloc. 

C(p) r
p+_+_

Yréf Y
+_+_+_+_ CΩ(p) Ci(p)

Kem

Jeq.p

Ωréf Iréf U Im Ωm

ki

kΩ

ky

Kpa.Ke

Figure 12 : Schéma bloc de l’asservissement en position de l’axe « Y » 

Les paramètres ou variables Yréf, Ωréf, Iréf, C(p), CΩ(p), Ci(p), ky, kΩ et ki sont volontairement 
non définis, leur identification faisant l’objet de la question 33. 

33- A partir de la figure 12 et pour la boucle de vitesse uniquement, identifier la variable de 
consigne, la fonction de transfert du correcteur et celle du capteur. Donner ensuite l’unité 
du gain du capteur en supposant que celui-ci délivre une tension. 

On suppose que les correcteurs de courant, de vitesse et de position sont purement 
proportionnels. Leurs gains sont notés respectivement Ci, CΩ, et C. 

34- Calculer le gain 
( )
( )pI
pIG

réf

m
i =  de la boucle de courant en fonction de ki, Ci, Kpa, et Ke.

35- Calculer alors la fonction de transfert de la boucle de vitesse et la mettre sous la forme : 
( )
( ) .pT1

G
p
p

réf

m
+

= . Indiquer clairement les expressions de GΩ et TΩ en fonction de kΩ,

CΩ, Kem, Jeq et Gi.

On admet que la constante de temps TΩ est très petite devant d’autres paramètres d’où 
l’hypothèse valable jusqu’à la question 50 de ce sujet : TΩ = 0 s. En outre on suppose que les 
3 capteurs ont des gains unitaires : ki = kΩ = ky = 1 [avec les unités adéquates]. 

36- Montrer que, dans ces conditions, le schéma bloc de la figure 12 se résume à celui 
présenté à la figure 13. Indiquer clairement l’expression de G en fonction de r. 

4-3- Etude de la commande avec mise en vitesse progressive : 
La stratégie de la mise en vitesse progressive consiste à se restreindre à demander à la 
machine outil des déplacements qui respectent ses performances, afin de minimiser l’erreur 
de suivi de trajectoire sur les axes et donc l’erreur de géométrie sur la pièce fabriquée. 

L’objectif de cette partie est de présenter le principe de la mise en vitesse progressive et d’en 
vérifier l’impact sur la précision de la machine outil. 

C G
p+_

Yréf ε YΩréf

Figure 13 : Schéma bloc simplifié de l’asservissement de l’axe « Y » 
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37- Calculer la fonction de transfert en boucle fermée du schéma bloc de la figure 13. Mettre 

le résultat sous la forme : ( )
T.p1
KpH

+
= . Indiquer clairement les expressions de K et T 

en fonction de C et G. 

Dans la suite on prendra : T = 25 ms

Pour gérer un déplacement de l’outil par rapport au bâti, on souhaite un déplacement de 
l’axe « Y » de la position y1 = - 20 mm à la position y2 = 30 mm, pendant un déplacement à 
vitesse constante de l’axe « Z ». 

38- Justifier pourquoi, dans ces conditions, il est impossible d’obtenir la trajectoire de la 
figure 14 (réponse en 2 lignes maximum).

La trajectoire effectivement demandée est représentée figure 15. Elle est parcourue à vitesse 
vZ constante dans le sens des z croissants, et en supposant la présence du point O5
appartenant à l’outil en A à l’instant t = 0 s. On prendra pour les applications numériques  
vZ = 0,2 m/s.

39- En raisonnant sur la trajectoire attendue, exprimer la vitesse vY du déplacement du point 
O5 entre les points A et B en fonction de vZ, et donner sa valeur numérique V [m/s]. 
Calculer également la durée ΔtAB [s] du même déplacement de A à B. 
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40- Donner l’expression yréf(t) de la position attendue en fonction de V et y1 avant le point B. 
Tracer yréf(t) en rouge sur le document réponse DR1. 

Dans les questions suivantes il n’est jamais demandé d’expliquer ce qu’il se passe au point B 
ni au-delà. 

41- A partir du schéma bloc de la figure 13, exprimer la transformée de Laplace ε(p) de 
l’erreur ε(t) en fonction de Yréf(p) et T. 

Rappel : la transformée de Laplace de la rampe unitaire est : ( )[ ]
p²
1tt.uTL = .

On propose les changements de variables suivants :  y*réf(t) = yréf(t) - y1

         y*(t) = y(t) - y1

y*réf(t) et y*(t) sont ainsi des fonctions causales. 

42- Déterminer l’expression de Y*réf(p), transformée de Laplace de y*réf(t), en fonction de V. 
En déduire l’expression de ε(p) en fonction de V et T. 

On peut remarquer que ε(p) est la transformée de Laplace de la réponse indicielle d’un 
système simple. 

43- Donner ainsi, en la justifiant mais sans calculs, l’expression de l’erreur ε(t) en fonction de 
T et V. Déterminer la valeur numérique de sa valeur finale ε∞ (l’erreur de traînage). 

44- Tracer ε(t) en rouge sur le document réponse DR2. Faire apparaître les temps 
caractéristiques. Représenter aussi ε∞ en vert. 

45- Déduire de ε(t) et de y*réf(t) l’expression de la position y(t) en fonction de V, T et y1.
Calculer la valeur numérique vY(0) de la vitesse vY à l’instant initial t = 0 s. 

46- Tracer y(t) en bleu sur le document réponse DR1. Faire apparaître sa tangente à 
l’origine. Représenter aussi ε∞ en vert. 

L’écart entre la trajectoire souhaitée et la trajectoire obtenue définit l’erreur de trajectoire. 

47- Tracer en bleu l’allure de la trajectoire obtenue sur le document réponse DR3. 
Représenter en vert ε∞, et en rouge l’erreur de trajectoire à un instant voisin de  
t = 100 ms. Evaluer graphiquement la valeur de cette erreur de trajectoire. 

48- Quelle est la valeur de la vitesse vZ qui permettrait d’avoir une erreur de traînage ε∞
nulle ? En supposant que ce résultat est extrapolable à l’erreur de trajectoire, conclure, 
en lien avec la fonction technique FT33, sur le pilotage de la machine lors du 
franchissement de points anguleux tels A ou B (réponse en 3 lignes maximum).

Si ralentir aux points difficiles permet de respecter la précision, cela allonge le temps de 
fabrication et, pour des raisons de procédé de fabrication, cela dégrade la qualité des 
surfaces obtenues. 

Aussi, pour respecter la précision voulue tout en maintenant la vitesse de déplacement 
constante, il faut choisir des consignes de position sur les axes qui respectent les 
performances de la machine, c’est à dire avec des dérivées 1ère (vitesse) et 2nde

(accélération) finies. 

49- Quel est l’ordre minimal des fonctions polynomiales yréf(t) qui permettent d’avoir à tout 
instant une accélération finie ? 

Les fabricants de machines outils proposent même couramment des commandes dites à 
« mise en vitesse à jerk contrôlé », dans lesquelles la dérivée de l’accélération (appelée jerk) 
est limitée. 
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4-4- Etude de la commande par anticipation : 
La mise en vitesse progressive n’est pas la seule stratégie de commande qui permet de 
diminuer l’erreur de profil. L’objectif de cette partie est ainsi d’étudier l’impact de la 
commande par anticipation, dite « feed forward ». 

Dans une machine outil, les trajectoires des axes sont calculées à l’avance pour obtenir une 
forme de pièce donnée. Il n’est donc pas nécessaire d’attendre la contre réaction pour agir 
sur la commande : il est possible d’anticiper. Ceci est fait par une action directe de type 
boucle ouverte, conduisant à la structure donnée par la figure 16. 

++C G
p+_

Yréf Y

a.p

Ωréfε

Figure 16 : Schéma bloc de l’asservissement avec anticipation 

50- Calculer la fonction de transfert en boucle fermée de l’asservissement de position de 

l’axe « Y » avec commande par anticipation, la mettre sous la forme : ( )
.pT1
.pT1pH
2

1
1 +

+
= .

Indiquer clairement les expressions de T1 et T2 en fonction de a, C et G. 

51- Que vaut H1(p) si a = 1/G ? Dans ces conditions, comment se comporterait la machine 
outil ? (Réponse en 2 lignes maximum)

Ce résultat découle de l’hypothèse simplificatrice TΩ = 0 s proposée à la partie 4.2 qui 
s’avère être trop forte ici. Il faut par conséquent compléter le schéma bloc de 
l’asservissement comme indiqué à la figure 17. 

++C G
(1+TΩ.p)p+_

Yréf Y

a.p

ε Ωréf

Figure 17 : Schéma bloc complété de l’asservissement avec anticipation 

52- Exprimer la nouvelle fonction de transfert en boucle fermée sous la forme : 

( )
.p².TT.pT1

.pT1pH
322

1
2 ++

+
= . Indiquer clairement l’expression de T3 en fonction de TΩ.

53- Exprimer l’erreur ε(p) en fonction de Yréf(p) dans le cas où a = 1/G. Démontrer en 
appliquant le théorème de la valeur finale que l’erreur de traînage ε∞ est nulle en réponse 
à la trajectoire attendue de la figure 15 vue précédemment. 

Une simulation de la réponse de l’asservissement de position à la trajectoire de la figure 15 
montre que si l’erreur de traînage sur la position de l’axe « Y » est bien nulle, elle atteint 
environ 350 μm en régime transitoire. Ceci n’en constitue pas moins un progrès important 
par rapport à l’asservissement sans action d’anticipation. 

Les apports de la mise en vitesse progressive et de la commande par anticipation sur la 
précision de la machine outil ont ainsi été démontrés. 
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