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Actions dynamiques des

liaisons et équations

différentielles du mouvement

Résumeé

Programme - Compétences

Ci2 RESOUDRE

Choix des isolements

Choix des méthodes de résolution
Actions mécaniques dans les liaisons
Equations différentielles du mouvement

B212 | MODELISER

Caractéristiques d’inertie d'un solide indéformable (masse, opérateur
d’inertie)

Lien entre forme de la matrice d’inertie et géométrie du solide associé
Signification des termes de la matrice d’inertie

B223 | MODELISER

Modélisation dynamique des solides

Torseur cinétique et dynamique et énergie cinétique d’un solide ou
systéme de solides

Puissances des actions intérieures et extérieures par rapport a un
référentiel galiléen

B224 | MODELISER

Principe fondamental de la dynamique et théoreme de I'énergie cinétique
pour la détermination d’actions de liaisons et d’équations différentielles du
mouvement
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Caractéristiques des solides

Masse

M(E) = fp(M)dV
E

Centre de gravité ou d’inertie d’un solide
Méthode Intégrale

aHd o Méthode sous-volumes
fEG m =0 E=EUE,U..UE,
0G =— | OM dm E;NE =@Vi#]j
mJg

1 1 1 06 06 + ... 0G.

X, :_fxdm Vo == [yam | 2 == [zam | g = ™0G1+ma0G, + -+ my0Gy
mJg mJg mJg my; +my+ -+ my

Si p = cst, remplacer m par V et dm par dV Masses négatives pour formes creuses

Centre d’inertie des courbes et des surfaces planes

Théoréeme de GULDIN

Soit S une surface de révolution d’axe (0, 7)

Soit I' une génératrice de S ne coupant pas I'axe (0, 2)
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Moments d’inertie d’un solide

Moment d’inertie par rapport au point O 7 A
Ip = fo_M’de = f(x2 +y%2 +z%)dm &)
s s E:'
Moment d’inertie par rapport a I'axe A
L
Iy = f d(M)?dm
s
0 L
Théoréme de Huygens : - —
X (4) y
In(8) = I5;(S) + m(S)d?
Moments d’inertie par rapport aux axes du repére
Ip, = f(y2 +z%)dm Ip, = f(x2 +2z%)dm | I, = f(x2 +y?)dm
s s s
Opérateur d’inertie d’un solide
1(4,8)d = f AMA(WNAM)dm
s
Soit B une base (x5, Vs, Zs) liée au solide S étudié et A I'origine du repére
f (y? + z%)dm - fxydm —fxzdm
s s s A _F _E
I1(4,8) = —fxydm f(xz + z%)dm —fyzdm =|—-F B =D
S S S —EF =D C B
—fxzdm —fyzdm f(x2 +y3)dm
s S S I8¢
Théoréme de Huygens généralisé
%8s
AG = axs + byg + czg = [b]
c
b%?+c? —ab —ac
14,89 =1(G,S)+ M| —ab a®+c%* —bc
—ac —bc  a®+b?lg
R (< T I 4 b?2+c* —ab —ac b*+c?  —a'd —a'c’
0G = [b] ;0'G = b’] ;A= —ab  a?*+c*? —bc ;A = —a'b’ d*+c* -b(c
clg, ol P —ac —bc  a®+b*lg —a'c’ —-b'c’"  a?+b"? Bs

1(0',8) =1(0,5) + M(A" — A) -Nécessité de connaitre G pour avoir A et A’
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Symétries et matrice d’inertie — O sur I'élément de symétrie

Axe de révolution
(0,%5,v5) Deux plans de symétrie parmi (0,zg) _
Plan de symétrie (0,%5,55)(0,%5,Z5) (0,y4,Zs) Angle de révolution
0=k> kel
A —-F 0 A 0 0
10,S)=|-F B 0 10,S)=|0 B 0
1(0,5)
0D Cls S 4700
Solide spherlq:e %e c%ntreo (0,%,y5):2=0 =lo 4 0]
0 0 C
100,95=10 4 0© c o
0 0 A A —F 0 A==+ |z%dm
, % | 100,S)=|-F B 0 27 )
A 2510 0 0 A+Blg, VB(,_zs)
VB
Matrices d’inertie usuelles a savoir retrouver
™ 0 + 2 ]
1 (b% + ¢*) 0 0 |
m
I — _ 2 2
G,S) | 0 17 (a® +c?) |
| 0 0 —(a +b2)J
Bs
R? h?
—+— 0 0
m< 7"t 12>
R? h?
1(G,S) = -4
) 0 ( s 12)
RZ
0 0 m—
2 g,
2Rz 0 0
zm
2
1(G,S)=| 0 ngZ 0
2
0 0 —mR?
5 g
0 0 O
Masse ponctuelle S; en M; I(My, ) =10 0 0
0 0 0lg,
X Bs
oM, = |yi v +2z7° XiYi XiZj
Z; 1(0,5;) =mi| —x;y; +z; —YiZi
—XiZj —YiZi 2+ y?
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Matrice d’inertie d’un ensemble de solides en un méme point

N N yviZ+z2  —xy; —XiZ;
1(A,5) = ZI(A, S;) = Z 1(G, S) +my | —xiyi x2+z% —yiz
i=1 i=1 —XiZ; —YiZ; xiz + J’iz Bs

Masses négatives pour formes creuses

Définition
A 0 0 — - ). . .
14s)=lo B -p (0,x5) est axe principal d’inertie de ce solide
0 —D C lg,

Opérations
Changement de base

Moment d’inertie par rapport a I'axe (4, A)
I,(S) =68.1(4,5)8
6 etI(A,S) exprimés dans la méme base p-1— pT

1(0,8)5, = P~11(0,5)p, P

;P matrice de passage de B, a B,

Moment d’inertie d’'une masse ponctuelle m; en M autour de I'axe A= (0, Z)

d = /x;?> + y;? (distance de M al'axe)

IA =m; dz

Conditions d’équilibrage dynamique

Le solide S de centre de gravité G est équilibré en rotation autour de (0, x,) si
G € (0,xy)
(0,x;) est axe principal d’inertie de S
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Cinétique - Dynamique

Cinétique Dynamique

{C(S/Ro)} {D(S/Ro)}
{( R,(5/0) = f I'(M,S/Ry)dm \}
E
\

5(A,S/Ry) = L AMNALF(M,S/Ry)dm )
A

R.(5/0) = f V(M,S/Ry)dm
E

G(A,S/Ry) = f AMAV(M,S/Ry)dm
E

A
VA5), (4 5/Ro) = 6(B,S/Ro) + ABAR(S/0) V(A,B),8(A,E/Ry) = 8(B,S/Ro) + ABAR4(S/0)
{ R, = MV(G,S/Ry) } 4 s I;,j; )MF(G,S/fO) )
G(A,S/Ro) = I(A, S)B(S/Ry) + MAGAV (4,5/Ry)),, | 8(A,S/Ro) = TO> + MPAS/RONV(G.5/Re)
Ro A
Al N
{C(E/Ry)} = Z{C(Si/RO)} (D(E/Ry)} = Z (DES,/Ro)}
i=1 —

Principe Fondamental de la Dynamique
PFD

Théoréme de la résultante dynamique : Mf(G,E/Rg) = ﬁf—»E

Em,) = 0@~ 5) €

Théoréme du moment dynamique : (4, E/Ry) = Mz g

» 6 équations ___— Actions de liaisons

par isolement > Equations différentielles du mouvement liant actions entrée/sortie

Cas particuliers d’un solide indéformable en ...

translation dans une direction fixe rotation autour d’un axe fixe d’inertie J autour de cet axe
TRD: F = ma TMD:J6 = C
Remarques
Une vitesse imposée correspond a une action Théoréme des actions réciproques
de liaison présente {T(E; » E))} = —{T(E, - E»)}

Masses et inerties Simplification du PFD en projection sur un axe en moment en G ou A fixe

négligées (w) =wv' +u'v ; u=3d(GS/R) ; v=1
- =5 R - R .__, N
(DG/RN =10} 6(6,5/Ry).it = 2 0)> 7= R u) -4, S/Ro)-%>
Ra Ra .
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Energie - Puissance

Energie cinétique Puissance

1 =, Puissance des actions extérieures
T(S/Ry) = Ef V4(M,S/Ry) dm

g P(S - S/Ry) = (T sHV(S/Ro)} VP

1 . 1. ,
T(S/Ry) = EMVZ(G:S/RO) + 5 82(S/Ro)- [1(G,$)Q(S/Ry)] P(S > E/Ry) = Z P(S = S;/Ro)
i=1
1 1. N R G(S/Ry)
T(S/Ry) = =MV2(G,S/Ry) +=2(S/Ry).3(G,S/Ry) {—_)>} .{q }
0/ =3 0/ F3 07 0 m,(B)S, (A, s/R)),

1 R —
T(S/Ro) 5{Cs/ro {Vs/ro } VP R.V(A,5/Ro) + Ma(R).2(S/Ro)

Puissance d’inter efforts

N
TE/Ro) = ;T(Si/RO) P(Su ;) = P(S;,5:) = {Tsi_’ Sj}{v(sf/ S:)}
N-1 N

Mouvements plans P,(E) = Z Z P(SL-,SJ-)
Translation de vitesse V | Rotation 2 axe (4, Z) fixe ; AG = R i=1 j=i+1
1 1
T(S/Ry) = = MR?0? + = 15,07
- (S/Ro) =3 51z P(S,S;) = P(S; = S;/Ro) + P(S; - Si/Ry)
T(S/Ro) = S MV T(S/Ry) = l_QZIA Liaisons parfaites : P(S; > S;/Ry) = —P(S; = S;/Ry) # 0
2 ZZ

Théoréme de I’Energie Cinétique

TEC
Enoncé
Onisole US; S
P,..=P(US, - US;/R
dr(US;/Ry) ext = P(US, — USi/Ry)
T = Pext + Pint _
R : Référentiel Galiléen Pine = P(US))
Utilité
Obtention d’une équation différentielle du mouvement liant actions entrée/sortie et accélérations

Hypotheéses et conséquences

Liaison parfaite Masses et inerties négligées
P _ { Int:P(S;,S;) =0 T(S/Ry) =0

Pas d’action spécifique
Ext: Poyt(Lyge > S/Ro) =0

entre i et j (ex : magnétisme) ar(Usi/Ry) _

dat

Régime stationnaire = 0

Applications classiques

e Résolution de I'’équation du mouvement (vitesse, position) en régime instationnaire en fonction des
actions extérieures
e Détermination de la relation entrée/sortie en effort en régime stationnaire
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Calcul d’inertie ou de masse équivalente : Exprimer T
Inertie équivalente ramenée a Inertie équivalente ramenée a Masse équivalente
I'arbre d’entrée I'arbre de sortie

1
1 1 T(US;/Ro) = 5 MgqV?
e, 2 s,,2 2
T(US;/Ry) = E/eq We T(US;/Ro) = E]eq Wg

Puissance d’entrée = Puissance de sortie ?

Considérons un systeme isolé auquel sont appliqués des efforts extérieurs en entrée et en sortie

dT(US;/R
Régime stationnaire: (—l/g) =0

dt
= Pentrée = Psortie
Liaisons parfaites: Py =0

Notion de rendement — N’a de sens qu’en régime stationnaire !

Psortie B, B, P,
T’:— }7:—: —— = -rl P =_(1_ )P i
P, entrée P; Pn—l P; I | l int N)Eentrée

Relation en couples/efforts entrée sortie

Relation cinématique e/s : imposée par le mécanisme supposé indéformable -> ne peut évoluer
Relation F /C d’e/s : peut évoluer en fonction du rendement et des accélérations.

La relation issue du TEC doit conduire a I'obtention de la relation entre efforts/couples connaissant la
relation cinématique entrée/sortie et non l'inverse, sauf cas particulier : régime permanent &
rendement égal a 1.

Une maniére simple d’obtenir |a relation statique e/s d’'un mécanisme est de déterminer la relation
cinématique e/s et d’utiliser le TEC en liaisons parfaites et régime stationnaire.

Rq : Une résolution cinématique est plus simple qu’une résolution statique !

Choix du théoreme

Objectifs des deux théorémes
Obtenir des actions de liaisons
Obtenir des équations différentielles du mouvement liées aux actions entrée/sortie

PFD TEC

Obtention d’une (ou plusieurs) équation
différentielle(s) du mouvement issue(s) du
PFD correspondant a la (aux) mobilité(s) et

reliant actions d’entrée/sortie
Ne donne pas les actions de liaisons
(sauf actions entre piéces mobiles
correspondant a la transmission de puissance
selon isolement)
Tres adapté aux problémes a 1 DDL
Fonctionne trés bien qu’il y ait peu ou
beaucoup de solides

Obtention de 6 équations par isolement
Equations donnant les actions de liaison
Equations différentielles du mouvement sur
la/les équation(s) de mobilité
Application lourde s’il y a beaucoup de solides
Difficultés d’applications s’il y a des pertes
Penser a ne déterminer que I’équation utile
au probléme (ex : Moment suivant Z)

Page 8 sur 8




