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Choix de l’architecture des

mecanismes

COURS

Programme - Compétences

Loi entrée sortie géométrique et cinématique
C11 RESOUDRE | - Fermeture géométrique ;
- Fermeture cinématique.

Actions mécaniques dans les liaisons, équations de mouvement
C12 RESOUDRE | - Théoréme des actions réciproques ;
- Hyperstatisme.

Modeéle cinématique d’un mécanisme

- Liaison cinématiquement équivalente ;

- Mobilité d’une chaine ouverte ;

- Hyperstatisme et mobilité d’une chaine fermée.

B219 RESOUDRE

B11 MODELISER Isolement d utw sol‘lde ou d’un systeme de solides
B12 - Approche mécanique ;

- Modélisation cinématique des liaisons entre solides :
- liaisons parfaites normalisées,
- degré de liberté,
- liaisons réelles.

B217 | MODELISER

Modélisation des actions mécaniques

B220 | MODELISER | Modele global (torseur d’action mécanique) ;

B221 | MODELISER | - Principe fondamental de la statique.
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A. Analyse des mécanismes

A.L Objectif

La transmission de fortes puissances, la nécessité de fonctionnement a jeu nul, le controle de la
répartition d’efforts, de pressions dans les contacts, la maitrise de l'usure, des coincements, les
conditions de montage et les contraintes induites, le tolérancement, sont autant de notions qui
découlent de la maitrise de I'architecture et de I'analyse des mécanismes.

L’analyse préliminaire des mécanismes doit permettre de choisir les liaisons d’'un mécanisme dans une
démarche de conception et dimensionnement d’un produit afin de répondre a un cahier des charges.
Elle permet en particulier de prévoir si la détermination des inconnues statiques/dynamiques est

possible a I'aide de résolutions usuelles et, dans le cas contraire, d’en localiser I'origine.

A.Il. Hypotheses de ce chapitre

Dans ce chapitre :

- Les pieces sont supposées indéformables

- Les liaisons son supposées a positionnements relatifs parfaits

- Les surfaces de contact sont parfaites

- Les liaisons sont supposées parfaites (sans frottement)

- Lejeu dans les liaisons est nul

- Les contacts sont maintenus dans les liaisons ponctuelle, appui plan et linéaire rectiligne

A.IIL. Structure des mécanismes

A.Ill.1 Graphe de structure

Le graphe de structure, ou graphe des liaisons, peut étre de 3 types :

@/@/@

Chaine ouverte :

Chaine simple fermée a 1 cycle :

Chaine complexe a y cycles, y>1:

0
oY
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A.Ill.2 Nombre cyclomatique

Dans le cas de chaines fermées, on définit y, le nombre cyclomatique, représentant le nombre de cycles
indépendants du mécanisme étudié.

Siy est simplement calculé dans le cas de quelques cycles, il peut vite devenir difficile a appréhender.

La théorie des graphes montre que le nombre cyclomatique d’une chaine fermée complexe est donné
par la relation :

y=L—-p+1
L : nombre de liaisons
p : nombre de solides

Le nombre cyclomatique correspond au nombre de fermetures de chaines cinématiques nécessaires
et suffisantes a I'étude cinématique compléte d’un mécanisme.

Exemple :
L=7
P=6
. @ Yy=7—-6+1=
@/ 12341 et 34563
=8
z (®)
y=8—-6+1=3

Remarque : Dans le cas n° 1 ci-dessus, on détaille 2 chaines indépendantes 12341 et 34563. Il est

parfaitement possible d’étudier une des solutions parmi les 3 suivantes :

12341 & 34563 — 12341 & 1236541 — 34563 & 1236541
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A.IV. Rappels - Méthodes de résolution cinématique et statique

Le programme de 1° année a permis de mettre en place les méthodes de résolutions cinématique et
statique des mécanismes. Ce paragraphe a pour seul de but de rappeler succinctement ces méthodes
en vue de leur application.

Partons du plan ou d’une vue 3D d’un mécanisme : Vanne de robinet

Le volant 2 entraine la vis de commande (liaison compléte) en rotation par rapport au corps 1(liaison
pivot), la vis de commande entraine par l'intermédiaire d’une liaison hélicoidale le pointeau 3, le
pointeau est en liaison glissiére par rapport au corps.

A.IV.1 Mise en place du schéma cinématique

A partir de I'analyse de la géométrie des pieces, des classes d’équivalence et des surfaces en contact
entre celles-ci, on met en place la modélisation cinématique minimale du systeme :

W

B = (%,5,2)

Rappel : schéma d’architecture et schéma cinématique minimal sont des schémas cinématiques. Le
schéma d’architecture représente I'ensemble des liaisons en détail (pivot en réalité réalisée par 2
liaisons en paralléle Sphére cylindre + Appui plan... Le schéma cinématique minimal est le plus simple
des schémas.
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A.IV.2 Mise en place du graphe des liaisons

Hélicoidale (0,2)

Pivot (0,Z)

Glissiére (2)

A.IV.3 Torseurs cinématiques et statiques des liaisons usuelles

Il est nécessaire de connaitre les torseurs cinématiques et statiques des liaisons usuelles. Se référer

aux deux documents remis pendant le cours.

A.IV.4 Résolution cinématique

L'objectif de I'étude cinématique est de déterminer la vitesse de rotation du volant pour obtenir une

vitesse donnée du coulisseau.

A.IV.4.a Rappel

- Poser le graphe des liaisons en y faisant apparaitre la liaison d’entrée

- Exprimer les torseurs cinématiques des différentes liaisons en leurs points caractéristiques

- Déterminer le nombre cyclomatique du mécanisme et écrire les y fermetures de chaine

cinématique indépendantes

- Pour chaque chaine indépendante choisie

O

O

O

O

O

Choisir le point d’expression des différents torseurs cinématiques
Ecrire la fermeture de chaine en sommant ses torseurs

En déduire deux équations vectorielles en résultante et moment
Choisir une base de projection de ces équations

Projeter afin d’obtenir un systéme de 6 équations

- Regrouper les différents systémes d’équations

- Résoudre
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A.IV.4.b Graphe des liaisons

Mettre en couleur la liaison correspondant a I'entrée connue.

Hélicoidale (0,2)

Pivot (0,Z)

Glissiére (2)

A.IV.4.c Torseurs cinématiques des liaisons

Liaison Torseur cinématique
L3y 0 0 o
o {vsp}=f0 0
Glissiére 0 Win),
de direction Z VP
Ly 0 0 s
_ Vopnk=70 0
Pivot Ry 0 b
d’axe (A, Z) VP € (0,7)
0 0 B
Ly {Vs)2} =I 0 0 }
Ry Wap2 VPE(0,2)
Hélicoidale
VP € (0,2)
d’axe (A, Z)
W) = B R
3/2 = 5 " R3/2

A.1V.4.d Nombre cyclomatique et fermetures de chaines
y=L-p+1=3-3+1=1
Chaine a étudier : 1231
A.1V.4.e Fermeture de chaine
{Vay2} + {(Vopu} + {Vays} = {0}
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B 0 B

0 0% (0 o 0 : 0 o %
Rz Wsp2), Ry 0 0 —nRs/z ) 0 0y

Choix de la base de projection : B

( 0=0
0=0
R3/2+R2/1=0

9 0=0
0=0
pas

Wi +5—R3/2 =0

A.1V.4.f Bilan des équations cinématiques a résoudre

0=0
i( 0=0
R3/2+R2/1 =0
{ 0=0
0=0
pas
{W3/1 +ER3/2 =0

A.1V.4.g Résolution

Il faut résoudre le systeme en exprimant le plus d’inconnues cinématiques possible en fonction
d’autres, en nombre le plus faible possible, correspondant alors au nombre de mobilités du
mécanisme.

Dans un premier temps, on détermine les éventuelles inconnues cinématiques dont le calcul est
immédiat, du type P,/; cos 8/, = 0. On I'entoure en noire dans I'équation ou elle a été déterminée
puis en bleu dans les autres afin de mentionner qu’elle est connue. Dans I'exemple ci-dessus, il n’y en
a pas.

Ensuite, il existe deux solutions :

- d’une maniere générale, on choisit une inconnue cinématique, soit on a une donnée d’entrée
liée a une mobilité, auquel cas on choisit celle-ci, soit on la choisit au hasard) et on I'entoure
en rouge dans les équations ou elle est présente. Une a une, on détermine les autres inconnues
pouvant étre déterminées en fonction de celle-ci en prenant soin d’entourer I'inconnue
déterminée dans I'équation qui a servi a la déterminer en noir et on entoure ensuite cette
inconnue dans toutes les autres équations en bleu pour signifier qu’elle est connue. S'il y a
plusieurs mobilités, il faut recommencer cette démarche pour les autres inconnues
permettant de mouvoir le systeme sur ces mobilités. A la fin, on doit arriver a une expression
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de toutes les inconnues cinématiques du probléme en fonction des inconnues d’entrée (autant

que de mobilités).

- Dans une démarche d’analyse des mécanismes, on peut ne pas faire cette démarche qui

consiste a entourer les inconnues d’entrée. Dans ce cas, on cherche simplement a exprimer le
plus d’inconnues cinématiques en fonction du moins possible des autres. Si le travail est bien
fait, on sait alors qu’en imposant m inconnues cinématiques, on peut déterminer toutes les

autres. Cela permet de déterminer la mobilité du systéeme.

0=0

0=0
Rz + Ry =
A 0=0
0=
pas
21

LW?’/I +

0
R3,, =

0

pas
W31 = —R3); e

0=0

0=0
Rz + Ryyq =
3 0=0

0=0
pas

2T

(W31 +——-Rs3p2 =

o

pas
W3/1 = —R3/2 E

Ry/1 = —R3)

Remarque : Dans le cas particulier ou la mobilité du mécanisme étudié est nulle :

- Dans le cas de la premiére démarche, on trouvera finalement que I'inconnue choisie comme

connue est nulle

- Dans le cas de la seconde démarche, on trouvera simplement que toutes les inconnues

cinématiques du systeme so

nt nulles
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A.IV.5 Résolution statique

L'objectif de I'étude statique est de mettre en relation le couple moteur a imposer sur le volant

connaissant I'effort sur le coulisseau afin qu’ils soient équilibrés. En paralléle, on souhaite déterminer

les actions dans toutes les liaisons.

A.IV.5.a Rappel

- Poser le graphe des liaisons en y faisant apparaitre les actions extérieures

- Exprimer les torseurs statiques des différentes liaisons en leurs points caractéristiques

- Exprimer les torseurs des actions extérieures

- Isoler chaque solide sauf le bati (Rqg : des isolements de plusieurs solides biens choisis peuvent

convenir)
o Choisir le point d’expression des différents torseurs des actions s’exercant sur lui
o Sommer ces torseurs et appliquer le PFS
o En déduire deux équations vectorielles en résultante et moment
o Choisir une base de projection de ces équations
o Projeter afin d’obtenir un systéme de 6 équations

- Regrouper les différents systémes d’équations

- Résoudre

A.IV.5.b Graphe des liaisons

Faire apparaitre les actions extérieures.

F

Hélicoidale (0,Z)

Pivot (0,2)

Glissiére (2)
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A.IV.5.c Torseurs statiques des liaisons

Liaison Torseur statique
B
L3 X3/1 L3/
I~ {Tsp} =Y Man
Glissiere 0 Nip
P
de direction Z VP
B
Ly Xan Ly
. {Tz/l} =1{¥2n My,
Pivot Xo1 0 J,
d’axe (A, Z) VP € (0,7)
X3z Lajp) ®
Lsy {Toe} =4 Ysr2 Msp
Zz;z N3pz ),
Hélicoidale
VP € (0,2)
d’axe (A, Z)
pas
N3/2 = —Ezs/z
A.1V.5.d Actions mécaniques extérieures
0 0)°%
Couple moteur sur volant (T} = {0 0 }
Cn 0 Cmlp
VP
0 0%
Effort résistant sur le pointeau {Teffort—>3} =10 0
F F 0)p
VP € (0,2)

A.IV.5.e Application du principe fondamental de la statique a chaque solide
Pour chaque piéce isolée i sauf le bati: Y.{T,,:—;} = {0}

Chaque torseur devant étre exprimé au méme point.

Piece PFS
{71/2} + {73/2} + {Tno2} = {0}
L B
X1z Ly Xapp 2 0o 0% (0 0%
Yip M +1 Y32 3/2 +40 O ={0 0
/ 1/2 / pas c
2 Z Z ——Z 0 0 0
1/2 0 3/2 2 2312 . m/g 0
(Xl/z + X3/2)5C) + (Yl/z + Yg/z)j; + (Zl/z + Z3/2)Z = 0
- - pas - =
(L1/2 + L3/2)x + (M1/2 + M3/2)y + (—E23/2 + Cm)Z =0
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Choix de la base de projection : B

X1/2 +X3/2 =0
Y1/2 + Y3/2 =0
Zl/Z +Z3/2 =0
\ Lipz+Lz=0
M1/2 +M3/2 =0
pas

———Z3,+Cpn =0
2T 3/2 m

{TZ/%} + {71/3} + {Teffort—>3} = {0}

L B
X273 M2/3 X3 L 0 )% (0 0%
Ya/3 pa52/3 +4Yy3 Mysp +50 of =40 0
Za/3 EZ3/2 o 0 Nis 0 F 0Jp 0 0/
(X2/3 +X1/3)5C) + (Y2/3 + Y1/3)5; + (22/3 + F)Z = 0
> - pa's 5> =7
3 (L2/3+L1/3)x+(M2/3+M1/3)y+(EZ3/2+N1/3)Z— 0

X2/3 +X1/3 =0
Y2/3 + Y1/3 =0
Zys+F=0
9 L2/3+L1/3:0

M2/3 +M1/3 =0
pas

LEZ3/2 +N1/3 =0

A.IV.5.f Bilan des équations statiques a résoudre

( X12+X32=0 ( X3+ X13=0
Y1/2+Y3/2=0 Y2/3+Y1/3=0
Zyjp+Z3, =0 Zy;3+F=0

Y Lipp+L3p=0 v Lajz+Liys=0
M1/2+M3/2=0 M2/3+M1/3=0

P+ C =0 P s+ Nz =0
2m T3/ T m o 23/27T H1/3

A.IV.5.g Résolution

Si des actions extérieures sont présentes, on les entoure en rouge dans les équations. Attention, les
actions extérieures ne sont pas des inconnues de liaison ! Il faut les supposer connues. La résolution
permettra de mettre une relation entre elles. |l se peut qu’aucune action extérieure ne soit présente,
auquel cas on devra trouver que toutes les inconnues statiques calculables sont nulle.
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Une a une, on détermine une des inconnues statiques, on I'entoure en noir dans I'équation qui a

permis de la déterminer (soit en fonction des données extérieures, soit nulle si pas d’actions

extérieures), puis en bleu dans toutes les autres équations afin de signifier qu’elle est connue.

En général, la présence d’actions extérieures permet de guider la résolution. Dans ce cas, on part de

ces équations pour mener la résolution.

( X1/2 +X3/2

o

Yipp+ Y32 =
Zijp +Z3pp =

(e)

.

X2/3 +X1/3 =0
Y2/3 + Y1/3 =0
Z2/3 +F=0

\ LipztLzp=0 \ Lzz+tLys=0
My, + Ms); =0 Myjs+ M3 =0
P e+ Cp =0 P s+ Nijs =0
\ o 73/2 m o “3/2 1/3
X124+ X3, =0 X3+ X13=0
Y2+ Ys, =0 Y3+ Y3 =0
Zyjp+Z3,=0 Z,3+F=0
\ Lijz+Lzp=0 y Lzzt+Lliyz=0 Zzpp =F
My + M3, =0 M3+ My/3 =0
P 4C =0 P s+ Nyjs =0
" 5 432 m (o7 2312 1/3
X2+ X3/2=0 ( Xp3+X13=0
Yijp+VYs,=0 Yo/3+Yi3=0 Z3pp=F
Zyjp+Z3,=0 Zy;3+F=0 Nl/gz_?l?
¢ Ly +Lap=0 4 Lys+Lys=0 Zw:_’,?
My, + M3, =0 My/3+ M3 =0 pas
P 4 Cp =0 P s + Ny =0 T T en =0
" o £3/2 m (5 £3/2 1/3 =

A.IV.6 Remarques

Lors de la résolution cinématique, le choix des points, des bases de projection et des fermetures de

chaines influence la forme du systéme cinématique.

Lors de la résolution statique, le choix des points, des bases de projection et éventuellement des

isolements (plusieurs solides en méme temps) influence la forme du systéme statique.

Quels que soient ces choix, les résultats de la résolution des systéemes de de I'analyse des mécanismes

ne peuvent étre différents.
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A.V. Analyse des mécanismes

Attention, pour mener a bien I'analyse des mécanismes, il convient de ne pas regrouper des inconnues
cinématiques de liaisons, par exemple : Ry /3 + R3/0 ne doit pas étre réduit a Ry .

A.V.1 Notations

A.V.1.a Inconnues

Soit i (i) le nombre d’'inconnues cinématiques indépendantes de la liaison i.

Soit iz (i) le nombre d’inconnues statiques indépendantes de la liaison i.

Ona:i.())+ig(i)=6

Pour un mécanisme composé de L liaisons :

- Onnote I, le nombre d’inconnues cinématiques indépendantes du mécanisme

L

=) i(®

i=1

- Onnote I le nombre d’inconnues statiques indépendantes du mécanisme.

Ona:

A.V.1.b Equations

Pour un mécanisme composé de p pieces (bati compris) et L liaisons :

L
=) i@
i=1
I +1, = 6L

- On note E,. le nombre d’équations issues de la résolution cinématique du mécanisme

permettant d’écrire le systeme cinématique a résoudre.

E.=6y=6(L—p+1)

- Onnote E, le nombre d’équations issues de la résolution statique (dynamique) du mécanisme

permettant d’écrire le systéeme statique a résoudre.

Remarque : dans certains cours, on trouve les formules{

un nombre p de pieces bati exclu !!!

Es=6(p—-1)
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A.V.2 Définitions

A.V.2.a Equations liées

Dans la suite, nous dirons d’'une équation qu’elle est liée si, dans un systeme d’équations, elle est
obtenue par combinaison linéaire des autres équations. On peut aussi parler d’équation dépendante.
Une équation liée, au méme titre qu’une équation 0 = 0, traduit la diminution du rang d’un systeme
linéaire.

Rappel : le rang d’un systeme linéaire est le nombre maximal de vecteurs lignes (ou colonnes)
linéairement indépendants.

A.V.2.b Degré d’hyperstatisme
Le degré d’hyperstatisme d’un mécanisme, noté h est

- le nombre d’équations inutiles (équation 0 = 0 ou équation dont les inconnues ont toutes été
déterminées) lors de la résolution du systéme cinématique. Il correspond a la différence entre
le nombre d’équations cinématiques E,. et le rang 7. du systéme cinématique.

h=E.—r,

- le nombre d’'inconnues statiques a fixer afin de déterminer toutes les inconnues statiques du
systeme statique. Il correspond a la différence entre le nombre d’inconnues statiques I et le
rang 15 du systeme statique.

h=1I—r

Si h =0, le mécanisme est isostatique, toutes les inconnues statiques de liaison peuvent étre
calculées.

Si h = 1, le mécanisme est hyperstatique, des inconnues de liaison ne peuvent étre déterminées.
Remarque : si 'on trouve h<0, généralement, soit :

- ily aune erreur dans I'application des formules
- une mobilité (interne ?) a été oubliée

Dans le cas de mécanismes a y chaines cinématiques indépendantes de degré d’hyperstatisme h, on
choisit y chaines indépendantes. Soit h; le degré d’hyperstatisme de la chaine indépendante i parmi
celles choisies, alors : h > Z%’=1 h;

Remarque : il n’y a pas y chaines cinématiques indépendantes uniques, et ce calcul dépend donc des

chafnes choisies : G o

Choix 1 1241 & 2342
Choix 2 1241 & 12341
Choix 3 2342 & 12341

Toutefois, la formule reste vraie quels que soient les choix. ° e
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Tout degré d’hyperstatisme d’une chaine cinématique d’'un mécanisme est un degré d’hyperstatisme
du mécanisme complet.

Il existe des degrés d’hyperstatisme qui sont issus de I'assemblage de plusieurs chaines
cinématiques, alors que chacune d’elles peut étre isostatique (cf DM).

A.V.2.c Notion de Mobilité

A.V.2.c.i Mobilité

La mobilité d’'un mécanisme, notée m, est

- le nombre d’inconnues cinématiques a fixer afin de déterminer toutes les inconnues
cinématiques du systeme cinématique. Il correspond au nombre d’inconnues cinématiques
minimal qu’il est nécessaire de fixer afin que le mécanisme soit entierement immobile. C'est
la différence entre le nombre d’inconnues cinématiques I, et le rang 7. du systeme linéaire
cinématique.

m=I[,—1,

- le nombre d’équations inutiles (équation 0 = 0 ou équation dont les inconnues ont toutes été
déterminées) lors de la résolution du systéme statique. Il correspond a la différence entre le
nombre d’équations statiques E; et le rang r; du systéme inéaire statique

m = ES - TS
Un systéeme est immobile lorsque m = 0.
Un systeme est mobile de mobilité m lorsque m > 0.

Pour trouver les mobilités « a la main », I'idéal consiste a imaginer bloquer un premier mouvement, ce
qui porte la mobilité a 1, puis de voir si d’autres pieces peuvent bouger. Si oui, on imagine bloquer un
nouveau mouvement, m =m + 1, et ainsi de suite jusqu’a ce que plus rien ne puisse bouger. On a alors
la mobilité du mécanisme. Attention, on parle bien de blocage de mouvement, et non de liaison. En
effet, dans une liaison il peut y avoir plusieurs mouvements possibles et seul un a bloquer.

On définit deux types de mobilités rencontrées dans les mécanismes, la mobilité utile m,, et la mobilité
interne m; telles que :

m=my,+m;

Remarque : parfois, on peut discuter du caractere interne ou utile d’une mobilité. Ce qui compte, c’est
de toutes les compter. Exemple :

L a1

)
9
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La piéce peut tourner sur elle-méme, on pourrait dire de la mobilité qu’elle est interne. En réalité, cela
dépend de ce que réalise cette piece comme fonction, en tournant.

A.V.2.c.ii Mobilité utile

La mobilité utile, notée m,, est le nombre de relations indépendantes qui existent entre les
parametres cinématiques d’entrée et ceux de sortie. Cela correspond aux mouvements souhaités du
mécanisme entre I'entrée et la sortie. Généralement, ces mobilités sont les seules vues car elles

correspondent a la fonction du mécanisme.
A.V.2.c.iii Mobilité interne

La mobilité interne, notée m;, est le nombre de relations indépendantes qui existent entre les
parameétres cinématiques des pieces internes du mécanisme. Cela correspond a des mouvements de
pieces seules ou de plusieurs pieces entre elles, possible malgré le blocage des entrées correspondant

aux mobilités utiles.
A.V.2.c.iv Exemple

Soit I'entrée du systeme via la piece bleue en liaison pivot par rapport au bati.

NN
3
Il

2
1 o |
| E— —J

ZZ

On peut voir 4 mobilités :

- (1) Mouvement liant entrée et sortie : rotation de la piece 1 induisant un mouvement
particulier de translation du piston 3 dans la piece 2, toute autre mobilité étant bloquée

- (2) Rotation sur elle-méme de la bielle 4

- (3) Rotation sur lui-méme du piston 3

- (4) Mouvement de plusieurs piéces entre elles : Translation de 2 sur 1 induisant un mouvement

de 3 et 4, toute autre mobilité étant bloquée
Les rotations (2) et (3) sont trés clairement des mobilités internes.

Le mouvement (1) est clairement la mobilité utile, faut-il que soit précisé dans I'étude que la piece 1

impose le mouvement souhaité

Le mouvement (4) est a priori vu comme une mobilité interne. Elle peut étre issue d’un oubli lors de la
modélisation, par exemple un arrét en translation de 2 horizontalement. Toutefois, s’il était précisé
gu’un réglage de la position de la piéce 2 permet une modification de la loi de mouvement
entrée/sortie, cette mobilité pourrait étre vue comme une mobilité utile (secondaire).
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A.V.2.c.v Remarques importante

A mois d’étre capable de déterminer les rangs des systémes d’équations qui sont mis en place, par la
méthode mathématique sur nos systemes relativement complexes, seule la bonne estimation
personnelle des mobilités m (ou de I'hyperstatisme h) permet de mener une étude correcte des

mécanismes en en déduisant le rang et donc I'autre valeur recherchée (h ou m).

Dans certains cas, la mobilité n’est pas déterminable par lecture visuelle du schéma cinématique. Il n'y
a alors pas d’autre solution que le calcul du rang du systéeme, soit cinématique, soit statique. Le

systéme cinématique présentant moins d’équations, il est plus aisé de I'utiliser.

Généralement, les mobilités internes de pieces seules sont oubliées. Des mobilités internes liant
plusieurs pieces sont tres difficiles a voir et résultent généralement d’'une modélisation erronée.

A.V.2.d Formules d’analyse

A.V.2.d.i Méthode cinématique

Reprenons la formule de I’hyperstatisme : h = E. — 1,

Sachantque:E. =6yetm=1[.—1,

Remarque : Si on sait estimer m ou h, on a I'autre grandeur sans devoir déterminer le rang 7. en

utilisant I et E,.

A.V.2.d.ii Méthode statique

Reprenons la formule de I’hyperstatis

h=m+E.—1I

me:h=1I;—r1;

Sachantque:m =E; —r,etEs=6(p—1)

Remarque : Si on sait estimer m ou h, on a l'autre grandeur sans devoir déterminer le rang 7y en

utilisant I et E

h=m+I;—Es
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A.V.2.d.iii Bilan

Cinématique Statique
E. = 6y Es=6(p — 1)
m=I.—r, m=Es—7g
h=E,—r, h=I,—r
h=m+E.— I h=m+ I, —E

A.V.2.d.iv Remarques

¢ Remarque 1 : Moyen mnémotechnique

On peut remarquer |'analogie entre les formules en statique et cinématique. Il faut échanger I et E
selon la méthode choisie. Il existe un moyen mnémotechnique simple permettant de se souvenir de la
formule statique, puis d’en déduire la formule cinématique. En effet, plus il y a d’inconnues statiques,
plus risque d’augmenter le degré d’hyperstatisme du systéme (trop d’inconnues statiques).

On retient donc la formule :
h=m+I; — E

On en déduit la formule cinématique en échangeantlessencet] etE.
h=m+E.—1I

e Remarque 2 : 1, et r, différents a priori

Attention, 7, et 7y n’ont pas de raisons d’étre égaux, bien qu’ils puissent I'étre

e Remarque 3 : formules avec valeurs absolues (a éviter)

E.=h-r, Es=m+r;
I.=m-—r, Iy =h+r
I.—E.=m—h Iy—Es=h—m

Onadonc:

|IC_EC| = |Is_Es| = |m_h|
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e Remarque 4 : chaines ouvertes

Soit le mécanisme représenté par le graphe des liaisons suivant :

Soient les variables sans primes ‘ les variables associées a la chaine fermée 01230

Soient les variables avec prime ‘ les variables associées a I'isolement de la chaine fermée 01230 a
laquelle on ajoute la piéce 4 par exemple

Point de vue cinématique Point de vue statique
A chaque piéce de la partie en chaine ouverte | A chaque piéce de la partie en chaine ouverte
ajoutée dans I'étude : ajoutée dans I'étude :
- lIn’y a pas de nouvelle chaine fermée - on ajoute 6 équations :
E.'=E, E/=E, +6
- on ajoute a (1 a 6) mobilités - onajoute a (1 a 6) mobilités :
correspondant a autant d’inconnues m=m+a
cinématiques a imposer : - on ajoute B (B =6—a) inconnues

{m' =m+a statiques :

I'=I.+a '=I+B=L+6—a
h=m+E.—1I h=m+I;—Es
h’=m’+lc’_Ec, h’=m’+15'—Es'

h'=m+a)+E. —(U.+a)=nh h=(m+a)+(Us+6—a)—(E;+6)=nh

La démarche serait la méme a chaque ajout d’'une nouvelle piéce en chaine ouverte
Conclusions :

- Toute chaine ouverte est isostatique (démonstration similaire en enlevant la chaine fermée
initiale 01230

- S'il existe une portion de chaine ouverte en plus d’une ou plusieurs chaines fermées dans un
systeme, I'étude de I'hyperstatisme de celui-ci peut n’étre menée que sur la ou les chaines
fermées, sans prendre en compte la partie en chaine ouverte.

e Remarque 5 : Ordre de grandeur

h=E.—r, m=I.—r1,
h=1I —r m=E; —71
h<E, m< I,
h <1 m < Eg
Si on trouve h=7 pour un mécanisme a 1 chaine cinématique, il y a un probleme. On a effectivement
h < 6y
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A.V.3 Analyse des mécanismes

Reprenons I'exemple de la vanne traité précédemment :

A.V.3.a Analyse cinématique

A.V.3.a.i Interprétation du systéme cinématique

( 0=0
0=0
Rz + Ry =0 War = —Ro P2
3 0=0 3/1 3/2 om
0=0 Ry/1 = —R3)
w +@R =0
W31+ 5 —Rspp =

¢ Analyse des mobilités

Dans le cas présent, il a suffi d'imposer 1 inconnue cinématique pour exprimer toutes les
autres en fonction de celle-ci. La mobilité est donc de 1.

Si une équation met en relation deux inconnues cinématiques indéterminées n’intervenant
pas dans d’autres équations, plus éventuellement d’autres inconnues déterminées par les
autres équations, on met alors en évidence une mobilité interne de la piece concernée selon
le mouvement de I’équation correspondante.

Exemple de la piece 1 en double rotule avec le bati : P1/01 + P0/12 =0

Si une équation traduit des relations entre inconnues cinématiques internes et indéterminées,
on met en évidence une mobilité interne mettant en jeu plusieurs pieces. Cette situation est
tres rare, et provient en général d’une mauvaise modélisation du mécanisme étudié.

Remarque : Dans le cas d’un mécanisme a une seule piece, la mobilité interne éventuelle peut étre vue
comme une mobilité utile, tout dépend du point de vue.

¢ Analyse de I’hyperstatisme

En cinématique, les degrés d’hyperstatisme sont des équations qui ne servent pas a déterminer

d’inconnues.

4 équations 0 = 0 traduisent 4 degrés d’hyperstatisme du mécanisme. Il convient d’identifier
les équations concernées :

o Rotation suivant X

o Rotation suivant y

o Translation suivant X

o Translation suivant y
Si une équation dont toutes les inconnues sont rouges et/ou bleues est présente, elle traduit
un degré d’hyperstatisme.
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Remarque : selon le choix de la base de projection des équations de la fermeture de chaine, on fera
apparaitre des équations 0 = 0 ou liées. Le rang du systeme sera plus facilement appréhendé en
présence d’équations 0 = 0. Il conviendra donc de bien choisir la base de projection.

A.V.3.a.ii Formule d’analyse cinématique

3

3 Doit étre

1 estimé
1+1+1=3

6y =6

1 °
h=m+E.— I
h=14+6—-3=4

D'Br}r‘jr?ﬁ'ol—

A.V.3.a.iii Méthode matricielle

En réalité, I'analyse sur les équations cinématiques que nous avons menée correspond a I'étude d’un
systéme linéaire. Dans notre exemple, on a :

( 0=0 0 0 O 0
0=0 /0 0 0\ 0
Rz + Ry =0 1 1 o|/Rn 0
. 0=0 <:>|0 0 0‘R3/2=0
0=0 0 0 0 \Wzx 0
W + PRy =0 \o 2% 4 0
31T 5 32 = o
0 0 O
0 0 O
1 1 0
Le rang du systeme cinématique 7, est lerangde lamatrice K. = | g o 0
0 0 O
0o 21
21
0 0 O
(0 0 Ow
1 1 0 1 1 0
1 0
r.=rg(K)=rg[0 0 0'=rg<0 pas 1>=rg(0 =2
0 0 O 21
pas
0 — 1
21

Ainsi, quel que soit le systeme étudié, si I'on ne trouve intuitivement ni h, ni m, il est possible d’étudier
la matrice K, afin de trouver 7., ce qui donnera :

{h=EC—TC=6—2=4
m=I.—-r.=3-2=1

Il est tres certainement plus intéressant de savoir estime h ou m « a la main » pour nos applications.

Remarque : On verra que I'étude de la matrice cinématique est plus simple que celle de la matrice
statique qui contient plus d’équations.
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A.V.3.b Analyse statique
A.V.3.b.i Interprétation du systéme statique
( X1/2 +X3/2=0 ( X2/3 +X1/3=0
Yipp+Y32,=0 Yo3+Y13=0 Z3 =F
Zinp+Z3,=0 Zy,q3+F=0 pas
1/2 3/2 2/3 Nyjs = _2_1:
Lijp+L3p=0 y Lz;ztLiys=0 s _g
pas pas —-——F+C,=0
L—EZ3/2+C,":0 EZ3/2+N1/3:0 2T

¢ Analyse des mobilités

En statique, les mobilités sont des équations qui ne servent pas a déterminer d’inconnues.

- Une équation dont toutes les inconnues sont rouges et/ou bleues traduit une mobilité.
o Sielle permet de mettre en relation les actions extérieures, elle traduit une mobilité
utile.
—@F +C,=0
2
o Sielle ne permet pas de mettre en relation les actions extérieures, on trouvera alors
qgue chaque inconnue intervenant dans I'équation est nulle. Elle traduit une mobilité
interne :
—————» " d’une piéce si toutes les inconnues de I'équation sont annulées par le seul
isolement de cette piece. Selon la base de projection, on aurait pu faire
apparaitre une équation 0 = 0.
= d’un ensemble de pieces si la nullité des inconnues de I’équation provient de
I'isolement de plusieurs piéces.
- Si une équation 0 = 0 apparait, elle traduit une mobilité interne d’une piéce selon le
mouvement de I'équation correspondante.

Remarque : selon le choix de la base de projection des équations du PFS, on fera apparaitre des
équations 0 =0 ou non. Le rang du systéme sera plus facilement appréhendé en présence
d’équations 0 = 0. Il conviendra donc de bien choisir la base de projection.

e Analyse de I'hyperstatisme

- Il reste une (des) inconnue(s) non déterminées : le systéeme est dit hyperstatique. En posant
une des 3 inconnues sur X, Y, L et M, toutes les autres seront déterminées. L’hyperstatisme est
dit d’ordre 4.

( Xij2+ Xz =Xp3+X13=0
YVipptYsp=Yy3+Y3=0

< Lyjp+ L3 =Lz +L1y3=0

kM1/2 + Mz, =My;3+Myy3=0

Il convient d’identifier les inconnues concernées :
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o X:Résultante suivant X

o Y :Résultante suivant y

o L:Moment suivant X

o M : Moment suivant y

A.V.3.b.ii Formule d’analyse statique
I 5+5+5=15 Doit etre
Eq 6(3-1)=12 d estime
m 1 0O
h h=m+ I, —E;
h=1+15-12=4

A.V.3.b.iii Méthode matricielle

De méme que pour I'analyse cinématique, I'analyse sur les équations statiques que nous avons menée

correspond a 'étude d’un systéme linéaire. Dans notre exemple, ona:

Xij2+X3/2=0
Yipp+Y32,=0
Zipp+Z3,=0
\ Lipz+L3p=0
My, + M3/, =0

\_EZ3/2 + Cm == 0
1 1 00 0
0 0 0 1 1
00 00 O
00 00 O
00 00 0
00 00 O
lo =110 o0
0 0 0 0 -1
00 00 O
00 00 O
00 00 0
00 00 O

4

X2/3 +X1/3 =0
Y2/3 + Y1/3 =0
22/3 +F=0

M2/3 + M1/3 =0
pas

LZT[ Z3/2 +N1/3 =0

S O OO RO O OO oo Oo

S OO OO O O OOokroo
S O OO OO0 O OFrooo

L2/3+L1/3:0 S 9

Xl/Z +X3/2 =0
Yl/Z + Y3/2 =0
Zl/z +Z3/2 =0

M1/2 +M3/2 =0

pas
" 57 %32 = ~Cm

0 00 O 0O
0 00 O 0O
0 00 O 0O
1 0 0 0 0O
0 01 1 0O
0 00 O 0O
0 00 O 0O
0 00 O 0O
0 00 O 0O
-1 1 0 0 0 O
0 0 0 -1 1 0
0 0 0 0 1
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M2/3 +M1/3 =0

pas

\21

Z3/2 +N1/3 =0
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Le rang du systeéme statique 15 est le rang de la matrice K

-11 0 0 O
0

0

-1 1 0

0 0

0

0 -1 1 0 O

0

-1 1 0
0

0 0

0
0

K, =

Chaque colonne contenant 1 et -1 est une combinaison linéaire des colonnes ayant un 1 a la hauteur

du 1 etun1alahauteurdu -1, on peut donc les supprimer :

0 00 0O
0 00 0O
0 0 0 0O
1 0 0 0 O
0 01 00
0 0 00O
0 00 0O
0 00 0O
0 0 0 0O
010 00
0 0010
0 0 0 01

0
0
1
0
0

1 0 0 0 O
0 01 00
0 0 0 01
0 0 0 0O
0 00 0O
0 0 0 0O

pas

_27r
0

0
-1
0
0
pas
2n

0 0010
0 0 0 0O
0 0 0 0O
0 00 0O
0 0 0 0O

s =

On réorganise les colonnes afin d’améliorer la lisibilité de la matrice :

0 0 0 0O
0 0 0 0O
0 00 0O
0 00 0O
0 0 0 0O
0 00 0O
1 0 0 0 O
010 0O
0 00 0O
0 01 00
0 0 010
0 0 0 01

0
0
1
0
0

1 0 0 0 O
010 0O
0 01 0O
0 00 10
0 0 0 01

pas

0 00 0O

2n
0

0
-1

0 0 0 0O
0 0 0 0O
0 00 0O
0 0 0 0O
0 00 0O

0
0
pas

8o 0 0 0 0

Ts

2n
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Ce n’est pas nécessaire, mais on peut supprimer les lignes combinaisons linéaires d’autres lignes :

10 000 0 O0O0O0OOTDO
0100 0 O OOOTUOTDO
0O 01 0o o0 1 O0O0O0OO0OTPO
0O 0010 O O0O0O0ODO0OTDO
0O 0001 O O0O0O0ODO0OTDO
r=rg O 000 O O 1T O0O0OUWOTFPO
0O 000 O O 01000
0O 000 0O -1 0O0O00O0UDO0
O 000 O O OO0OT1TTWO0FV0O
O 000 0O O OO0OODOTI1FD0O
pas
0O 0000 — 0 0 O0 01
21

On a 11 lignes linéairement indépendantes et 11 colonnes linéairement indépendantes, donc :
e =11

Ainsi, quel que soit le systeme étudié, si I'on ne trouve intuitivement ni h, ni m, il est possible d’étudier
la matrice K; afin de trouver rg, ce qui donnera :

{h:IS—rS=15—11=4
m=E—-r,=12-11=1

Il est trés certainement plus intéressant de savoir estime h ou m « a la main » pour nos applications.

Remarque :

Il vaut mieux étudier la matrice du systéme cinématique K, de taille plus faible que la matrice du
systéme statique K
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A.V.3.c Hyperstatisme d'un systéme

A.V.3.c.i Equations liées - Inconnues en surnombre

Un degré d’hyperstatisme est toujours lié a un axe en résultante ou en moment.

Une mobilité interne d’une piéce est toujours liée a un axe en résultante ou en moment.

Une mobilité interne de plusieurs pieces ou utile n’est pas directement liée a un axe.

Cinématique Statique
0=0 h=h+1 m=m-+1
sur I’axe concerné m; sur I'axe concerné
E m=m+1
“r h=h+1 om=mT
Liées Sim; d’une piéce :
changement de base pour conclure
changement de base pour conclure
Inconnue h=h+1
Inc o m=m+1 , ’: .
a fixer sur |’axe de I'inconnue concernée
pour conclure = pour dire quel axe est concerné
En résumé :
Cinématique Statique
0=0
Eq — h=h+1 m=m+1
Liées
Inconnue
Inc . e m=m+1 h=h+1
a fixer
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A.V.3.c.ii Application

Que ce soit par I'étude cinématique ou statique, on met en évidence 4 degrés d’hyperstatisme sur les
équations :

- Résultante (statique) ou vitesse (cinématique) suivant X
- Résultante (statique) ou vitesse (cinématique) suivant y
- Moment (statique) ou rotation (cinématique) suivant X
- Moment (statique) ou rotation (cinématique) suivant y

Les équations de cinématique 0 = 0 traduisent I'absence de mouvement répétée sur la direction
concernée. Le mouvement est donc bloqué plusieurs fois. Ces équations traduisent une condition
géométrique drastique

- de position pour les équations en vitesse ou efforts
- d’orientation pour les équations en rotation ou moments

Un défaut de position des liaisons de la chaine ou des surfaces en contact au niveau de ces liaisons
suivant les axes X et y entraine un montage impossible si les piéces ne sont pas déformables.

Un défaut d’orientation des liaisons de la chaine ou des surfaces en contact au niveau de ces liaisons
autour des axes X et ¥ entraine un montage impossible si les piéces ne sont pas déformables.

Les équations statiques présentant des inconnues indéterminées montrent que ces efforts sont en
surnombre pour étre calculables.

A.V.3.c.iii Estimation du degré d’hyperstatisme « a la main »

La méthode « a la main » consiste a imaginer, une par une, 6 déformations (3 en position, 3 en
orientation) des piéces ou liaisons pour chaque.

Pour chaque chaine (et non uniquement pour les chaines indépendantes):

- effacer entiérement les liaisons des autres chaines
- imaginer une déformation d’une piéce ou liaison selon,
o une translation dans une direction de I'espace
o une rotation autour d’'un axe de I'espace en supposant que le systeme est isostatique
pour chacune des 3 translations dans I'espace (point illustré dans les remarques)
tout le reste de la chaine étant supposé parfait et indéformable
- déterminer si le mécanisme est toujours montable sans déformer de pieces ou liaisons
o Oui: Cette déformation ne correspond pas a un degré d’hyperstatisme
o Non : Cette déformation correspond a un degré d’hyperstatisme suivant la direction
étudiée

Remarques :

- Attention, dans certains cas, deux mouvements liés peuvent étre responsables d’un seul degré
d’hyperstatisme. Alors, par I'analyse « a la main », on peut croire que h=2 au lieu d’1, par
exemple :
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7

Le maintien de I'appui plan est lié & une translation suivant sa normale. Déplacer suivant X ou
y I'une des piéces a en réalité le méme effet de déplacement relatif suivant la normale des
deux plans. Il faut retenir que lorsqu’il y a des contacts faisant intervenir des normales (appui
plan, ponctuelle, linéaire rectiligne), il faut pouvoir aligner ces normales, puis pouvoir déplacer
les deux solides dans la direction commune de ces normales afin d’assurer le contact

- Commeh > Z’{:l h;, on peut passer a c6té de degrés d’hyperstatisme du mécanisme complet
si I'on ne regarde que des chaines indépendantes. Par contre, on sait que I’hyperstatisme de
chaque chaine sera un degré d’hyperstatisme du mécanisme complet.

- Cas des rotations : lorsque I'on impose une déformation autour d’un axe afin de déterminer si
celle-ci supporte un degré d’hyperstatisme, on imagine une rotation d’une piéce ou liaison.
Attention, il est important dans ce cas d’imaginer que la chaine étudiée ne présente pas de
degrés d’hyperstatisme en translation. En effet, imposer une rotation en un lieu du mécanisme
engendre forcément un mouvement des points qui ne sont pas sur I'axe de la rotation
imaginée. Si le mécanisme est hyperstatique dans I'axe de la translation engendrée, nous
serions amenés a avoir envie de dire que du fait de la rotation imposée, le mécanisme n’est
plus montable car le point qui s’est translaté ne permet plus le montage, alors que ce n’est pas
lié a I'orientation imposée par la rotation.

En imaginant les translations suivant y et Z que ce soit en A ou en B, pour une des 2 liaisons par

Illustration :

Lat"

exemple, on voit que ce mécanisme est hyperstatique en translation suivant y et Z.

Exemple :
7 e
/
/2

Si on imagine une quelconque rotation sur une des 3 directions en B, on voit que le mécanisme n’est

pas hyperstatique en rotation.

Exemple :
= O
’
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MAIS, si on imagine une rotation par exemple autour de Z de la liaison en A, voila & quoi on arrive :

Exemple :

/7

On est tenté de dire que du fait de cette rotation, le systéme n’est plus montable et on conclurait donc
qu’il y a un degré d’hyperstatisme en rotation suivant Z, alors que ce n’est pas vrai. En réalité, le fait
que le systéme soit hyperstatique en translation suivant y est a lorigine de cette erreur
d’interprétation.

Imaginons que le systéme n’est pas hyperstatique en translation suivant y, cela veut dire que la
translation de B doit étre possible suivant y. Alors cette rotation n’engendre pas d’impossibilité de

: 2®

7

Dans ce cas, comme nous avons juste enlevé le degré d’hyperstatisme en translation suivant y, si le
mécanisme était hyperstatique en rotation autour de Z, on devrait le mettre en évidence avec la
rotation proposée :

/7

On voit bien qu’en faisant abstraction de I’hyperstatisme en translation du mécanisme, cette rotation
n’empéche pas le montage.
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Pour étre plus claire et pour conclure, prenons I'exemple suivant :

»

Par rapport au systéme initialement étudié, nous avons supprimé le degré d’hyperstatisme en

translation suivant y mais nous avons ajouté un degré d’hyperstatisme en rotation autour de Z.

Imaginons la méme déformation que précédemment en A en rotation autour de Z

Ici, on voit bien que méme si le systéme n’est pas hyperstatique en translation suivant y, la rotation

proposée induit un montage impossible, a cause d’un probléme d’orientation non autorisée en B.
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A.V.3.c.iv Mécanismes dans des positions particulieres

La position particuliere de certains mécanismes peut conduire :

- aun mauvais calcul d’hyperstatisme du fait de mobilités non vues
- aun changement du degré d’hyperstatisme du systeme du fait de la présence d’une nouvelle
mobilité¢ :h=m + ---

Prenons des exemples pour comprendre.

e Exemple 1

<!
ta{

h=m+E.—1I

=5+6—-10=1

Les translations suivant ¥ et Z ainsi que la rotation autour de X sont possibles et bien visibles.
Si on s’arréte 13, on trouve h = —1. Il reste donc au moins une mobilité.

Par ailleurs, on voit bien qu’il y a un degré d’hyperstatisme en translation suivant X. Comment assurer
le contact de chaque c6té ? On a donc a priori h = 1, donc on a oublié 2 mobilités.

Regardons les rotations suivant y et Z. Sont-elles possibles ? On voit bien que si la piéce tourne autour
de ces axes, on va perdre les contacts des ponctuelles. On aurait donc envie de dire que ce ne sont pas
des mobilités. Alors résonnons en statique. Si on applique un couple autour de y ou Z, on voit bien que
rien ne va reprendre ces couples dans la situation particuliere exposée, que I'équilibre est impossible.
On peut donc conclure que ces 2 mobilités existent, bien qu’impossibles a réaliser concretement.

Ainsi :

m=5eth=1
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Prenons maintenant le méme systéme dans une autre position :

<u
=1

On peut remarquer que I’hyperstatisme axial a disparu, il n’y a plus aucun problémes pour assurer le
contact des deux ponctuelles.

Dans les calculs, ce qui change, c’est la mobilité. Dans cette situation, la rotation autour de Z n’est plus
possible

m=4eth=0
o Exemple 2
Soit le mécanisme suivant dans 2 positions différentes :
' I
P R
h=m+E.—1I, h=m+E.—1I,
=146-5=2 =04+6-5=1

Dans le cas de gauche, I’hyperstatisme est lié & deux translations suivant y et Z. Les 2 axes doivent étre
coaxiaux et cela se traduit par 2 dimensions nulles.

Dans l'autre cas, I’hyperstatisme est lié a la distance R. En fait, ou que soient les deux liaisons dans
I’espace et quelle que soit leur orientation, on pourra tourner la piece afin de la mettre dans le plan
contenant les deux liaisons. Il ne faudra alors que maitriser la distance R afin d’assurer le montage.

Cet exemple illustre bien I'influence de positions particulieres permettant de faire apparaitre des
mobilités et d’augmenter le degré d’hyperstatisme d’un systéeme pourtant composé des mémes piéces
et liaisons.

A.V.3.d Conséquences géométriques de I'hyperstatisme
Tout degré d’hyperstatisme impose des conditions géométriques au mécanisme concerné.

Les degrés d’hyperstatisme en résultante (statique) ou translation imposent des conditions de
position.

Les degrés d’hyperstatisme en moment (statique) ou rotation imposent des conditions d’orientation.
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Ces conditions seront ajoutées au plan de définition a I'aide de la cotation.

Dans notre exemple, lorsque les piéeces 0, 2 et 3 (par exemple) sont montées, le moindre défaut de
position d’une des liaisons de la chaine suivant les directions X et y entrainent une impossibilité de
monter I'axe de 3 dans 0 sans déformer au moins une piece ou liaison. Il faudra tolérancer les
différentes pieces afin d’assurer une position relative des différents axes afin que les pieces se
montent. Il en va de méme concernant les rotations.

A.V.3.e Rendre un mécanisme isostatique

A.V.3.e.i Principe

Pour rendre un systéme hyperstatique de degré h isostatique, il faut ajouter h degrés de liberté (DDL)
sans ajouter de mobilités internes. Parfois, il suffit de modifier des liaisons, parfois il faut aussi ajouter
des liaisons et pieces intermédiaires.

Dans les mécanismes a plusieurs chaines cinématiques, comme h > Z]{:l h;, il faut rendre isostatiques
chaque chaine du systéme (non pas uniquement y chaines). Le fait de rendre une chaine isostatique
peut diminuer le degré d’hyperstatisme d’autres chaines.

A.V.3.e.ii Applications

e Un premier exemple simple

Soit le systéeme suivant :

=1l

Question : calculer h, identifier I'origine des différents degrés d’hyperstatisme et proposer la solution
la plus simple possible afin de rendre le systéme isostatique.
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o Exemple du cours

Dans notre cas, il faut permettre les 4 mobilités manquantes sans changer le fonctionnement global
du mécanisme ni ajouter de mobilités internes, par exemple :

- Permettre les 2 rotations manquantes en transformant la pivot en rotule
- Permettre les deux translations a I'aide de deux liaisons en paralléle Appui plan + Ponctuelle

3 2

Ve

{

I

;,?,
i
y

-

Remarque : Il existe plusieurs solutions différentes. On pourrait mettre deux glissiéres en série a la
place des deux liaisons en paralléle. Toutefois, cela induirait la présence d’une piéce supplémentaire.

Vérification de la solution proposée :

L 5

p 4

14 2

I, 3+1+3+5+1=13

E. 6y =12

m 1

h h=m+E.—1I,
h=1+12-13=0

Ig 3+5+3+1+5=17

E; 6(4-1)=18

m 1

h h=m+I;—Es
h=1+17-18=0

Il faut donc ajouter des liaisons et des pieces.
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A.V.4 Cas des problemes plans

Dans le cas de problémes plans de normale Z, a ne pas confondre avec des mécanismes 3D représentés
dans le plan, on ne trouve que trois liaisons dont les nombres d’inconnues peuvent étre réduits:

Glissiere | Axe contenudansleplan (0,%,y) | 2P =1 | i?? =2

Pivot Axe Z i2b = i0 =2

Ponctuelle Normale dans le plan (0,%,y) i =2 | 2P =1
2P+ =3 ; [P+ =3L

L'analyse des mécanismes peut étre simplifiée, en ne tenant pas compte des équations de la 3°
dimension :

- Vecteur vitesse de rotation / Moment statique suivant Z
- Vecteur Vitesse de translation / Résultante statique suivant X
- Vecteur Vitesse de translation / Résultante statique suivant y

Ainsi,ona:

Cinématique Statique

EEP =3y EP=3(p-1)

Sans I'hypothése des mécanismes plans, un mécanisme plan posséde 3 degrés d’hyperstatisme
supplémentaires :

h3P =3+ h?P (4)
Remarque : En pratique, cette formule n’est utilisée que dans le sens 2D vers 3D.

Remarque sur le lien entre 2D et 3D : En mécanismes plans (3 équations 0 = 0), on trouvera toujours
un degré d’hyperstatisme 3D supérieur ou égal a3 : h3P = 3 + h?P, avec h3P le degré d’hyperstatisme
du modele plan en 3D. Lorsque le mécanisme ne présente que des pivots et des glissieres, le modéle
plan est identique au modele 3D. Mais des qu’il y a des ponctuelles, il faut faire attention a
I'interprétation de ces équations. En effet, une ponctuelle 2D présente 2 inconnue cinématiques en
plan, une ponctuelle 3D en a 5 en 3D, mais le modele 2D d’une ponctuelle présente 2 inconnues
cinématiques en 3D car c’est une liaison qui ne peut se déplacer hors plan. Il faut donc faire attention
aux raisons qui ont poussé a proposer une ponctuelle plane dans un modele plan car elle peut provenir
d’une ponctuelle 3D comme de I'association en série (par exemple) d’une glissiére et d’une pivot. On

h3P peut porter a

voit que le modele 3D associé a ces 2 solutions n’est pas le méme et parler de
confusion, parle-t-on du degré d’hyperstatisme du modele plan mis en 3D, ou du modele 3D réel dont
la modélisation plane a induit une réduction des liaisons. La formule h3? = 3 + h?P est donc toujours
juste lorsqu’un mécanisme est réalisé en 2D et en 3D uniquement des pivots et glissiéres, et soumis a

interprétation lorsqu’il y a des ponctuelles en plus dans le modele 2D.
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A.V.5 Conclusion

Le degré d’hyperstatisme d’'un mécanisme s’obtient trés rapidement a I'aide des formules d’analyse,
si la mobilité est bien estimée « a la main ». Ensuite, il convient d’en déterminer les causes. Avec
I’expérience, et en imaginant, a la main, des défauts géométriques dans le mécanisme, il devient
possible de les déterminer et de proposer des améliorations tres rapidement.

L’utilisation des méthodes de résolution cinématique et statique/dynamique permettent d’étudier les
systéemes d’équations et de déterminer m et h. Ces méthodes sont trés souvent coliteuses en temps,
mais permettent d’appréhender la mobilité parfois difficile a déterminer. Il est préférable dans ce cas
d’effectuer la méthode cinématique qui fera généralement apparaitre moins d’équations.

Un mécanisme hyperstatique n’est pas forcément un mauvais mécanisme. Cependant, I’hyperstatisme
doit étre traité correctement. S'il est voulu, on cherche en général a créer un mécanisme plus résistant
/ robuste, ou a obtenir un fonctionnement sans jeu. S’il n’est pas voulu, il faut envisager une
reconception afin de I'éviter. En général, I'hyperstatisme est trouvé dans les mécanismes transmettant
de fortes puissances.

D’un point de vue statique, I’hyperstatisme correspond au fait que certains efforts sont repris plusieurs
fois par différentes liaisons. Les efforts se répartissant sur plus de liaisons que nécessaire, il est donc
plus résistant a dimensionnement équivalent. Toutefois, ne connaissant pas la répartition des efforts,
I'hyperstatisme peut faire apparaitre des efforts/pressions locales dans des liaisons qui ne peuvent les
supporter, et apporter une usure prématurée. De méme, des contraintes internes dans les piéces
apparaissent alors méme qu’aucun effort extérieur n’est exercé sur le mécanisme.

D’un point de vue géométrique, I'hyperstatisme apporte des conditions géométriques a respecter afin
gue les contacts soient réalisés comme prévu et que le montage soit possible. La cotation fonctionnelle
des éléments du mécanisme joue alors un réle important sur les efforts dans les liaisons et les pieces.
Il est nécessaire de controler précisément

- la position des liaisons au travers de la géométrie des pieces
- la géométrie des piéces au travers de la géométrie des liaisons
- la déformation des pieces

Un mécanisme hyperstatique composé de pieces indéformables réelles présentant des défauts n’est
pas montable.

Un mécanisme isostatique se monte simplement, sans génération de contraintes internes, et les
exigences géométriques de conception sont fortement diminuées.

Il est possible de modifier un mécanisme hyperstatique afin de le rendre isostatique, mais cela induit

- la modification de liaisons
- et/ou l'ajout de liaisons et de piéces intermédiaires

La levée de I'hyperstatisme sera abordée dans le chapitre de résistance des matériaux. En effet, en
prenant en compte la déformation des pieces, il devient possible de déterminer les efforts inconnus.
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A.VI. Liaisons équivalentes

Nous nous limiterons ici a la détermination de liaisons équivalentes par la méthode cinématique. Nous
verrons plus tard qu’une démarche semblable s’applique avec une méthode statique.

A.VI.1 Présentation

A.VI.1.a Exemples : série -paralléle

Plusieurs liaisons en série définissent une liaison équivalente qui peut étre usuelle ou non (et toujours
isostatique)

PO

. AP(R)
a 0 ) 1
U

Plusieurs liaisons en paralléle définissent une liaison équivalente qui peut étre usuelle ou non (dont la
solution non simplifiée peut étre est isostatique ou hyperstatique - notion abordée en 2° année) :

A — A
1 \ - 0 1 \ -
X
_4_.__0 o _|.4_x._.|_
0 0
W/ W/Wz:
PG(4,%)
11 O I)—0)
R(4)
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A.VI.1.b Objectifs

Obtenir une liaison équivalente dans un systéeme complexe permet de le simplifier. En effet, lorsque
I'on détermine une liaison équivalente a plusieurs liaisons, le nombre de liaisons du systeme en est
d’autant réduit.

Lorsque I'on détermine une liaison équivalente, on détermine concretement le torseur équivalent a
I’ensemble des torseurs des liaisons considérées en utilisant 'une des deux méthodes disponibles,
adaptées aux assemblages de liaisons en série ou en paralléle.

La liaison équivalente obtenue n’est pas obligatoirement une liaison normalisée. En effet, le torseur
obtenu peut étre :

- Un torseur qui présente une forme non usuelle avec des inconnues indépendantes

3
I 4
0 Usyz) P (o Uyr)
Ve 2 {V4/1} =40 V2/1 =40 V4/1
0 Ws), A 0 Wy A
Xo 3DDL — 3 inconnues indépendantes
1
- Untorseur présentant ou non une forme usuelle mais avec des inconnues dépendantes
B B
Prnvy) Py Upyr)
M} =4@n o =<tan6;,1 Py;1 o
Rapn 0 ), Ry/1 0 ),

Q21 =tanby/ Py )y

(P )
Pyy1 Uppy o ! —coszél U,/1 €080, L
= 0 V2/1 = 0 2/1 U2/1 sin 91/2
R2/1 0 c R2/1 0
c

U2/1 = V2/1 tan 92/1

- Un mélange des 2 solutions précédentes

La difficulté lors de la détermination de liaisons équivalentes sera de bien choisir le point d’expression
du torseur équivalent et sa base afin d’obtenir ce que I'on appelle la forme canonique du torseur dans
le but de le reconnaitre si c’est une liaison usuelle, ou d’exprimer au plus simple ses DDL dans le cas
d’une liaison non usuelle.
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A.VIL.2 Préliminaires
A.VL.2.a.i Reconnaissance d’une liaison

Pour reconnaitre une liaison usuelle, il faut :

- obtenir la forme canonique du torseur associé. La forme canonique d’un torseur est la forme
du torseur lorsque son moment est minimum (choix du point) et ses composantes ont des
expressions les plus simples (le plus de 0 possibles) (choix de la base). Par forme on entend
composantes nulles ou non nulles et places de celles-ci dans le torseur

- N’obtenir que des inconnues indépendantes

On pourra alors vérifier que le torseur obtenu correspond ou non a une liaison usuelle. Lorsque I'on
obtient le torseur équivalent final, il est composé soit

- d’inconnues indépendantes permettant ou non de reconnaitre une liaison usuelle selon sa
forme
- d’inconnues dépendantes, ne pouvant correspondre a une liaison normalisée

La forme et I'indépendance des inconnues d’un torseur dépendent de deux choix :

- Le point d’expression du torseur équivalent
- Labase d’expression du torseur équivalent

Remarque : Une liaison équivalente peut étre une liaison normalisée dans une base qui bouge avec le
temps et en un point qui peut ne pas étre fixe dans I'espace. On peut par exemple trouver une liaison
pivot d’axe (0, X) ou le point O n’est pas fixe au cours du temps dans la base 0.

A.VL2.a.ii Choix du point

¢ Principe

La reconnaissance d’une liaison par son torseur (cinématique, statique) dépend du point ou celui-ci est
exprimé. Ainsi, si le torseur d’une liaison est écrit en un point du lieu gé¢ométrique caractéristique de
celle-ci (et si la base est bien choisie, point développé au prochain paragraphe), sa reconnaissance sera

triviale :
Py 0 Bo
n}=j0 0
0 0/,

On reconnait ici le torseur cinématique d’une liaison pivot d’axe (4, X). Cette écriture est la forme
canonique du torseur de la liaison pivot.

Par contre, si ce torseur est exprimé en un point quelconque de I'espace P(x,y, z), le torseur associé
a cette liaison prendra une forme non conventionnelle :

B B
Py 0 * (Pyy O °
(=4 0 2P ={o0o Van
0 —yPyq P 0 W31 p
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On remarque alors que les 3 composantes de ce torseur ne sont pas indépendantes :
Vopr =2Pyn 5 Wy =—yPyp

Des inconnues en moment dépendent inconnues en résultante et on voit que la forme du torseur
obtenu n’est pas la forme correspondant au moment minimum.

On remarque qu’en y = z = 0, soit sur 'axe (4, %), le moment est minimum et les inconnues sont

Py 0
{V2/1} = { 0 0}
A

0 O

indépendantes :

Bo

On reconnaitre la liaison pivot recherchée.
Il est parfois compliqué de mener cette réflexion si le choix du point n’était pas bon au départ

Conclusion : le choix du point avant méme de mener I'analyse sera trés important pour mener une
étude correcte et simple de liaison équivalente : on essaiera de reconnaitre la liaison recherchée « par
intuition » afin de choisir un point sur son lieu géométrique avant de commencer.

o Effets d’'un mauvais choix de point

Un mauvais choix de point conduit a I'apparition dans les moments de termes liés a la résultante du
torseur et a des dimensions. Il faut alors déplacer le torseur en un autre point afin de minimiser le
moment en jouant sur les dimensions et de rendre, si possible les inconnues indépendantes.

o Cas particuliers

A savoir, en cinématique par exemple, les liaisons Appui Plan, Linéaire Rectiligne et Ponctuelle peuvent
contenir des termes U,V et W dépendant de P, Q et R sans changer leur forme canonique. Il peut donc
étre possible de les reconnaitre sans faire ce travail.

B B

0 Upys—yRyr) ° Pyt Uz P21 0

0 W+ sz/1 0 Vy1+ xRy — 2Py Q21 V21 + xRy

R R R Wy —xQ
2/1 2/1 0 Pe(0,22) 2/1 2/1 2/1) peo,2)
B B
U2/1 Py /1 U2/1 Py 0
R Vz/l 0 V2/1 Q2/1 VZ/l
21 Pe(0,7) Ry 0 ), Ry W2/1 o
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Remarques :

- Enaucun cas cette dépendance a des termes en résultante n’induit une dépendance entre les
inconnues cinématiques. Exemple pour I"appui plan : il n’est pas possible d’écrire : U1 —
YR3/1 = kR3/1. On remarque juste que les termes en moment sont « influencés » par les
termes en résultante.

- llenva de méme en statique pour un certain nombre de liaisons (cf tableau des liaisons)

- Ce n’est pas parce que le moment n’est pas minimum que le torseur n’a pas sa forme

canonique, mais si le moment est minimum, on a la forme canonique du torseur
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o Méthode de choix du point

Soit P le point d’expression des torseurs des liaisons composant la liaison équivalente recherchée :

- Essayer de reconnaitre la liaison recherchée parmi les liaisons usuelles

- Silaliaison recherchée est une liaison usuelle, P sera choisi sur son lieu d’invariance

- P serachoisi, autant que possible, sur un lieu d’invariance commun des différents torseurs des
liaisons composant la liaison équivalente afin de minimiser le travail de déplacement des
torseursen P.

- Si des torseurs doivent étre déplacés, et si différents points peuvent convenir, P sera le point
induisant le moins de termes en moment, c’est-a-dire que les torseurs a déplacer auront
généralement le moins possible de composantes de résultante (X,Y,Z/P,Q,R).

VM/@ B "%
Choix de ???
& oix de
C

A.VIL.2.a.iii Choix de la base

¢ Principe
La base d’expression du torseur équivalent peut modifier sa forme. En général, la base est bien choisie
intuitivement.

Yo
Ax—o’ — 1
> )

Pyy 0) %0 8, ®
{VZ/I} = 0 0 P2/1 COS 010 0 PZ/l O 1
0 O A {vz/l} = P2/1 Sln 910 0 = 0 0
0 0), 0o 0,
oA
. Yo .

4 lxo
L

Dans le cas de droite, et dans la base 0, on remarque une dépendance de deux composantes en

résultante (vitesse de rotation) et on remarque qu’un changement de base permet de supprimer celle-
ci et de reconnaitre une liaison pivot.

Il est parfois compliqué de mener cette réflexion si le choix de la base n’était pas bon au départ
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Conclusion : le choix de la base avant méme de mener I'analyse sera tres important pour mener une
étude correcte et simple de liaison équivalente : on essaiera de reconnaitre la liaison recherchée « par
intuition » afin de choisir une base contenant les vecteurs associés a la liaison recherchée avant de
commencer.

o Effets d’'un mauvais choix de base

Un mauvais choix de base fait apparaitre des relations adimensionnées (rapports de longueurs, cos,
sin, tan) entre des composantes soit de la résultante, soit du moment, soit des deux. Il faut alors faire
un changement de base afin de rendre, si possible, ces inconnues indépendantes.

e Méthode de choix de la base

Pour déterminer la base d’expression du torseur équivalent, il faut :

- Essayer de reconnaitre la liaison recherchée parmi les liaisons usuelles

- Si la liaison recherchée est une liaison usuelle, B sera une base contenant au minimum les
vecteurs proposés dans le tableau des liaisons (ex : B(X, —, —) — choix d’une base quelconque
contenant le vecteur X, quelle que soit sa position)

e Remarque

On remarquera que pour réussir a trouver la forme canonique d’un torseur par changement de base,
il sera nécessaire d’avoir les mémes relations entre deux mémes composantes de la résultante et du

moment :
Bo P,/ c0s619 U %o
P2/1 COoS 610 U2/1 COoS 910 2/1 . 10 2/1
{VZ/I} = P2/1 sin 010 V2/1 sin 910 {vz/l} = P2/1 sin 910 0
0 0 P 0 0 J,
Pyy1 Uzpn 1 Pyyy Uzjpcosbpr)

= 0 0 = 0 U2/1 Sln 001

0 0, 0 o J,
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A.VL.3 Analyse

A.V1.3.a Préliminaires
Face a un plan ou une vue 3D d’un mécanisme :

- Analyser les surfaces en contact et proposer les liaisons usuelles correspondantes
- Proposer un modele cinématique du systeme : schéma d’architecture

- Etablir son graphe des liaisons

- ldentifier si les liaisons étudiées sont en série ou en paralléle

A.VL.3.b Décomposition du probléme

Lorsque I'étude porte sur des liaisons a la fois en série et en paralléle, et ou s’il y a plus de 2 liaisons a
étudier, il est possible, voire conseillé, de décomposer le probléme en somme de problemes simples
contenant quelques liaisons en menant toute la démarche a chaque étape.

Exemple :

ngm
Série
Io——
Série
132
Ll() m L31
eq
U
Parallele

® ©

0,
r ng
0

Série
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A.V1L.3.c Liaisons en série

Lorsque deux pieces sont reliées par plusieurs liaisons successives, la liaison équivalente entre ces deux
piéces possede un degré de mobilité supérieur ou égale au maximum des degrés de mobilité de chaque
liaison intermédiaire.

A.VL.3.c.i Méthode cinématique - A privilégier
Méthode :

- Choisir point P et base B
- Exprimer les n torseurs cinématiques en P dans B des liaisons {Vn/n_l}, {Vn—1/n—2} {Vz/1}-
- Par composition du mouvement, on a:

{Vn/l} = {Vn/n—l} + {Vn—l/n—z} +-t+ {V2/1}
Attention au choix du point P et de la base B

Pn/l Un/l
- Exprimer {Vp1}={CQu1 Van en fonction de ses inconnues cinématiques
Rn/l Wn/l P

indépendantes non nulles
- Sily a présence d’'inconnues dépendantes :
o Dans des mémes composantes de la résultante et du moment, tenter un changement
de base
o Entre résultante et moment, tenter un changement de point
- ldentifier, si possible, la liaison équivalente parmi les liaisons usuelles
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A.VL3.c.ii Méthode statique
Méthode :

- Choisir point P et base B
- Exprimer les n torseurs statiques en P dans B des liaisons {7, -1}, {Tn-1/n—2} - {T2/1}

- Poser le torseur générique de la liaison équivalente {Tn/l} comportant les 6 inconnues en P
dans B
- Par application du PFS a chaque solide, ona:

Solide PFS Déduction
2 {Tj2} + {752} = {03 (o} = {732}
i {Ticayi} + {T i} = (0} {Tieapi} = {Topi-)
n (T} + (Texeon} = {0} {Tn-1} = Texeon)
n via Leq {Tin} + {Texton} = {0} {Toj1} = (Texron}

Finalement, on trouve :

{Tn/l} = {Tn/n—l} = {Tn—l/n—Z} == {712/1}

Attention au choix du point P et de la base B

Xn/l Ln/l
- Exprimer {Tn/l} =<{Yn1 My} en fonction de ses inconnues statiques indépendantes
Zn/l Nn/l p

non nulles
- Sily a présence d’'inconnues dépendantes :
o Dans des mémes composantes de la résultante et du moment, tenter un changement
de base
o Entre résultante et moment, tenter un changement de point
- ldentifier, si possible, la liaison équivalente parmi les liaisons usuelles

Page 49 sur 58



Derniere mise a jour Choix de I'architecture des Denis DEFAUCHY
05/12/2016 mécanismes Cours

A.VL.3.d Liaisons en parallele
L,

’ L,
L,

Des liaisons en parallele permettent généralement de répartir les efforts que chacune va subir dans un

P

contexte de dimensionnement de mécanismes. L'ensemble des plusieurs liaisons entre deux piéces
réalise une nouvelle liaison a mobilité inférieure ou égale a la mobilité de chacune des liaisons.

Dans le cas des liaisons en parallele, la solution réelle peut présenter un degré d’hyperstatisme non
nul. Avant de remplacer un ensemble de liaisons per une liaison équivalente isostatique, il convient
donc d’analyser le montage afin de garder I'information d’hyperstatisme.

h=5 h=5
| | | s |

Le degré d’hyperstatisme du systéeme contenant des liaisons équivalentes sera inférieur au degré

d’hyperstatisme du systeme contenant toutes les liaisons. L'écart sera égal a la somme des degrés
d’hyperstatisme de chaque liaison équivalente étudiée.

A.VIL.3.d.i Méthode cinématique

Méthode :

- Choisir point P et base B
- Exprimer les n torseurs cinématiques en P dans 8B de chaque liaison en prenant soin de

différencier leur notation, en utilisant un numéro pour chacune: {V, 1}, {V2,1%} ...{V21"}

- Poser le torseur générique de la liaison équivalente {Vz/1} comportant les 6 inconnues en P

dans B
- Par fermeture cinématique de chaque chaine indépendante, on a :
Vep} =’} =Wepn} == V")
Attention au choix du point P et de la base B
Py Uy
- Exprimer {Vz/l} =3Q21 Vop en fonction de ses inconnues cinématiques
Ropp Wopn),

indépendantes non nulles
- Sily a présence d’'inconnues dépendantes :
o Dans des mémes composantes de la résultante et du moment, tenter un changement
de base
o Entre résultante et moment, tenter un changement de point
- ldentifier, si possible, la liaison équivalente parmi les liaisons usuelles
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A.VL3.d.ii Méthode statique - A privilégier
Méthode :

- Choisir point P et base B

- Exprimer les n torseurs statiques en P dans B de chaque liaison en prenant soin de différencier
leur notation, en utilisant un numéro pour chacune: {731}, {73,1%} ...{T21"}-

- Par application du PFS,ona:

Solide | Liaison PFS Déduction
n n
2 n {gzaxt—m} + Z{Tl/zl} = {0} {%xt%n} = Z{Tz/ll}
i=1 i=1
2 Leq {Toxton} + {712} = (0} {(Toxt-m) = {To1}

() = D o't = T} + (T} + 4 7207

Attention au choix du point P et de la base B

X2 Lop
- Exprimer {Tz/l} =4Y2,1 M1 enfonction de sesinconnues statiques indépendantes non
Zayn Noj ),

nulles

S’il y a présence d’inconnues dépendantes :

o Dans des mémes composantes de la résultante et du moment, tenter un changement
de base
o Entre résultante et moment, tenter un changement de point

Identifier, si possible, la liaison équivalente parmi les liaisons usuelles
A.VL.4 Illustration de I'effet des choix de points et bases

Soit le schéma cinématique suivant :

B
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A.V1.4.a Méthode recommandée

Pour déterminer la liaison équivalente entre la piece 1 et le bati, on voit s’il est possible de déterminer
a priori la liaison recherchée. Dans ce cas, on cherche une liaison pivot d’axe (4, X7).

P B
Yoa '\ Ly
A X /)
Xo

On choisit donc un point sur I’axe de la liaison en prenant celui qui induira le moins de calculs (le plus
d’inconnues en résultante). Ici, A et B donnent un travail équivalent.

Choisissons A
On choisit une base contenant I'axe de rotation.
Choisissons la base 1
Dans le cas de liaisons en paralléle, on privilégie la méthode statique afin de faire une somme :
{Tyo} = {Ty0'} + {T100%)

On pose la définition du torseur recherché en A dans B,

X0 Lio)™
{71/0} = {Ylo M10}
ZlO NlO A
Puis les deux torseurs de liaison
X! 0
{71/01}= Y101 0
Zyt 0),
X2 0\ (X2 0\
{71/02}: Y102 0 = Y102 —L1Z102
Zie® 0),  \Zi*  LiYie® ),
Ly Ba X102 . 0 &
m=m+ﬁ/\R—1(§=[0] A|Yy,2 = |-L1Z:°
0 Z102 L1Y102
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B B
X1 Lio)® (X' 0) (X 0 )7
{Ylo Mo = Y101 0 + Y102 _L1Z102
Zio Nio/y Zy' 0 4 Z10°  LiYa” A

By

Yio Migp ={Yo'+ Vo> —L1Zy°

{Xm L1 }Bl Xi0' + X10° 0
Z10 NioJ, Zyot + Zyo®  LiYig®

A

On peut voir qu’aucune des composantes de ce torseur équivalent ne peut étre exprimée comme
combinaison linéaire des autres.

On a donc exprimé le torseur de la liaison équivalente entre 1 et 0 : c’est bien une liaison pivot d’axe
(A' xl)'
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A.V1.4.b Mauvais choix de point
M
Plagons-nous en un point M quelconque. On garde la base B; et la méthode statique. (o]
- B
On pose la définition du torseur recherché en M dans B; DAY
X1 Lio)™ A X 7
{Tijo} ={Yi0 My Ly x+B1
Z1p  Njp M AM = [y]
# z
B B
X1t 0) " (Xio' —¥Zio' +2zVio')
{71/01} = Y101 0 = Y101 XZ101 - ZX101
Ziot 0 4 Zio'  —xYio' +yXioh M
B B
—xB1 [X10'] —yZ1ot +2zYi0' |
MM = MA + MAARlO = [_y /\ Y101 = leol - ZX101
i Z1o' —xYi0" + yX10"
X10® 0 " X10° —yZ10° + z¥10° &
T’} ={re® 0p ={%e® (x—L)Z" —2X10°
Zyp® 0 B Z10® —(x—L)Yio" + yX10° M
B B
[~ X10°]™" ~yZ10” + 210 '
MM = MB + MB/\R]_O == [ —y /\ Y102 = (x - Ll)Zloz - ZX102
—Z % —(x — L)Yio® + yX10”
B 1 1 1+ B1 2 2 2 By
X10 L)t X100 —YZio 7Y X10 —¥Zi0" + z¥5o
{Ylo Mlo} =4V xZyo' —zXp0! +4Vi0®  (x— L) Zyo° — zXq0°
Zi0 Nioly Zyo' —xYio' + yXio' M Z1p®  —(x—L)Yip® + yX1o® M

Yio My Yio' + Yio°

{Xw LlO}Bl Xi0' + X10°
Z1o Ny

Bl Xlol +X102

XlO LlO
YlO MlO
ZlO NlO

—yZyo" + zYio' — ¥Z10° + zY10”
xZyo" — zX10" + (x — L1)Z10% — zX14°
M Zio' + 210" —xYi' +yXioh — (x — L)Yio® + yX10° M

Z(Ylo1 + YlOZ) - }’(Zlo1 + 2102)
=< Yo' + Vyp° X(Zlol + 2102) — L1Z14° - Z(Xlo1 + Xloz)
M Zio' +Z1o®  —x(Yio' +Y10?) + ¥(X10" +X10%) + L1V10% ),

By

By

Nous sommes face a une écriture compliquée des moments. Sachant que nous cherchons un torseur
a 5 inconnues indépendantes, on doit pouvoir montrer qu’une inconnue est combinaison linéaire

des autres :
Lig = zY10 — ¥Z10
Comme il s’agit d’un point mal choisit, cherchons a minimiser le moment.

Enx =y =2z =0, soit au point A:
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B (X0l + Xy o\
X10  L1o 10 t 410
{Ym Miop =1 VYo' +Yo® —L1Zy°
Zio NioJy Ziyo" + Zyo®  LiYig®

On trouve le torseur le la démarche précédente, c’est terminé. On peut d’ailleurs remarque que
méme si x # 0, la forme canonique est gardée et les inconnues sont indépendantes :

1 2 By
Xi0 Lig)\P? X10- +X10 0
{Ym Myt =4 Yo' +Yi° —L1Z;0° — Z(X101 + X102)
Zio Nioly Z1o" + Z10° J/(X101 + X102) +L1Y10°

Ce fait est lié a la remarque faite précédemment : en statique, un certain nombre de torseurs ne
changent pas leur forme canonique tout en ayant des composantes qui peuvent changer de valeur.
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A.VI.4.c Mauvais choix de base

Plagons-nous dans la base 0 et faisons la méthode statique en A :

T} = {Tipo'} + {T100%} Voa I\ L,
X0 Lig)™ A
{Ti0} ={Yi0 My o~
Zyo Nioly, 0
/]
X0t 0}
{71/01}: Yo' 0
Zyot 0),
X102 0)°  (X®  bZy? )™
{710’} =10® 0p =1V’ —aZyy*
2102 0/p Zlo2 aY102—bX102 A
a By X102 Po bZlOZ Bo
MA = MB +AB/\R10 = [b] /\ Y102 = _azloz
0 Z10° aYyo® — bXyo®
B B
X10 L10 By X101 0 0 X102 bZl()z 0
{YIO Mlo} ={V' 0p +{Y? —aZyo’
Zyo NioJ, Zlol 0/, Z102 aY102—bX102 .\
B
Xi0 Lig)®  (X1o' +Xio bZyy’ °
{Yw M10} =14 Yol + Yio? —aZyy?
10 Naoy Zio' +Z1o®  aYie® —bX10%),
On remarque ici que :
b X
Lo = _EMIO = — tan(Xg, x7) M1,

Les inconnues statiques ne sont pas indépendantes. On voit qu’une rotation est en cause.

Effectuons un changement de base du moment de 0 dans 1 :

B
1 a
x_0’=c05901x_1’+sin901371’=cos@lox_{—singloﬁzL—[—b
1l g |

1 [P
%=—sin901x_1’+c05901ﬁ=sin@lox_{+c05610}7{=L—!a
1ol
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a b B
2 By |[ —mez _—aZmz ]| 0 B By
bZlO L]_ L]_ az + bz 0
_aZ 2 = b a = ——Zloz = _leloz
2 1 2 _L_mez _L—aZmz Ly a2 — pX. 2
aYio” — bXqo 1 1 lanz _ mezJ 10 10

| av2—bx,,? |

Remarque : pour exprimer le torseur équivalent dans la base 1, compte tenu des choix effectués de
définir les torseurs des rotules dans la base 0 au départ, il faut aussi projeter les composantes de la
résultante :

a b B
(St )+ Loy o)
Tip}={ b a
{ 1/0} _L_l(X101 + X102) + L_l(ylol + sz) —L1Z4*
Zio" + Z4o° aYyo® = bX1o” A

Remarques :

- lIci, les composantes ne correspondent pas aux composantes du torseur posé au

B
X10 L10)°

départ !113Y;y Mot . Mais ce n’est pas grave, on revient en arriére, on annule cette
ZlO NlO A

définition et on définit le torseur équivalent ainsi :

By
( a 1 2 b 1 2 \
— (X0 + X +— (Y + Y, 0
X0 L1\ L1( 10 10 ) Ll( 10 10 )
Tot=1{Y,, M = b a
o} {Ziz Nll(()) A _L_l(Xlol +X10°) +L_1(Y101 +Y10°) —L1Z1o°
Z1o' + Z10° aYyo® — bX1o° 4

- On ne trouve pas le méme moment que lors de la démarche classique, mais il ne faut pas
oublier que I'on n’a pas défini les torseurs des liaisons n°1 et n°2 dans les mémes bases, donc
c’est normal.

Finalement, toutes les inconnues de ce torseur équivalent sont indépendantes, on a fini et on reconnait
la liaison désirée.

BREF : méthode a éviter, le choix de la base doit étre bien fait au départ !!! Vous I'aurez compris...
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A.VL5 Bilan

Liaisons en série

Liaisons en parallele

Cinématique {Vn/1} = {Vn/n—1} + {Vn—1/n—2} + ot {Vz/l}

W} =o't = epn®} = = a"}

statique | {T1} = {Tyn-1} = {Te-1/n-2} = = = {11}

T} = {Bn'} + {Ten )+ + {Ton"}

Attention au choix du point et de la base d’expression des torseurs. Une erreur dans ces choix induit

une reconnaissance tres difficile de la liaison recherchée.

S|P
Cl+|=
S|=|+
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