Derniére mise a jour Actions dynamiques des liaisons et Denis DEFAUCHY
09/06/2017 équations différentielles du mouvement Cours

A. Actions dynamiques des liaisons et
équations différentielles du
mouvement

A.L Objectifs

Nous savons aujourd’hui étudier les mécanismes et déterminer les actions dans les liaisons en statique,
a I'aide des équations issues du principe fondamental de la statique (PFS). Toutefois, des qu’il y a
accélération, les actions changent et le PFS ne permet plus de les déterminer.

C’est le principe fondamental de la dynamique (PFD) qui va nous permettre de caractériser les actions
mécaniques dés lors que I'équilibre statique est rompu.

Le PFS donne les relations suivantes :

zFext—)SZO ) zMextﬂSZO

Aujourd’hui, nous sommes en passe de montrer de nouvelles relations tenant compte des
accélérations. Nous connaissons bien la relation suivante :

- .
Fextns = ma

Nous ferons toutefois un rappel des calculs de masses des solides.

Mais ce n’est pas tout, il y a aussi une relation en rotation. Dans ce cas, nous allons mettre en place
des outils permettant de traduire les caractéristiques des solides en rotation, en particulier la matrice
d’inertie, puis la relation du principe fondamental de la dynamique permettant de caractériser ces
mouvements de rotation en présence d’accélérations angulaires.

A.IL. Caractéristiques des solides

A.Il.1 Masse d’un solide

La masse d’'un ensemble matériel volumique E s’écrit :
M(E) = fp(M)dV
E

avec p(M) sa masse volumique.
Si p(M) est constante p(M) = p et V est son volume, alors
M(E) = pV

On raisonne de la méme facon avec des masses surfaciques et linéiques.
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A.IL.2 Centre de gravité
A.Il.2.a Définition

Le centre de gravité G d’'un ensemble matériel volumique E est défini dans un repere d’origine O par :
f M dm =0
E
Soit :

f@w—M’)dm:a
E

fmdmfo—m’dm:a
E E

fO_Mdm =m0G
E

0G=— | OMdm
mJg
1 1 1
xG=n—1fxdm yG:E ydm ZG:Edem
E E E

Si I'ensemble matériel comporte un élément de symétrie (géométrie et centre de gravité), le centre de
gravité appartient a cet élément.

Si la masse volumique est constante, on a aussi : p(M) = p = constante

—

1 —_—
0G=—=| OMdv
VL

1 1 1
xG=fodV yG=nydV zG=szdV
E E E

A.IL.2.b Relations barycentriques

Si I'on connait les N centres de gravité G; de N sous-ensembles de masse respectives m; (positive ou
négative ex cylindre creux), on peut déterminer le centre de gravité par :

(&) (mes)

i=1
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A.IL.3 Centre d’inertie des courbes et des surfaces planes (pour information)

A.IL.3.a Centre d’inertie - Définition

Le centre d’inertie d’un objet, ou centre de masse G, est le point de I’espace ol I'on applique les effets

d’inertie, c’est-a-dire le vecteur variation de quantité de mouvement.

A.IL.3.b Théoreme de Guldin

Le théoreme de Guldin va permettre de mettre en relation la position du centre d’inertie d’une courbe
plane/d’une surface plane avec la surface/le volume engendré par rotation de cette courbe/surface.

Il sera tres utile pour déterminer des surfaces et volumes connaissant la position d’un centre d’inertie.

A.IL3.b.i Centre d’inertie des courbes planes

Soit S une surface de révolution d’axe (0, Z). Soit I' une génératrice de S de longueur L ne coupant pas

I'axe (0, 2).

&

On appelle X les coordonné du centre d’inertie de la courbe plane I" dans le plan (0, x, z).

Par définition du centre d’inertie Gde I', ona:

moG = fOde
r

En projection suivant X, on a donc :

mX = fxdm
r
La masse m de la courbe " vaut :
m = ulL
avec i masse linéique de I'.
Lelongdel',ona:
dm = uds

On obtient :
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uLX = fxuds
r
LX = fxds
r

Par ailleurs, I'aire de la surface engendrée par la révolution de la courbe I' autour de I'axe (0, Z) vaut :

S = fxd@ds = anxds
s r

Il vient donc :
— = fxds
T r
S
LX = fxds =—
r 21
Soit :
P S
21l

Premier énoncé du théoréme de Guldin
A.IL3.b.ii Centre d’inertie des surfaces planes

Soit ¥V un volume de révolution d’axe (0, Z). Soit S une surface plane engendrant le volume V par
rotation autour de I'axe (0, Z) et ne coupant pas cet axe .

,I\qu
|
\i
S 24
B
/ \ ds
/ 0 7 + >3
% >
,’,/ @

On appelle X les coordonné du centre d’inertie de la surface plane S dans le plan (0, x, z).

Par définition du centre d’inertie Gde S,on a:
moG = f@ﬁdm
s

En projection suivant X, on a donc :
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mX = fxdm
s

La masse m de la surface S vaut :

m=aS
avec o masse surfacique de S.
Lelongdel’,ona:
dm = odS
On obtient :
oSX = fxadS
s
SX = fde
s

Par ailleurs, le volume engendré par la révolution de la surface S autour de I'axe (0, Z) vaut :

V= fxdxd&dz = 27rfde
v S

Il vient donc:
— = fde
T r
Vv
SX = fde =—
s 2
Soit :
P %
- 2nS

Deuxieme énoncé du théoréme de Guldin

Exemple d’application pour le calcul du volume d’un tore :

4

X=—
‘ 2nS
‘ . V =X2nS

V=Rx*2m*m*1r? (

V = 2m%r?R
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A.Il.4 Moments d’inertie d’un solide

A.Il.4.a Définition

Soit un solide S, un point A et une

—)
Z

ol

droite A passant par A.

A

ol

"<l1

(4)

18] =1

On appelle « moment d’inertie du solide S par rapport au point A », la quantité :

IA = fmzdm
S

On appelle « moment d’inertie du solide S par rapport a la droite A », la quantité :

> ——\2 —
Iy = f((?/\AM) dm = fHMde= fd(M)zdm
S S S

Remarques :

- I > 0 (cas particulier de la masse ponctuelle : I = 0 « en son centre »)

- Unité : Kgm?

A.IL.4.b Traduction analytique

Soit le solide S, le repére (0, X, ¥, Z) et un point M de coordonnées (x,y, z)..

Le moment d’inertie de S par rapport a I'origine O du repére :

Iy = fo_M’de = f(xz +y2 +2z%)dm
s s

Le moment d’inertie de S par rapport aux trois axes du repére :

Ip, = J(y2 + z2)dm
s

Ip, = f(xz +z%)dm
s

Ip, = f(xz + y?)dm
s
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A.IL.4.c Théoréeme d’Huygens

A.Il.4.c.i Enoncé

Le moment d’inertie d’un solide par rapport a un axe D qui ne passe pas par le centre de gravité G est
égal au moment d’inertie d’un axe paralléle au premier passant par G augmenté de md?, m étant sa
masse et d la distance entre G et D.

A.Il.4.c.ii Expression du théoréme

Soit le solide S, I'axe xx' passant par G et I'axe af paralléle a xx' et distant de d.

VP

I,(S) = f HM?dm
S

- 2
HM? = HH' + H'M? +2HH'.H'M

HM? = d? + HM? + 2HH.H'M

Ix(S) = f(d2 +H'M? 4+ 2HH'.H'M )dm
S
1,(S) = fdzdm + fH'Mde + ZHH'.fH'Mdm
S S S
H'M =HG +GM
Ip(S) = md? + I, (S) + 2HH'". f H'Gdm + 2HH'. j GMdm
S S

HH.H'G =0 et fGT/fdm=6
s

IA(S) = md? + I, (S)

Donc:

1,(S) = In, () + m(S)d? Attention au sens d’expression !
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A.IL.5 Opérateur d’'inertie d’'un solide

A.IL.5.a Définition

Soit un solide S et un point A.

L'opérateur d’inertie, I(4, S), est 'opérateur linéaire qui a tout vecteur U associe le vecteur I(4, S)u

tel que:

Cet terme va apparaitre lors du calcul du moment cinétique des solides un peu plus tard dans le cours.

1(A,8)d = f AMNM(ENAM)dm
S

Cet opérateur est linéaire et symétrique.

A.IL.5.b Matrice d’inertie

Soit B une base (x5, ¥, Zs) liée au solide S étudié.

A.IL5.b.i Expression

On place 'origine du repére au point ol est calculée la matrice, c’est-a-dire les intégrales.

—_—

AM = xx5 + yys + zzg

U = axg + bys + czg

ayBs  x18s  [bz—cyl"S
UNAM = [b| A [y] = [cx - az]
c z ay — bx

x18s  [bz—cy1®s [ay* —bxy —cxz + az? Bs
m/\(ﬁ/\m) = [y] Alex—az| =|bz? —cyz — axy + bx?

z ay — bx cx? —axz — byz + cy?
ay? — bxy — cxz + az? 1> [y?+22  —xy —xz a+8s
bz? —cyz —axy + bx?| =| —xy x*+2z* —yz [b]
cx? — axz — byz + cy? —xz —yz  x?+y? B ©

f AMA(INAM)dm = I(4,S)u
N
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En prenant A comme origine du repére, on a:

f (y? + z%)dm — fxydm —fxzdm ]
s s s
A —-F -E
1(4,5) = —fxydm f(xz + z2)dm —fyzdm =|-F B -D
> s s —E —D C lg,
—fxzdm - fyzdm f(xz +y2)dm
L s s s g

Astuce pour reconstruire cette matrice : onassociéxal,ya2etza3

- Lestermes diagonaux a la ligne et colonne i ne contiennent pas i
- Lestermes hors diagonaux a la ligne i et la colonne j contiennent le terme ij

A, B et C sont appelés moments d’inertie par rapport aux axes (0, xs), (0,ys) et (0, z).

E, F et G sont appelés produits d’inertie par rapport aux axes (0, ys) et (0,zs), (0,xs) et (0,zg) ou
(0,5) et (0, zs).

Remarque : La matrice d’inertie étant carrée, symétrique et réelle, elle est diagonalisable. Il existe donc
une base de vecteurs propres Bg' dans laquelle I(4, S) est diagonale. Elle s’écrit dans cette base :

A 0 0
0 B* 0
B’

0 0 cC*

1(4,5) =

A*, B* et C* s’appellent les moments principaux d’inertie et la base B’ est la base principale d’inertie.

A" 0 0
Une matrice d’inertiede laformeI(4,S) =[{0 B —D| montre que X est axe principal d’inertie
0 -D ¢C

Bs
du solide S.
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A.IL5.b.ii Théoréme de Huygens généralisé

Soit le point A et un solide S de masse M tel que :

ay®Bs
Ezax_s’+bﬁ+cz_5):[b
c

Dans la méme base, on a la relation entre I(4,S) et I(G, S) suivante :

b2 +c%* —ab —ac
I1(A,8)=1(G,S)+M| —ab a?’+c*> —bc
—ac —bc  a® + b?

Bs
Remargque : la matrice d’inertie ne dépend pas du sens d’expression de AG - 0On peut utiliser GA

Démonstration :

I(A, S)ti = L AMA(@AAM)dm = js (AG + GM)A (TA(AG + GM)) dm
I(4, )i = fs AG (ZA(AG + GM) ) dm + fs GMA (@A(AG + GM) ) dm
1(4,5)i = fs AGN(EAAG)dm + fs AGN(EAGM)dm + fs GMA(IAAG)dm + fs GMA(GAGM)dm
1(4,8)t = AGA(WNAG) L dm + AGAUA fs GMdm + fs GMdmA(GAAG) +1(G,S)d

I(A, )4 = I(G,S)Ud + MAGNINAG

I u a bw —cv a c®u —acw — abv + b%u
AGNINAG = [b] ANlv| Alpl =|cu—aw| Alb| =|a?v—abu— bcw + c%v
clgg Wwlge lelgs  lav —bulgg ‘clsg  Lb?w — bev — acu + a?wlg,
b®>+c?> —ab —ac | u
=| —ab a*+c* —bc [U]
—ac —bc  a®+ b2lg Wik
b?+c* —ab —ac
IASHU=I1GSHUu+M| —ab  a?+c%2 —bc U
—ac —bc  a®+b?lg,
b®>+c*> —ab —ac
I1(A4,8)=1(G,S)+ M| —ab a®*+c* —bc
—ac —bc  a®+ b?lg

Remarque : pour obtenir la relation liant 'opérateur d’inertie en deux points O et O’ quelconques, il
suffit d’appliquer le théoréme de Huygens en O puis en O', et d’en faire la différence membre 3
membre.
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Soit :
a a’
R H
Cl ¢’ B
00' =0G + GO’ = [b —|b’ =
Clgs  Lc'lg, c—c'lgg
b?+c?> —ab —ac b’ +c¢*  —a'b —a'c’
A=| —ab a*+c* —bc s A= —a'b’ a4 —b'c
—ac —bc  a*+b?ly —a'c’ —b'c’"  ad*+b? B
1(0,S) = I(G,S) + MA
100',5) = I(G,S) + MA'
1(0',5) — 1(0,5) = M(A' — A)
1(0',S) = 1(0,S) + M(A' — A)
Avec :
(b’2 +c?) = (2 +¢?) ab—a'b’ ac—a'c’
A —A= ab—a'b’ (a’2 +c'?) = (a? +¢?) bc—b'c’
ac—a'c’ bc—b'c’ (a’2 + b'z) — (a? +b?) %

Remarque : il est nécessaire de connaitre le centre de gravité de S pour utiliser cette formule
(définition des matrices A et A')

A.IL5.b.iii Symétries et calculs de I(0, S)
Les différents cas suivants permettent de considérablement simplifier les calculs de matrices d’inertie.
On suppose a chaque fois que le point O appartient aux éléments de symétrie proposés.

¢ (0,x¢, V<) plan de symétrie

100,5) =

A —-F 0
—-F B 0
0 0 Clg

Démonstration :

=fyzdm=f yzdm+f yzdm=f yzdm—f yzdm = 0
N z<0 z>0 z<0 z<0

E = J xzdm = xzdm + f xzdm = xzdm — xzdm =0
S z<0 z>0 z<0 z<0
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¢ Deux plans de symétrie parmi les plans (0, x¢, V<), (0.X¢.Zs), (0,V¢.Z)
A 0 0
10,S)=|0 B 0
0 0 Clg,

Démonstration :

- Si(0,x5,ys) plan de symétrie: D = E =0
- Si(0,xg,zs) plan de symétrie:D =F =0
- Si(0,ys,z5) plan de symétrie: E = F =0
- Sideux d’entre eux sont plans de symétrie:D =F =F =0

e Solide de révolution d’axe (0,Zz<)

A 0 0
100,=10 4 o v8(_z)
0 0 Clg

C
A=—+jzzdm
2 Js

Démonstration :

Il existe une infinité de plans de symétrie contenant I'axe (0, zg), on a donc :

A 0 0
100,)=]0 B 0
0 0 Clg,

Puis :

1 C
fxzdm=fyzdm=—f(x2+y2)dm=—
s s 2Js 2

C
A='[(y2+zz)dm=B=f(x2+zz)dm=—+fzzdm
s s 2 Js

Remarque : cette propriété reste valable pour tout solide de symétrie de révolution sur % de tour, un
% ou % de tour :

A =f(y2 + z%)dm = fyzdm+fzzdm
\%4 |4 \%4

B =f(x2 +z%)dm = szdm+fzzdm
% v %

b
szdm=p_[
v
a

T-

N

f

T1

a b a
frz cos?@rdrdfdz = p j dz r3drj cos?0do
0 a 0

Ti
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2 T2

f

1

a b a
f r?sin? @ rdrdfdz = pf dz r3drf sin? 6 do
0 a 0

b
[am=s]
14
a Ti
a

a [04
fcoszedezf(l—sinze)de=a—fsin29d9
0 0 0

a

‘ - 1 1 ; 1 sin201%] 2a —sin2a
fsm 9d9:—f(1—c0529)d8=—a—fcosZBdG =—a—[ ] =

2 2 2 o
0 0

2 4
0

2a—sin2a_4a—2a+sin2a _ 2a + sin 2a

T a
fc0529d9=a—fsin29d9=a—
0 0

4 - 4 a 4
Au final :
a
) 2a —sin2a
f51n29d9=—
4
0
Vs
2a + sin 2«
fc0529d9=—
4
0
a—z a=T —37T
2a — sin 2a n—sinn_n 2n—sin2n_n 3n—sin3n_3n
4 4 4 4 ) 4 T4
2a + sin 2« 7I+sin2a_7t 2n+sin2n_n 3n+sin3n_3n
4 4 4 4 ) 4 T4

Finalement, on montre donc que :

a a
T
Va=k§,kEZ,fsin29d9=fc0529d9
0 0

1 A;
fyzdm = fzzdm = —f (y% + z¥)dm = =
%4 \%4 2 \%4 2

Soit :
C
A=B=—+jzzdm
2 Js
A 0 O C T
1(0,S)=(0 A 0 ;A=§+fzzdmVSderévolutiond’axe(O,Z)sure=k§,keZ
0 0 C S
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¢ Solide sphérique de centre 0

A 0 O

10,9)=|0 4 o| v
0 0 Alg,
A= IO

fxzdm = fyzdm = fzzdm
s s s

Iy =f(x2+y2+zz)dm=3fx2dm=fr2dm
s s s

f(y2 +2z%)dm = f(x2 +z%)dm = f(x2 + y2)dm = fozdm = nyzdm = 2fy2dm
s s s s s s

A -F 0
1(0,S)=|-F B 0
0 0 A+B

Démonstration :

A =f(y2+zz)dm=fy2dm
s s
B =f(x2 +Zz)dm=fx2dm
s s
C=f(x2+y2)dm=A+B
s
D=fyzdm=0
s

E=fxzdm=0
s
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A.IL5.b.iv Matrices d’inertie de quelques solides

E 2 2
[12(19 + c?) 0 0 ]
m
1(G, )=| 0 E(az+c2) 0 |
| 0 0 m 2 + p? |
l 2@ +09]
2R ? [ <R2 hz) '
m|—+-— 0 0
" y 412
‘/" I(G S)_ RZ h2
h/ZI X 0 0 m—
| 2 1y,
A -2 :
EL ! “mR? 0 0
¥ 5 2
ud 1(G,S)=] 0 ngz 0
2
‘-“\ - 5 '235

Remarque : Bien penser a exprimer les matrices d’inerties calculées sur les solides en fonction de leur
masse.

A.IL5.b.v Cas d’'une masse ponctuelle

Soit une masse ponctuelle S; de masse m; placée en M; telle que :

X Bs
oM, = |Vi
Zi

00 0
IM,S)=10 0 0
0 0 0lg,

D’aprés le théoreme de Huygens généralisé avec M; centre d’inertie de la masse ponctuelle, on a:

yvit+z%  —xy —X;Z;
1(0,8) = I(M, S) +m; | —xiy;  x2+2z2 —yiz
—XiZ; ~vizi %%+ Y B
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it +z%  —xy —XiZj
100,S) =m| —xy;  x*+2z° —yz
—XiZ; —vizi %" +Yitlg,

Remarque : moment d’inertie I, d’une masse ponctuelle autour d’un axe A, prenons (0, 2). Soit d la
distance du point M 4 I'axe (0, 2) :

d =/x;* + y;?
IA =m; dZ
A.IL5.b.vi Matrice d’inertie d’'un ensemble de solides en un méme point

Soit un solide S composé de N solides S; de centres de gravité G; tels que AG, = x;xs + y;Vs + z;Zs,
de masse m; et de matrice d’inertie autour de leur centre de gravité I(G;, S;).

Pour déterminer la matrice d’inertie 1(0, S) de 'ensemble de ces solides en un point A, il faut :
- Exprimer chaque matrice d’inertie I(4, S;) en ce point a I'aide du théoréme de Huygens généralisé

- Sommer les différentes matrices au méme point

N N vit+z?  —xy —XiZ
14,5) = Y 14,5 = ) [1Gus) +mi| —xyi %2 +z°  —yiz
i=1 i=1 —XiZi —vizi X +yd B

Remarque : pour trouver la matrice d’inertie d’un cylindre creux de rayons intérieur r et extérieur R,
il suffit d’additionner les matrices d’inertie d’un cylindre plein de rayon extérieur avec sa masse, et un
cylindre plein de rayon intérieur avec sa masse mais prise négativement ©

Attention, chaque année, des éléves commettent des erreurs sur ce calcul. Soit un cylindre d’axe z, et
R2 4712

intéressons-nous a C uniguement : On trouve par calcul intégral C = M,

- Lintuition nous pousse a croire que I'on devrait trouver R? —r? du fait des bornes de
I'intégrale, mais en réalité quand on fait apparaitre la masse et que I'on remplace pV, le —

devient +
- De méme, qu’en sommant les deux matrices de cylindre de masse positive et négative, ils on
. MgytR?—Mip,r? . n . R?+12
obtient —2———t_ || faut alors faire apparaitre la masse totale pour avoir le M
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A.IL5.c Opérations avec les matrices d’inertie

A.IL5.c.i Moment d’inertie par rapport a un axe quelconque

Soit I'axe A défini par le point A et le vecteur unitaire 5. Le moment d'inertie I5(S) du solide S par

rapport a I'axe A est égal au produit scalaire du vecteur unitaire & et du vecteur I1(4, 5)5
I,(S) = 6.1(4,9)8

Asurlaxe! ; det I(A, S) exprimés dans la méme base

Démonstration :

-
X

<l

(4)

IA(S) = szdm
_ f (AW — FA?)dm = f (412 - (34.8)"] dm
~ | 1(A¥#25).5 — (4. &) (AW 8)]dm = 5. | [(4¥i25) ~ ((4bi. 5B | am

=4. f AMA(SAAM)dm = §.1(4,5)8
S

Avec :
TABAW) = (@.W)D — @, 5w
Exemple :
A —-F -—-E
I(A,S)=|-F B -D
—-E -D C lgg
A
x5 . 1(A,S)x, = x4.|—F =A
—F B
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A.IL5.c.ii Changement de base d’'une matrice d’inertie

Lorsque I'on utilise les matrices d’inerties pour un calcul, il est obligatoire que la matrice et le vecteur
avec lequel elle est utilisée soient dans la méme base. Il peut donc étre nécessaire d’effectuer un
changement de base, soit de la matrice, soit du vecteur. Voici comment changer la base d’expression

de la matrice d’inertie.

Soit P la matrice de passage de la base B vers la base B,, elle présente en colonnes les composantes

des vecteurs de la base B, exprimés dans la base B;. Alors :

Les bases B, et B, étant orthonormées directes, P est orthogonale, son déterminant est égal a +1.

Onadonc:

1(0,5)5, = P711(0,5)5,P

p~t=pT
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