Derniére mise a jour
18/09/2016

Réponse harmonique des
systemes du 1° et 2° ordre

Denis DEFAUCHY

3cours/3h

A.IL. Systemes du premier ordre

A.Il.1 Réponse harmonique générale

Supposons une entrée sinusoidale de pulsation w :

e(t) = ey sinwt u(t)

La sortie en régime permanent sera de la forme :

Avec :

s(t) = sgsin(wt + @) u(t)

{50 = [H(jw)leg
¢ =argH(jw)

Il nous faut donc déterminer, en fonction de w, les valeurs de |H(jw)| et de arg H(jw).

Pour un systéme du premier ordre, on a:

Déterminons s(t) :

K
S(p) =HMP)E(p) = 1+ Tp €o P2 + w? = (p? + w?)(1 + Tp)

Hp) = K _ K
p_1+Tp_1_|_£
Wo

1

(1)0—?
F®) = copr i

)

) = Keyw _Ap+B+ C  Ap+B+TpAp +TpB + Cp® + Cw’
p P2+ w)(1+Tp) p2+w? 1+Tp (p? + w2)(1+ Tp)
) = Keyw (AT +O)p* +(A+TB)p + (B + Cw?)
Pt v +Tp) (p? + w?)(1 + Tp)
A KeywT
- _ - _ 2 — _

Kegw = B + Caw? (Keow— T AT w? ( A(T+Ta) ) (A T+ T20?
A+TB=0 <& _ A { B = _ A
AT +C =0 -7 T T

\ C = —AT \ C=- \ C =—-AT
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(4= _ KT
14+ T2w?
B Keyw
o =——
14+ T2w?
_ KeywT?
1+ T2w?2
Soit :
__KeywT b+ Keyw KeywT?
_ 1+4+T?*w? 1+T2w? |, 1+T?w?
S(p) - 2 2 +
pctw 1+Tp
Keqw [1-Tp T?
S(p) = +
() 1+ T?w? [pz +w? 1+ Tp]
Ke, w wTp wT?
S(p) = - +
14+ T2w?|p?2+w? p?2+w? 1+4+Tp
g _ Keq w T D T
(p)_1+T2w2 PP tw? p2+a)2+w 1
THP

Par application de la transformée de Laplace inverse, ona:

Keo . ot
s(6) =15 T202 sin(wT) — wT cos(wT) + wTe T|u(t)
) = Keg T 7 ) + Keo (sin(wT) — wT cos(wT))u(t)
S T T2 @ T Tz WD) T @ COStTH
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Rappel :

f(t) = Acos wt + B sinwt = +/ A? +BZ(

sin wt)

A B
————cCcoswt + ——
VAZ + B? VAZ + B?

On recherche une forme
f(t) = C cos(wt + ¢)

On recherche une forme
f(t) = Csin(wt + @)

On pose :
(4 _
T
B

———=sing
k\/AZ + B2
Pour avoir une expression simple de ¢ on passe
par:
; B
ang = —
=2

Ona:
f(t) =+/A? 4+ B?(cos ¢ cos wt + sin ¢ sin wt)
f(t) =V A? + B? cos(p — wt)

f(t) = C cos(wt — @)

On pose :
A

(— = sing
{ VAZ + B2
B
————=cCos¢
k\/AZ + B2
Pour avoir une expression simple de ¢’ on passe

par :

, A
tan @ =§

Ona:
f(t) =+ A% + B2(sin ¢’ cos wt + cos ¢’ sin wt)
f(t) =+ A? + B?sin(¢' + wt)

f(t) = Csin(wt + ¢")

Reprenons I'expression de s(t)

1 —wT
sin wT — wT coswT =+ 1+ T?w? (— sin(wT) + —cos(wT))
VIt 1707 VIt 1707
On pose ¢ tel que:
1 —wT
cos @ = tangp = —wT

Alors :

— ; singpg =—— ;
V1+T2w?2 4 V1+T2w?

sinwT — wT cos wT =+/1+ T?w?(cos ¢ sin(wT) + sin @ cos(wT)) =1+ T?w? sin(wT + @)

Finalement, on a donc:

Keg _t Keg
s(t) = ————wTe Tu(t) + ——sin(wT + ©) u(t) ; = —tan t wT
(©) = — 20 TeTu(t) + s sin(wt + @) u(t)
s(O) = Tz wTe Tu so sin(wt + @) u

Régime transitoire

Régime permanent
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A.IL.2 Caractéristiques de la sortie en régime permanent

Dans le cas de réponses harmoniques, nous allons uniqguement nous intéresser aux réponses en régime
permanent. En régime permanent, nous avons vu que :

K
— . — tan-1
s(t) = e 72 sinfwT +¢@) ; ¢ tan™" wT

A.Il.2.a Calcul des caractéristiques

Exprimons la fonction de transfert du systéme dans le domaine complexe :

H(jw) = ——
(o) 1+ )T

Module Argument

K
¢ =argH(jw) = argm
¢ = arg(K) —arg(1+jwT) = —arg(1 + jwT)

. K ¢ = arg(1 — jwT) = arg(4 +jB)
IHOw)|:‘1+ij| { !
7 B = —-wT
MG = T ar tan(p) = 7 ; cos(p) = = sin(p) = -z
H K A’ vaz LB e
___k —w
HGe) 1+ T2w? tan(g) = —wT; cos(g) = ———= sin(¢) = ——=
1+ 202 1+ T2w?

T T
cos(p) >0=>¢ € [E;—E

¢ = —tan"(wT)

] = ¢ = tan"}(—wT)

A.IL2.b Bilan

H =
(p) 1+Tp

e(t) = ey sinwt

t) = i t
s(t) = sgsin(wt + @) 1° ordre
s(t) = |H(jw)|ey sin(wt + @)

K
s(t) = ————¢; sin(wt — tan"t wT)

V1 + T2w?

On voit que :

o . , . . K A o
- Pouruneentrée d’amplitude ey, I'amplitude de la sortie vaut NerTrAl et peut-étre amplifiée

ou atténuée
- Llasortie est déphasée de tan™! wT radians, cela correspond a un décalage entre I'entrée et
la réponse du systéme, la réponse étant en retard par rapport a I'entrée
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A.I1.3 Représentation graphique

Il faut bien faire attention au fait que la réponse précédemment obtenue est une réponse temporelle

pour une entrée sinusoidale avec une pulsation (ou fréquence) donnée.

On introduit donc différents diagrammes permettant de représenter les deux valeurs caractéristiques

|H(jw)| et ¢ en fonction de w.

A.Il.3.a Diagrammes de Bode

Les deux diagrammes de Bode représentent le gain exprimé en décibels (db) et la phase en radians, le

tout avec une échelle des abscisses logarithmique.

A.IL3.a.i Etude du gain

e Expression - Tracé - Observations

Gap = 20log|H(jw)|

K
Gap = 20l0g ey

Gap = 20logK — 201log+/ 1+ T?w?

Gap = 20logK — 101log(1 + T?w?)

Tragons un exemple de G4, en fonction de w pour H(p) = % :

25

20

1° ordre

10

15 Hp) =1—

10

+p

0,01 0,10 1,00 10,00 100,00

-10
-15
-20

-25

On remarque :

- Une asymptote horizontale a la valeur de 20 log K lorsque w — 0

- Une asymptote de pente -20 décibels par décade lorsque w — 4+

1
- Une cassure vers la valeur w, = p

Page 13 sur 42



Derniére mise a jour Réponse harmonique des Denis DEFAUCHY

18/09/2016 systémes du 1° et 2° ordre 3cours/3h

¢ Caractéristiques du gain
Gap = 20logK — 101log(1 + T?w?)

w—>0 = logw—> —o w->+o =  logw — 4o
Gap " 20logK — 201log(Tw)
w—+00
K
Ggp ~ 20log——20log(w)
w-+00 T
Gap ~02010gK = G, Soit X = logl(<a))
w—
Asymptote horizontale de valeur Gap T 20 logF — 20X
Go =20log K ©
En échelle logarithmique, c’est une droite de pente -
20 db/décades
Asymptote de pente —20db/dec
Intersection des asymptotes Pulsation a laquelle le gain réel est nul w
Soient les deux équations des asymptotes :
V-0 = 20logK
Vio = 20log K — 20log(Tw) Le gain (décroissant) ne peut étre nul que si
Leur intersection a lieu a la pulsation w, (1”1_% Gap > 0, c’est-a-dire 20log K > 0, soit K > 1
telle que : Ggp =0
20logK = 20log K — 20log(Tw,) & 20logK = 10log(1 + T?w,?)
& 20log(Tw,) =0 2 _ 2, 2
o To :Cl e logkK —log(1+T We )
1C <:>K2 = 1+T2(1)COZ
We = 5= Wy , k*-1 S o
=) =—
Calculons le gain a cette pulsation : @eo T2 Ve Peo
Gap = 201 K o1
= 0g— S =—
" ST F a2 Peo T T
— 2 _
= 20log— = 20log K — 20logV2 Weo = woV K= =1
V2
Gdb = GO -3
Asympt

Pulsation a laquelle le gain de I'asymptote est nul w,

Le gain (décroissant) ne peut étre nul que si lirr}) Ggp > 0, c'est-a-dire 20logK > 0, soit K > 1
w-—
On résout :
20logK — 20(loga)é)sympt - loga)o) =0
Asympt

e logK = logcow—
0

Asympt
wcoy p
S K=
wWo
K
o Wl Koy = =
0 T

. ey s , 1/K2_1
On remarquera la proximité de cette valeur avec la valeur réelle w., = ——
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Conclusions :

Il existe une asymptote horizontale de valeur G, = 20logK enw = 0
Il existe une asymptote de pente —20 db/dec en w —

N . 1
Les deux asymptotes se coupent a la pulsation wy = pm

A cette pulsation, le gain réel est égal au gain maximal du systéme G, = 20log K moins 3 db.

On appelle cette pulsation la pulsation de coupure a -3db et on la note w,
1

O)C:O)O:?

On appelle bande passante a -3 db notée BP la plage de pulsations pour lesquelles le gain est
supérieur au gain maximal diminué de 3 db

BP = [0; w,]
On appelle pulsation de coupure a 0 db la pulsation a laquelle le gain est nul et on la note W,

Wy = woV K2 —1
Asympt __

La puslsation a laquelle le tracé asymptotique coupe I'axe des abscisses vaut we,
K

Kwy ==

(O T

On appelle bande passante a 0 db notée BP, la plage de pulsations pour laquelle le gain est
positif
BPy = [0; we,|

¢ Tracé du diagramme de Bode en gain

Le tracé des deux asymptotes s’appelle diagramme asymptotique de gain.

Le tracé de la courbe réelle s’appelle le diagramme de Bode en gain du systeme.

25
Go =20logK 1
i 3db
15 !
|
| H =
10 ®) +Tp
|
S —20db/dec 1
oo ° \ ®e, T
1,01 0,10 1,00 10,00 100,00
& ! Wey = WV K2 —1
BP 10 : \\ i
T 1
' I 20 dB/dec \
15 ! N
20 i b Y
BP,
-25
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A.IL3.a.ii Etude de la phase

e Expression - Tracé - Observations

@ = —tan ' wT | 1° ordre

Attention : ¢ est exprimée en radians dans la fonction s(t)

Tragons un exemple de ¢ en degrés en fonction de w pour H(p) = 0.

1+p °
Phase
0
0,01 - 1,00 10,00 100,00
-10

On remarque

- Une asymptote horizontale a la valeur de 0° lorsque w = 0
- Une asymptote horizontale a la valeur —90° lorsque w — 4+
- Le passage a la valeur —45° lorsque w = w,

o Caractéristiques de la phase

@ =—tan twT

w—-0-logw > — ®w = +00 > logw — +o0
0 I
P oV = Po ?iw g P
Asymptote horizontale nulle Asymptote horizontale 3 — =
2

Valeur en w,

¢(w;) = —tan”! (%T) = —tan"!(1) = —%
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e Tracé du diagramme de Bode en phase
Phase
©o=0 A .wc
0,01 DO 10,00 100,00
—45°
-60
-70
-80
-90
Qo = —90°
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A.IL.3.b Diagramme de Nyquist
On trace H(jw) dans le plan complexe :
H(jw) = Re(H(jw)) + jim(H(jw))

K K-jKoT

H(iw) = =
U0) = 13 7aT = 15 02T

KwT

HGw) = 1 0am2 ~ I T3 wore

Cela correspond a un demi-cercle centré sur le point (5; 0). Celieuestorientédew =0aw = +x

w=0 w — +0o
H(jw) - K H(jw) - 0

Im(®)
A

O —w ® ?0 Re(©)

(o)

o=1/T

A.IL.3.c Diagramme de Black

On trace une courbe paramétrée telle que ¢ soit en abscisse en degrés et G4 soit en ordonnée

Gap
-90°  -45° 0=
[
-3dB ¢
en degrés
®=1/T
K=1
W—w
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A.IL.4 Utilisation du diagramme de Bode

A.Il.4.a Cas général

Regardons le diagramme de Bode :

25

Gy =20logK
3db
15 !
[}
[}
10 1
[}
5| —20 db/dec
! w, N\
0é
1,01 0,10 1,00 10,00 100,00
5
N\
-10 \\
-20 dB/dec
-15 \\\
20 N
25
10,00 100,00

90

-90°

Rappelons qu’a I'entrée e(t) = e, sin wt u(t) correspond la sortie s(t) = s, sin(wt + @) u(t) avec

®
{SO = |H(](1))|eo en
Q= argH(jw) radians

Les tracés de Bode permettent de voir simplement et rapidement des choses trés intéressantes :

- Dans toute la zone ou le gain est positif, c’est-a-dire dans la bande passante a 0 db BP,, on a
|H(jw)| > 1, c’est-a-dire que la sortie est amplifiée
- Dans la zone ou le gain est négatif, la sortie est atténuée

Pour un systéme du premier ordre, on parlera donc d’un systéme passe bas: a chaque entrée
sinusoidale dans le systeme

- sisa pulsation est inférieure a w,, le signal est transmis et amplifié

- sisa pulsation est supérieure a w,,, le signal est filtré, atténug, « ne passe plus »
Il filtre les hautes pulsations, ou hautes fréquences.

Le diagramme de phase permet de déterminer pour chaque pulsation le déphasage de la sortie par
rapport a I'entrée.
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A.IL.4.b Application
Préliminaires : Connaissant le gain G, on peut calculer |H(jw)| :
. . Gap
Gap = 20 log|H(jw)| < |H(jw)| = 1020 Hp) = —

Prenons deus entrées de pulsations différentes

1+p

e(t) = 10sin 100t

e(t) =10sin 0,1t

o S i S
5

o

\
1,00 10,0 100,00

o
=)
B
=

15 \

20 -20 dB/dec

1
10,00 100, 1000 1030
|
|
|
|
|
B J I
| da |
-60 |
1 K |
-80 |
e | LA Lia i
20 —20
{IH(jw)I ~ 1020 ~ 10 {|H(,-w)| ~ 1070 ~ 01
@ = —5°= —0,08rd @ =~ —-90°~ —1,57rd
lp| 0,08 lpl 1,57
ty|=—=——=08 _PL_or
|t > =01 s |to] = Tog = 001575
s97(t) = 100sin(0,1t — 0,08) s97(t) = sin(100t — 1,57)
100 20 100
80 t
60 .<ﬁ>.
40 1 ]
® e s Suak
140 ,22 0,02 0,04 0,06 O,IDB 10,1 0,12 0,14
40
-60
-80
-100
=——Entrée =—=Sortie ——Entrée —Sartie
|H(jw)| = ———— = 9,95 H(jo)| = ——— = 0,1
w = =9, w =— =10,
V1+T?2w? V1+T?w?
@ =—tan lwT = -0,17d @ =—tan twT = —1,56rd
lol 01 lpl 1,56
t = —= =1 = —_— = =
|t == o1= s |ty = — =55 = 00156

s(t) =99,5sin(0,1t — 0,1)

s(t) = sin(100t — 1,56)
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