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BOUCLE A VERROUILLAGE DE PHASE

Les dispositifs a verrouillage de phassont utilisés dans les systéemes nécessitant la synthése d’'un
signal dont la fréequence soit asservie &ignal de commande donné. Dans ces dispositifs, la variable

de boucle est la phase du signal de commande. Ce probléme étudie tour a tour les éléments d’'un tel
dispositif ; I'étude de la boucle proprement dite occupe la derniére partie de ce probléme.

| Oscillateur
IS(Y) penteg A =1y
L]
T Vo A %,
6 v|C L R \b
T T L
Fig. 1: Oscillateur Fig. 2 : Caractéristique du générateur

Le fonctionnement d’un oscillateur est décrit par le dispositif représenté sur la fig. 1. Le générateur de
couranti= f(v) attaquant le circuiR-L-C paralléle est un générateur linéaire par morceaux (et donc
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globalement non linéaire !), commandé par la tens(o)f. Sa caractéristique, impaire, est la suite de
segments de droite précisée sur la figure 2 ; par hypothésdjonCaet g, < g,.

Q 1 - En distinguant les ceis(tx <V, et |v(t] >V, écrire les deux formes de I'’équation différentielle

relative av(t).

U 2 — L'instant initial est défini pav(()')z 0 et v(()')z 0. A quelle condition suRg, le systéme est-il
instable ?

U 3- En supposant cette condition réalisée, montrer que I'apparition d’oscillations stables, c'est-a-
dire d’amplitude bornée, est subordonnée a une seconde condition, portant mainteRgnt sur

gp)=0 v(p) i Q4 - Lafigure 3 représente le schéma-bloc de la fig.
T NL 1 ; elle précise successivement kgnal de

commande _e(p)=0, le signal d'erreur y(p) et le

signal de sortie_i(p). Ce schéma-bloc est constitué

F
(P) d’un organe non linéairdL et d’un filtre de fonction
Fig. 3 : Représentation en schéma-bloc dédal de transfert opérationneIIE(p) qu’on précisera en

fonction deR, L etC. Pour une fréquence propre

- %

= =100kHz et un facteur de qualit¢) = RCa, =5, tracer le diagramme de Bode, en

fo

, - R

U 5- La détermination de la pulsation d’accrochage et de I'amplitude d’éventuelles oscillations se
fera en utilisant 'approximation dite gmemier harmonique, que nous allons établir progressivement.
On commence par supposer que le générateur de courant est commandé par la tension sinusoidale

Vsin(az), de pulsationa , avecV >¥,. On posel, =V sin(HO), avec0< g, < LZT Exprimer formelle-

ment, dans ces conditions, le développement en série de Fourier du cenranttie du générateur de
courant. Montrer que la moyenne du couiiaggt nulle et que le premier harmonique de son dévelop-

pement en série de Fourier est en phase H\gét(az).

U 6— Décrire avec précision, mais sans effectuer les calculs, la méthode permettant de calculer
'amplitude I; de ce premier harmonique en fonctiongdeg,, & etV. Le gain du premier harmoni-

gue, défini parG =%, s’en déduit et I'on admettra la solution, qui défifﬂ(@o) :

G= G(90)= ot % [sin@Ho )+ 290]= o +%H(€O).

Q 7 —L’approximation du premier harmonigquippose que tous les signaux dans le schéma-bloc de
la question 4 sont sinusoidaux de méme pulsati@t que la fonction de transfert non linéaire

ip) [ I;V 4 | ) . . . . .
Q == ( ) est remplacée par le gain du premier harmonique du générateur de courant, c'est-a-

or)  x(p)

! Typographie : le symbole v est le « v » en italique et non pas lex(nu) grec.
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dire G(QO). Dans ce cadre, établir I'équation différentielle linéaire portant sur la tem@jorEn

déduire la pulsation d’accrochage des oscillations et montrer que la sélectivité du filtre conditionne la
légitimité de la méthode.

Q 8 — Montrer qu’en régime d’oscillations purement sinusoid#gsst solution de I'équation

. a7 01 D
20, +sin(26, )= BR— - .
° ( O) _ & &1 glH
1-=2<
&
0 9 — Déduire de I'étude dél(eo)z 26, + sin(290) les inégalités établies dans la question 3.

Q 10- En examinant la maniere dont le systeme, en régime d'oscillations d’équilibre, réagit a une
petite perturbation d’amplitud&V et en utilisant le fait queH(HO) Soit croissante poud < 6, <7§T,

montrer la stabilité de I'amplitude des oscillations lorsque les conditions de leur existence sont res-
pectées.

U4 11 - Sans effectuer les calculs, et en supposant le générateur de courant autonome, décrire et justi-
fier une méthode « énergétique » permettant de retrouver la condition d’oscillations d’équilibre.

Il Oscillateur contrdlé en
tension (OCT)

i =f(V) |
- | | | I| E_ Un oscillateur contrélé en tensiaest un
(@)

circuit, (fig. 4) délivrant un signal

EB c L R D @) d’amplitude constante et de pulsation

| I | E=B +acogat) Q(t): h "'k“(f): @y + ka cos (a)t)

ouk est une constante,, la pulsation a

Oscillateur sinusoidal ?%xjdrcuitvaricap vide de l'oscillateur sinusoidal de la
partie | etu(t)z acos(at) la tension de

—

Fig. 4 : Oscillateur contr6lé ertension ,
g commande, basse frequenée« a)o).

L'OCT se compose de l'oscillateur et du circuit de chargevaticap. Le circuit varicap comporte
notamment unediode varicap D polarisée en inverse par la tension positi¥e= E, +u(t)

aveck, >>a. La tension appliquée a ses bornes étant ngtéecette diode est équivalente a un

i =f(y) condensateur de capac'rféz—L, ou ) est une constante.
> -‘lu(

T On suppose que l'inégalit€, << C est toujours satisfaite. La
v@ C L R C1| capacité du condensateuwy €3t tres €levee.

0 12 — Quel est le réle du condensatewy T Donner un
| I I | schéma basse fréquence du circuit varicap. Comment choisir
la résistance présente dans le circuit varicap (fig. 4) pour que
Fig. 5: Schéma equivalent I'étude du signal de sortie(t) se réduise a 'examen du cir-

cuit représenté sur la fig. 5 a[q(t)z ! ?

JEO + acos(al)
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U 13— Montrer que I'amplitude d@(t) est constante et que ce signal est sinusoidal, de pulsation

Q(t)= wy + k'acos(a.t). Exprimera) et k' enfonctionde y, Ey, C, k et .

[11 Multiplieur

La fig. 6 montre un élément de base de multiplieur analogique et définit les notations. La caractéristi-
que de I'élément non linéaire X est au’, ol a est une

constante positive. L’amplificateur opérationnel travaille en
régime linéaire.

Q 14 — Etablir la relationy, = f(ve), préciser son domaine

de validité.

Q 15— Montrer que I'on peut réaliser un multiplieur en
associant, par exemple, deux éléments du type de la fig. 6,
Fig. 6 : un élément dewltiplieur un additionneur et deux soustracteurs. D’autres
associations sont bien sdr possibles.

IV Boucle a verrouillage de phase

La boucle a verrouillage de phase

\k(st) |« V1) F\ ut) ocT w(t) étudiée dans cette partie est un systéme
g g ~ bouclé composé dun multiplieur
— . analogique, suivi d'un filtre passe-bas
rMuItlpllwr Filtre passe-bas giau uivi-aan Fi
< de fonction de transferf = en
1+1p

variable de Laplace et enfin d'un
oscillateur commandé en tensi®CT,
qui fournit le signal de sortie (fig. 7).

La tension d’entrée est notée(t)z Vecos[tpe(t)]. L'amplitude 7, de ce signal est constante et sa
do,
d

Fig. 7 : Boucle a verrouillage de phase

pulsation instantanée est, par définitiorf,?e(t)z Le signal de sortie est noté
v_g(t)z V‘.cos[cp‘.(t)], son amplitude V, est constante et sa pulsation instantanée est

Q‘.(t)=%=ab +ku(t), olaw, désigne lapulsation a videde I'OCT. La tension de sortie du

multiplieur est
v(t): k, ve(t) vx(t): k,V, cos [CDC (t)] V. cos[CDS(t)]
= &b Loo, ()+ @, ()] coofe. (- 2.()}
On note pour lasuite @, (t)= ¢E(z)+ (P\,(t) et 0(t)= @, (z)— @, (t)

d6

U 16 — Donner I'expression de la pulsation instantané@d@ en fonction de2, et de p
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On suppose a partir de maintenant que l'o@,7 >>1 et 0<

rj—f‘< 1. Montrer que, dans ces

conditions, seule subsiste aprés filtrage la composante basse frééﬂeme(ﬁ) de v(t)

Q17-0n noteA(t)z Q, (t)—CUb. Donner ladimension de K =% , puis établir la relation

2499k cos(p)=a)+r 2. (1]

Etude de la boucle verrouillée

Q 18- La boucle est dite iorerrouillée lorsque Q, (t)= Qc(z). En sortie, v, (t)= V‘.cos[tpe(t)— 00],

avec un déphasage(—@o) constant. Une fois verrouillée, la boucle peut suivre les variations lentes de
la fréquence d’entrée dans un intervalle de fréquence autg‘w:eg% appeléplage de verrouillage.

Que devient chacun des membres de I'équation différentielle [1] en situation de verrouillage ? Dans
guelle mesure peut-on affirmer queif peut étre considéré comme nul ? Déterminer la plage de

verrouillage. Montrer que, a une fréquericelonnée a l'intérieur de cette plage, correspondent deux
valeurs def.

0 19- La fréquencef, est supposée fixée.

E o 7 7 7
] f,f—*‘_" e On poseA(t)z A=C". L’étude générale de
la stabilité de la boucle verrouillée reste
2 difficile. On se contentera de linéariser [1]
autour d’une position d’'équilibre caracté-
1
”f:::\ risée paré6, vérifiant cos(@e)=é. Poser
0 l\‘:ii/'l /} K
. 6=6.+¢ (&|<< ) et discuter la stabilite
o \\ // de I'équilibre selon le signe da‘n(ee). La
] fig. 8 présente un diagramme de phase de
-l.5 -l.2zs -1 -0.75 -0.5 -0.25 0 |équation [1]. Son observation est-elle

dé 1 compatible avec vos conclusions ?
Fig.8: 7 enfonctionde & pour Cos(ee)z—z 0 20— Déterminer numériquement la plage
de verrouillage. Etudier numériquement
comment évolue le déphasaée@e) lorsque la fréquencef, balaie la plage de verrouillage par
valeurs croissantes. On donngy;=100kHz, 71=150x10°s, k=6,28x10*s%V?, k,=0,1 et

Ve =V,=4V.

Accrochage delaboucle

U 21 - La boucle n’est pas verrouillée, la fréquence d’entrée est constante ; on admet provisoire-
ment que le signal de sortie du multiplicateur puisse s'éo@r}z Vo +Va cos(Qt), ouvy, Vo et

sont des constantes. Le gain complexe du filtre F (fig. 9) a la pulsa@oéatant noté

2 Justification dans la question 21.
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F(.Q)exp[jCDF (Q)] (noter I’égalitéF@)z 1), établir les expressions respectivesu@ et deQ, (t) ;

. établir enfin que, si on a(o): % , aors H(t) peut s’écrire :
::E 7 0(z)= at — Bsin [Qt + @ (Q)] [2].

~#%20logo(F) =, Exprimer a en fonction dek,Voet A et S en fonction de
1 1
-z -1 ] 1 z k, VQ,F(Q)etQ.

0

an 0 22 — On suppose désormais que I'action du filtre passe-bas F

_an 7" est suffisamment 1efficace pour que l'on puisse admettre que
A4 T s .

:zz—qp N cos(CDF )~F(Q)~Q_z e @, == Dans I'expression de la ten-

e . K K . P

| -2 | -1 0 1 2 sion v(z)_;cos[e(z)]_; [A (t)cos(at)+ B(t)sm(at)] déduite de
Fig. 9: Diagrammede Bodede F;  [2], les fonctionsA(t) et B(t) peuvent s'exprimer comme une série

en abscisse: Logl0 (wr) - Afvi > - . :

trigpnométrique par rapport a la varia IQt+<DF) ; les coeffi-

cients de cette série sont des fonctionsrds S que I'on peut exprimer, notamment, en termes des
fonctions dites de Besseiln(x). Si I'on néglige dans ce développement les termes harmoniques de
rang supérieur ou égal a 2, on obtient (fig. 10) :

v(t)= % {[JO (,8)+ 2J, (,B)COS(ZQt +20 F) cos(at) + [ZA(ﬂ)sin(Qt + @ )] sin(at)}. [3]

L . P Montrer que, par un choix convenable de a

- Sinesing) 1. en fonction de Q (et toujours a des
) y Py harmoniques de pulsation supérieure ou égale
+ 2 :
0.5 b(x) Z]Z(X)COS(Q% a 20 prés), la relation [3] peut se mettre,
\\ effectivement, Sous la forme

0.4 \ V(t)= Vo +Vgcos (_Qt) affirmée a la question
- / | . ‘“wg 21. Exprimer d’'uneoart 7, en fonction de K,

. / 23(x)sing) COSQGFM) k, Q1 et JI(B), d’autre partV, en fonction

a 0.5

1 1.5 2 dekK, k, J0(3)et JQCB).

Fig. 10 : Approximations par fonctions de Bessel
de cog(xsing) et desin(xsing) ; ci-dessus, X = 0,47

0 23 — Etablir les deux équations permettant d’obtget 2 en fonction ded :

p= 2 e0)- =)
A=Q +§ 4(8)

4 24 — 1l y a verrouillage si les dérivées premiére et secondé@sannulent simultanément. Si
cela se produit a un moment, dit moment d’accrochagé) reste constant ultérieurement. Montrer

que le verrouillage se produitra= —% . Déterminer la valeur d@puis celles d&2 (notée(2,) et de

A (notée 4,) correspondant au verrouillage. Calculer les fréquences délimitant la plage de ver-
rouillage. On donne J0(1)=0,765, Jl(l)z 0,440 et.J, (1)= 0,115.
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Plage de capture

4 25 — Tant quer<0, le générateur d’entrée est débranché, la tension délivrée par le multiplieur est
nulle, le signal de sortie de 'OCT oscille a la pulsatian A l'instant initial, on branche le généra-

teur délivrant le signal, (t)z V,cos [(a)o + A)‘] On constate que la boucle se verrouille sur une bande

de fréquences d’entrée appartenant a un intervalle autoyi depeléplage de capture, et contenue
dans la plage de verrouillage. La condition de capture peut se trouver a l'aide de I'argument qualitatif

. . I . 1 - o .
suivant : un écart initial de pulsat|om<<7 commence par entrainer I'apparition d’'une tensa@.

Cette tension modifie a son tour la pulsation du signal de sortie. La boucle est verrouillée lorsque le
signal filtré u(t) compense I'écart initial de fréquence par rappofi.aMontrer que I'amplitudel. de

la plage de capture vérifi&, =KF(AL.). En utilisant les valeurs numériques de la question 20, éva-
luer 'amplitude de la plage de capture.

1 26 — On se place désormais en régime quasi-linéaire avec une entrée de fréfjuescproche de

fo. On pose 6(¢ )=t L fo= fo +Af cos(ax ). Déterminer la fonction de transfert du second
2

ordre% en donnant sa pulsation propre et son facteur de qualité.

U 27 - Tant quet<0, la boucle est verrouillée eL(t)z VeCOS(CUbt). A linstant initial, le signal
d’entrée subit brusquement une variation faible de pulsakjany, (t)z V,cos [(ab +A0)‘] pour >0.

Déterminer les conditions initiale&()*) et 5.%5 . Exprimer s(t).
=0*

Q4 28— Expliquer les avantages et les inconvénients pour la boucle a verrouillage de phase d’une faible
constante de tempdu filtre F.

Fin du probleme

Fin de I'épreuve
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