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Liénoncé de cette épreuve comporte 7 pages.
L'usage de la calculakice est autorisé.

On oeillsa ù une yéwÉation claire et soignéc dcs copies. I1 conoient at partiaiin dc rappelr aæc
précision lræ lréférences I ites ryætions aM&r.

Étude de la conversion de l'énergie éolierure

Dans le cadle du développement durable, on s'intéresse à la créatton de petites unités de
production électrique à partir d'éneqgies renouvelables. On se propose ici d'étudier qrrelques
dispositiô d'une éolienne de petite ou moyerure puissance, destinée à alimenter des sites isolés"
Iæ problème est composé de trois parties.

Dans les applications numériques, qui ne doivent pas être négligées, une atûention particulière
sera prêtée au nombre de driffles à utiliser pour affidrer les résultats. Ce nombre, qui dépend en
geréral du niveau de précision redrerché, ne doit en aucun cas dépasser le nomble de cliftes
significatifs pernris par læ dcrnées. La valeur nunérique de toute grandeur physiqge doit être

de son unité dans le système intemational des unités (SI).

Si, au cmrs dc l'Qtanoe, an canilidat r@e ce quilui ætnble être utæ rreur d'htoncé, îl Ic signale sur ffi
opie et pursuit sa composition m iniliqwnt læ raisns dæ initiatiuæ qu'il est amené ùprmdre.

1è* partie

Transfert de puissance de I'air à l'éolimne

On s'inténesse dans cette partie au modèle d'écoulement axial de l'air autour de l'hélice d'une
éolienne, située en z :0 (voir figure 1), * faisant les hypothèses suivantes :

r Uair est considéré comme rlq]uge parftût, hglogg€g et inçgrygb de masse volumique
p, en écoulernent dans un référerrtiel R, lié au sol et sup'posé galiléen.

o On suppose l'écouleurent de I'air sfafionnaire et à@ autour de Ïaxe de
rctation de I'hélice. Ia vitesse est supposée uniforcre sur une section droite du tube de courant.

r [a pressiongarde la mênre valeur $rr une secÉion droite du tube de courant, A grande distance
de lhélice, la pression est unifonne et égale à la pression afinosphérique noJépps.

r [.es sections ,9t et Sa du tube de courant au niveau de lhélice sont égales à 5 (,S,1 = SB = SJ.
On notepa la pression sur,9a et ps sur .9s.

r l'écoulemerrt étarrt furbulent au niveau de lîrélice, on admet pour simplifier que la vitesse ?
de l'air est Ia même entre ̂ 9a et Sa.

1.1. Étude préliminaire de l'écoulemeot

- 1.1.1. Définir le débit et le débit volurnique d'un fluide à travers une strface E.

1.1.2. Rappelet lu loi de csnservation de la masse sous sa forrre locate et sous sa forrre intégrale $)
dans rm volume y limité par une surface E.
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Figure 1: Écoulement a:<ial de Ïair autour d'une hélice

1.1.3. On désigne Pû Dm,r, D*et D^,2les débits massiques de l'air à travers les sections.51,
,9 et,5z respectivement du tube de courant de la figure 1. Montrer que ces débits massiques sont
€au 2 DmJ - Dm: Dmp.

-, 1.1.4. En d&uire deux relations entre Sr, Sz,,S et les modules u1, u2 êt u des vecteurs vitesses-+ + .+d tAz et 7 respectivement.

1.1.5. Dans le cas d'un écoulement stationnaire, homogène et incompressible d'un fluide
parfait, BERNoULLI a éfabli lia reliation :

a2D

T+.o**r :cste

Que représente cette équation ? Quelle est la signification physique de chacun des trois terrres ?

Par la suite, on néglige les effets de lia pesanteur.

t.2. Force ercercée par ltair sur I'hélice

^ 1.2.1. Écrire l,a relation de BrnNoutt t suivant une ligne de courant entre les sections & et Sn
d'nne part et entue les sectioru ,56 et.92 d'autrre part En déduire l'expression de lia pression po À
foncÊion d. po, F , at êt u, puis celle de pB en fonction de po, Le, az et a.

- l-2.2. Écrire l'erçression de la forc.e ? e*ercee par l'air sur lhélice en fonction de pt, pa, S et
è u,prtisen fonction 

-de 
or, az, pt s et? r;è 

" 
&arrtie vecteur.unitaire de !'axe oz.

1.2.3. Écrite le bilan de qgantité de mouvenrent pour le fluide compris entre les sections 51 et
52.

l-2-4- En dfruire l'expression de la force 3 ocercee par l'air sur ltrélice en fonction de D*,1 1
et I 2,puis en fonction de' p,, S, D, ù1, u2 et è 

".
1.2.5. Montrer que la vitesse o del'atr au niveau de ltrélice est donnée par l'expression :

(1)
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1.3. Étude de La pulssance reçue par I'hélice : loi de Bsrz

la production d'éneqgie se fait au préjudice de l'énergie cinétique du vent : lors de son passage
à travers ltrélice nne fraction de l'énergie cinétique de Ïair est transférée à l?rélice qui se met en
rotation. La vitesse rrt est donc nécessaiæment inférieure à ur. On notera P la puissance reçue par
l'hélice.

1.3.1. Écrire le bilan de l'énergie cinétique pour le fluide compris entre les sections Sr et 52.

1.3.2. En dduirc l'oçresslon de la puissance mécaniqpe P c&&par l'air à l'lrélice en fonc{ion
de p, S,a,a1ëta2.

1.3.3. On pose: o : . Monter que la puissance P reçue par lhélice s'écrit sous la forme :

p=Ps: l ( r+æ)(1-r?)

1.3.4. Pour une vitesse ur dorurée du verrt en asront de léolienne, la vitesse en aval u2
ne pouvant pas s'annuler; il existe une puissance maximale Frr* Iæ l'on peut extraile de la
circutation d'air (Loi de Berz).

1.3.4.1. Pour quelle valeur a* de c la puissance P est+lle maximale. Donner l'expression
de la puissance maximâte P^o" (dite limite deBntzl en fonction des grandeurs rr, ,9 et u1. Tracer
l'allure deP(a).

1.3.4.2. Pour s : 8m, détensriner les expressi,ons de tD et u en fonction de u1, et l'expression
de la force .F exercée par l'air sur lhélice en forrction de p, .9 et u1.

1.3.5. Iæ rendement de l'éolienne est défini comme le rapport de la puissance P foumie par
fair à l'hélice au débit de l'énergie cinétique en amont de l'éolienne.

1.3.5.1. Catculer le débit de l'énergie cinétiqpe É" à Favers une section dloite de surface .9 où
la vitesse est ur.

13.5.e En dédtrite le rendemerrt théorique de l'éolimne 166 €n fonction de c.

1.3.6. Applicatlon numérique i F : Lrï kg.m-ï ) r)L : LZ m-s'L; .9 : 3r L4m2. Calorler P^o, et
le rendement associé 16.

1.3.7. Dans la pratique, le rendement théorique maximal pour une éolierrne idéale n'est iamais
Éatisé à cause des effets suivants :

r La force de trainée n'estianais nulle à causie des frottenents.

r [,1rélice contient un norrbre fini depales.

Iæ rerrdement est alors plus faible et la puissance peut s'écrire :

1_
Preet: lCopSai

où Co est le coefËcient de perforrrance. n dép€nd de Ia géométrie, de l'indinaison des pales et de la
vitesse du vent

1.3.7.1. Montner qw Ce admet une valeur mædmale à cause de la loi de Brrz.
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l-3.7 .2. Calculer numériquement Co pour une puissance réelle Preet = 900 I,y en utilisant les
données numériques de Ia question L.3.6.

2h" partie

Modèle de l'élément de pale

Dans le modèle de l'écoulement axial traité dans la partie précéderrte, on a supposé que
l'écoulement ne subit aucun mouvement de rotation, mais en réalité l" loi d" ation du

impose que l'air doit avoir un mouvement rotatif afin qge ltrélice (rotor) puisse
extrafue un couple utile. Dans ce cas le sens de rotation de l'écoulement de l'air est opposé à celui
du rotor.

Dans le modèle de l'élément de pale, on introduit le mouvement de rotation de l'air autour de
I'axe Oz. Dans l'élaboration de ce rnodèle,les suppositions suivantes sont envisagées :

o Uécoulement en amont loin du plan du rotor, est complètement Ddal.

o Au niveau du plan du rotor, la vitesse angulaiæ de mtation de l'air est u , cette vitesse diminue
considérablement loin d'u rotor, en aval, de telle manière que la pression statique à cet endroit
peut être considérée égale à la pression atmosphériguepo.

r Liécoulement de l'air autour d'un élément de la pale est considéré coûrme bidimensionnel.

Iæs expressions de Ia puissance extraite et du couple appliqué sur les pales, peuvent êfre
obtenues en considérarrt l'écoulement de l'air à travers un élément annulaire du tube de courant
de rayon r, d'épaisseur dr et de section dS : hrrdr (figure 1). Iæs rayons du tube de courant
correspondant sont notés 11 au niveau de la section St et rz au niveau de ̂ 92.

On note O la vitesse angulaire de rotation de ltrélice autour de l'axe Oz et on suppose que la
vitesse axiale u de l'air au niveau de lhélice soit uniforrre.

2.L. Étude de la rotation de I'air

2.1.1. Ia variation de la quantité de mouvement de l'air dans la direction tangentielle, dorure
lia force tangentielle exercée par l'air strr lia pale. Cette for,ce s'écrit sous lia forme :

dFl: dm-u6

dm estledébit massique à travers l,a surface dÈ etvtlia vitesse orthoradiale de l'écoulement de l'air.

2.1.1.1. Écrire l'e4pression u; €n fonction deu etr. En déduire l'expression de dfiten foncfion
de p, a, u, r et dS.

2.1.1.2. Éir.rbe l'expression du moment dQ de Ia force dFt pæ rapport à l' axe O z.

2.1.1.3. Écrire l'e4pression de la puissance tP erxfratteà havers la section dS æfonction de
dQ et O. En déduire son expression en fonction de p, a, w, dl, r et dr.

2.1.t.1. Montrrer que la puissance tohle P extraite par l'hélice et le couple I gu'elle subit sont
donnés par les erpressions suivantes :

Q:2trp [*  or* 'd,
JO

tR
:?rrutt 

Jo 
uwrïd,,

Pour pouvoir calculer la puissance et le couple (P etQ),il faut détenniner ar.

(3)

(4)
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2.1.2. On pose , , : atdl; a' est appelé facteur d'interférence tangentiel. u et a' dépendent à
r ptorider.

;' 2.1.2.1. Écrire les expnessions des débits de moment cinétique, par rapport à l'oce Oz, à
trâvers les sections annuliaires du fube de courant situées au niveau de ^9r et'5,1 de la figure 1,
de rayons respectifs 11 ëtr, et d'épaisseur dr. On notera wt êtu7- les vitesses angulaires de rotation
de Ïair au niveau de ces sections amul,aires.

2;1.2.2. Ésire le bilan de moment cinétique, en projection sur l'axe Oa, pour le fluide compris
entre les sections annulaires situées au niveau de ,5r et ,91.

2.1.2.3. En déduiæ ura. Monfirer, en ufilisarrt les hlpothèses du modèle que la vitesse angu-
laire de l'écoulenrent de l'air strbit une discontinuité au niveau du plan du rotor.

2.1.2.1. On adnret que la valeur de Ia vitesse angulaire de l'air au niveau du plan du rotor est
la moyeme de celles sihrées juste avant et derrière le rotor (u,c, * arB æspectivernent) :

wl*ua
' :-n-

Monher que &rB : àdlat .

2.1.2.5. Écrire le bilan du moment cinétique, en proiection sur l'axe Oz,pour le fluide compris
entre les sections amulaires sihrées au niveau de ,9s et Sz.

2.1.2.6. Montrer que la vitesseangulaire uzde I'air au niveau de la section ̂ 9z est donnéepar:

/ - \2
uz:Zdla ' l  L l

\tz /

Cosr:rrenter.

2.2. Dimensionnement optimal des pales pour une puissance maximale

2.2.1. A l'aide de la lelation de BsRNout t t suivant une ligne de courant entre les sections ,5,a
et Ss, montrer que la différence de pression pA(r) - pB(r) est donnée par :

pe(r) - pab) :f,urlr, F)

2.2.2. En déduire l'expression de la force élémentaire aciale dF exercée sur l'élémentannulaire
du rotor de surface dS.

2.2.3. On pose la vitesse axiale de l'écoulenrent de l'air au niveau des pales : ,, : (1 - a)u1. On
admet que : dF' - pa(u1- w)ds et que la relation (1) est toujours vérifiée, Déterrriner le factanr
d'interférrence tangentiel at en fonction de a, u1, r €t O.

2.2.4. En utilisant Ia relation (4), déterminer la puissance extraite P en fonction de p, dl, R, a1
et a.

2.2.5. Déterrtiner la valeur de o pour laquelle P æt maximale. Donner les expressions corre-
spondantes de la puissance maxinale et des vitesses a etaz. Comnenter.

2.2.6. I-a puissance ma:cimale est la même que celle dorurée par la relation (2r, à condition
d'utiliser la valeur de o que l'on pourrait déduire de la qr,testion précédente. Détenniner l'expression
de la vitesse de rotation O de l'hélice, en fonction de at et R, qui correspond à I'erdraction maximale
depuissance.
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Figure 2: Schéma de principe d'un altemateur.

2.2.7. On utilise les donnfus numériques de la question 1.3.6. Calculer l,a valeur de lia vitesse
de rotation O de l'hélice qui correspond à l'extraction maximale de puissance. Exprimer le résultat
en nombre de tours par minute.

3h" partie

Conversion de l'énergie mécanique en énergie électrique

La conversion de llénergie mécanique en énergie électrique est effectuée par une machine
électrique appelée alternateur. Pour un altemateur dassique toumnnt à 3000 tr.min-L,le rotor de
I'altemateur est accouplé par I'interurédiaire d'un multiplicateur de vitesse. Cependang pour des
é,,oliennes de puissance mécanique inférieure àLO kW,le rotor esf accouplé directement à farbre de
l'hélice. C'est ce demier cas qu'on supposera par la suite.

3.1. Principe de la conversion électromécanique

Une représentation simplifiée d'un altemateur, dit monophasÇ est donnée sur la figure Z-a. fl,
comporte un cadle rcctângulaire Cr sur leguel on a enroulé JV spires. Ce cadre tourne dans un
cttamP magnétique unifonr,re et constant E : B ?, autour de son axe de symétrie A que l'on
Pr€rrd coûrme axe Oz. On note ?t k vecteur nornralice qui oriente le serrs de parcours dù cadre.
On note 0l'angJe orienté 0 : (È n,àr). k cadre est e^t"aine par l'arce de l'éolienne et tourne à lia
vitesse angutâirc CI : 0. On prendra :0(t :0) : 0.

3.1.1. Établir l'expression du flux ôr du champ magnétique à travers une spirc de Cr en
fonction de la surface du cadre Sc, B et0.

3'1.2. tr apparaît aux extrémités de l'enroulement des JV spires de Cu une force électromotrice

:r que I'on exprinrera en fonction de S", N,8,0 et0. Préciser en particrrlier sa pulsationare en
fonction de la vitesse de rotation O de la madrine.

3.1.3. Uenroulernent de résistance R. et d'inductance propre L, est connecté à une chaqge
résistive de résistance r?. Représenter le circuit électrique équivalent; on prendra soin de faire
apparaltre sur le circuit lorierrtation de la f.é.m. et du courant i1 qui le parcourt. Donner l'expression
de rr. On pourra poser 4: R* * j Lu" l'impédance équivatentà de l,ànroulement, avec i2': -1.
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3.1.4. On rappelle que le moment des forces de LaprecE s'exerçant sur le circuit C1 baignant
dansun"ta*pmagnét iqu"?.rrr i for*evaut, l r : f r r r?ot f r  :Ni ,1Sçd1 est lemo-ment
magnétiquedu cadre Cr.

On notera "I le moment d'inertie par rapport à l'arce A du cadre Cr et de l'axe de ltélice dont il
est solidaire. On supposera que les liaisons avec l'axe sont parfaites.

3.1.4.1. Déterminer l'expression en fonction du temps du moment îr des forces de Lepracn
que subit le cadre Cr.

3.1.4.2. Par application du théorème du moment cinétique par rapport à l'axe À, trouver une
équation différentielle en d reliant Ê, 

"t 
le moment lr : T; è ra"" r*iorrs exercées par l'hélice

sur La partie toumante.

3.1.5. En régirne permanent, la vitesse angulaire O est constante. Déterminer l'expression de
(l,vr), la valeur moyerure dans le temps de fi6. En déduiæ la puissance mécanique moyenne P,'
foumie par l'hélice à la génératrice en fonction des données du problème.

3.1.6. Détenniner en régime permanent la puissance moyenne électrique Pe mise en jeu dans
le générateur de f.e.m. e1. Comparer PeàPm. Commenter.

3.2. Adaptation d'impédance

Un second cadre identique @, solidaire du prenrier et s'en déduisant par une rotation de +[,
complète le dispositif (figure 2-b). On notera izle vecteur normal à ce second cadre. Uensemble
forrte ce qu'on appelle un altemateur diphasé. On néglige l'inductance mutuelle entre les deux
enroulements.

3.2.1. Exprimer Ia f.é.m. ez {d apparaît aux bomes deC2.

3.2.2. Les deux cadres Cr et Cz sont connectés à une même charge dttilisation d'impédance
Z*:R"+jX-

3.2.2.1. Représenter le circuit électrique équivalent.

3.2.2.2. Le circuit précédent peut être représenté par le schéma équivalent de la figure 3.
Étabtir les e4pressions de e en fonction de e1 et e2, et de Qen fonction de 2..

Figote 3: Sctréma équivalent de l'altemateur associé à une chafge.

3.2.3. Déterrriner l'expression de la puissance moyenne P" délivrée à la charge.

3.2.4. Pour quelle charge lia puissance P" est-elle maximale ? Commenter.

Fn*I nn L'ÉPRËuvE

Épreuve de Physique I 7 /7 FD{




