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A PROPOS DE HEINRICH OLBERS

L'astronome allemand EiINRICH W. M. OLBERS (1758—1840) écouvrit les agrades Pallas et
Vesta en 1802 et en 1807 ; en 1831,&hlisa la prengire observation de la cate qui porte son
nom (13P/Olbers). Les caré&ceistiques orbitales de cette céta ontete determirées initialement par
C. F. Gausset F. BESSEL Elle aéte obseree pour la dersire fois lors de son passage aripélie
(distance minimale au Soleil) le 10 janvier 1956. Certainepgétes de cette cogte sont examiees
dans la Partie I.

OLBERSa aussetude le paradoxe qui porte aujourd’hui son nom : si 'universtmar une multitude
d’étoiles distribéesa peu pes Egulierement, un observateur terrestre qui observe le ciel dams u
direction arbitraire devrait toujours voir au moins wieile, aussi lointaine soit-elle ; tout point du ciel
devrait donc sembler brillant, de jour comme de nuit. Cestagpects de cette affirmation paradoxale
seront discués dans la partie 1.

Les vecteurs sont neé$ en caraéres gras v, F et leurs normes en italique/|| = v, ||F|| = F. Dans
le syseme de coordor&res sphriques(r, 8, ¢) et dans la base orthonoé®(e;,eq,€y), On rappelle

of 10f 1 of N S :
quegrad f(r,0,¢) = oo + 39 + m%ed,. On notex'= & la dérivée d’une fonctiorx(t).
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|. — La comete 13P/Olbers

Les parties |.A et |.B de ce prodine peuvengtre aborées inépendamment.
|.A. — Mouvements conetaires

On étudie dans cette partie le mouvement d’'un corps pondugd massen, soumisa I'action d’'un
centre attracteur fixa I'origine O des coordonges d’un éférentiel galieenZ. On posera = ||[OM||.

L'action de ce centre attracteur estadite par une force unigue = —m-gradU(r), ou U est une
fonction suppose connue. On note aussia vitesse déVl dans#%, Lo = mOM Av, L = ||Lo|| > 0

etC=L/m

4 1 — Montrer que le mouvement dé est plan.

On choisira d’appelefOxy) ce plan, orieré par la conventioh o = Le,; I'@tude du mouvement de
M dans(Oxy) s’effectuera en coordoies polairesr, ¢ ).

'd 2 — On noteE = me I' énergie necanique d&l. Exprimere en fonction de, C, f etU(r).

Le pointM est en fait le centre d’'une cate spkrique et homogne se dplacant dans le champ
de gravitation du Soleil (de mas$&.). Pour tout le reste de la partie I.A, on adopte I'expression
U(r) = —K/r ot K est une constante, et I'on se place danséférentiel suppd=e galieen dans
lequel le Soleil est fixe, homege et spérique. De plus, onéglige I'influence des tous les autres
corps du systme solaire.

4 3 — ExprimerK en fonction de la constante de la gravitation univers€llet de la masse du
SoleilMg,.

d4—A guelle condition sue le mouvement d&l verifie-t-il rmjn <r < rmax < © aveCrmin # Mmax ?
Les constantesnin €trmax SOnt respectivement apgels @rihélie et apklie de la trajectoire.

On suppose @ormais que la condition de la question 4 &stfiee. L'origine des instant$ & 0) et
des angles polaireg (= 0) sera choisie de sorte qug = 0) = rmn, ¢ (t =0) =0.

I'max=+ 'min

1 5 — Exprimere et C en fonction deK, rmin et rmax puis en fonction d&, a = — 5 et
_ I'maxi min
T
'd 6 — Quelle est, sansainonstration, la nature de la trajectoireM& Indiquer en justifiant votre

Fmax— Fmi . o
-max__MN 5 Repésenter la trajectoire

o _ ) ) I'max =+ min
deM en pgcisant les points et dimensions remarquables.

‘A 7 — On étudie la partie de la trajectoire pour laquellec@ < . Quel est alors le signe de?’
Exprimerr en fonction deg, K, C etr. Montrer que la duget de parcours dey, ar(¢) le long de

cette trajectoire €crit
fa [r(®) r
K I'min \/azez— (r—a)2

'd 8 — On effectue le changement de variable- a(1 — ecosé). L'angle & est appe&d anomalie
excentrique Exprimer la duee 1 du trajet du mobileM depuis l'instant initial jusqui sa position
actuelle reprée paré, en fonction de€, e, aetK puis deé, e et de la jgriodeT du mouvement di.
Quel est le nom de la relation qui lie K eta?

reponse, la signification physique des pagtnaesa, p ete =

On consi@re que la trajectoire de la Terre autour du Soleil est @ity de rayorag = 1 UA (unite
astronomique) et degpiodeTy = 1 anree= 365 25 jours. Les caragétistiques orbitales, assez stables,
de la conete 13P/Olbers sont les suivantes : excenéieit 0,930 ; distance au Soleil alephélie
rmin = 1,18 UA. On admettra que les relation& ) etr (&) se geréralisent tout point de la trajectoire
de cette corate.

3 9 — A quelle date la corte reviendra-t-elle pour la prochaine fois a@ripélie ?A quelle date la
comete se trouvera-t-elle la prochaine féita distance = 26,06 UA du Soleil ?
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Conete lkeya-Zhang photograp@a en 2002 I'observatoire de Haute-Provence.

|.B. — La queue de la congte

En 1811, @QBERS proposa pour la preraie fois une thorie quantitative pour expliquer la formation
de la queue des castes, en imaginant que les particules qui la composent santisesa une force
répulsive d’originetlectrique variant comme le carde I'inverse de la distance au Soleil. On cdhna
aujourd’hui le nécanisme de formation de la queue de la etanen particulier si elle est fogr de
poussgres solides.

| s .
| © | C2 | 2
| | St |

Les poussires sont entiaees par un flux de particules (le vent solaie@)ises par le Soleil et se
déplacant une vitesse de I'ordre de 400 ka1t. Onétudie pour simplifier (cf. ci-dessus) une cete
se deplacant en ligne droit& la vitesse de 30 kns 1 ; la droite en traits pleinsésigne la trajectoire
de la congte, et les traits points la direction du vent solaire.

'd 10 — En justifiant votre éponse, indiquer si le Soleil est dispadu ®te S; ou du dteé S, sur la
figure ci-dessus.

d 11 — En justifiant tout autant laéponse et sur cette@éme figure, la colte se éplace-t-elle
dans le sen€; — C, — C3 ou dans le sen§3 — C, — C; ? Calculer I'anglep entre la direction
Soleil-congte et la direction moyenne de la queue de la&@m

FIN DE LA PARTIE |
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Il. — Le paradoxe d’Olbers

Les parties II.LA, I1.B et I1.D de ce probme peuvengtre aborées de maeire incependantea condi-
tion éventuellement d’admettre lessultats donias par [Enon@ s'ils n'ont pas petreétablis.

II.LA. — Equilibre thermique et rayonnement

On étudie un gaz parfait eaquilibre thermiquex la temgratureT (uniforme) dans un champ de
forces exérieures ; la forc& exer@e sur une mélcule du gaz de masseestF = mG, ou le champ
de forcesG = —gradU dérive du potentiel .

On noteR la constante molaire des gaz parfaitg la constante d’XOGADRO, .# = .#/amla masse

molaire du gaz et = R/ ¥4 la constante de BLTZMANN. La pression dans le gaz est @eP.
z
'd 12 —On consi@re un volumeelementaire de ce gaz, d’extension suffisam-

ment faible pour que I'on puisse consiér le champ de gravitatidd = -Ge, ----- -z
. . z+dz

constant sur ce volume. Ce volume sera corstitwun cylindre de gaz, com-

pris entre les altitudes et z+ dz, de sectiorS et de hauteur zj en équilibre G

mécanigue sous l'action du champ de forGest des forces de pression. Expri-

mer la cerivee d?/dz en fonction deG, P, T, metk. z

J 13 — En deduire uneétquation diferentielle reliant® et U, avec comme I
parangtresm, k et T. Montrer enfin qua I'équilibre thermique, la densifparti-

KT
est une constante, Et= mU est I'énergie potentielle d’'une matule dans le chamip.

culaire dans le gaz(: nombre de macules par uné de volume) @rifien = npexp| —— |, ol ng

Nous admettrons dans la suite l&mgralité de ce esultat : le nombre de métules dénergie E
dans une assenti® de mdiculesa I'équilibre thermiquea la temgrature T est proportionneh
exp(—E/KT).

On cecrit maintenant un corps solide équilibre thermiquex la temggratureT . Les atomes formant
ce corps sont, dans ce nmadd, €partis en deux populatiorssraison den; atomes par unéde volume

a I'energieE; etny atomes par unit de volumea I'énergieE,, avecE, > E;.

Ce solide absorbe &met en permanence un rayonnem@ettromagatique, que 'on dcrira ici
comme une assendéd de particules (photons) ; on ne srgsse ici qu'aux photons deefluences
voisines dev = (E; — E;)/h (ou h est la constante deLRNCK) susceptibles @&tre absores ouémis
lors des transitions entre les deux niveausr#rgie.

Selon un modle propoé par ENSTEIN, les processus éimission et d’absorption des photons par le
solide se compensent et soayis par le€quations diftrentielles

% — _% = A(V)nz2+ [-B(v)ny + C(v)n]uy (v, T)

ou uy(v,T) repesente la dengtvolumique spectrale éhergieélectromagatique : si I'on note

n*(v,T) le nombre de photons par uaide volume et par uréitde féquence, on a alors la re-
lation uy (v, T) = hvn*(v,T); les grandeurs positive&(v), B(v) et C(v), appekes coefficients
d’EINSTEIN, ne cependent que de ladfiquencey.

On suppose finalement Q¥i+£m1 = Tinlw Ny = No.

'd 14 —Quelles sont les urés S| de mesure et la signification physique des grandg(fs, A(v),
B(v) etC(v)?

4 15 — Déterminer I'expression du rappomp/n; a I'equilibre. En utilisant la relatio@tablie
a la question 13, montrer que I'on peut trouver 2 fonctiéiis) et H(v) telles queuy (v, T) =

hv -1
F(v) {exp(ﬁ> — H(v)] . On exprimerd(v) etH(v) en fonction deA(v), B(v) etC(v).
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[1.B. — Loi de Planck

La loi dite de RANCK donne les expressions de la de@siblumique spectrale éhergieu, du
rayonnemena I'équilibre thermique, et du flux surfacique speciraémisa la surface d’'un corps

noir :
8rhv3 2mhv3

oo() ] " o)

ou c est la vitesse de la luie dans le vide.

‘A1 16 —Montrer que la loi de PANCK est compatible avec leésultats de la question 15é@rminer
les rapport&C(v)/B(v) etA(v)/B(v).

‘A4 17 — Montrer que le flux surfacique totgl rayonreé par un corps noir se met sous la forme
j = oT¥; On justifiera soigneusement la valeur glest on exprimera la constanteen fonction de

k, h, cet de l'integralel = [ e *x3[1— e—"]’1 dx.

uy(v,T) =

J 18 —En utilisant la relation?|z < 1,(1—-2) 1 = Z Z" , exprimerl en fonction de certaines
n=0
valeurs des fonctions d’EULER et { de REMANN, on rappelle que

8

1

VXGR*,F(X):/O et ldt, T(x+1) =X () etg(x) =y =
1

n

On peut calculef (1) = 1, {(4) = 1*/90, et mesurek = 1,38 x 10723JK 1, h = 6,62 x 10~34J.s,
c=3,00x 10°m.s™ 1, determiner la valeur nuérique deo. Quel est le nom de cette constante ?

II.C. — Le ciel est clair, le jour. ..

On étudie ici un moéle simplifé d’univers illimite, lesétoilesétant toutes assin@iesa des spares
de nméme rayorR., de neme temprature de surfacg., dont le rayonnement estgi par la loi de
PLANCK affirméea la partie 11.B. Cegtoiles sont&parties statistiguement de mara quasi-uniforme
a raison den, étoiles par uné de volume m@R% < 1) dans tout 'univers, consie comme une
sptere de grand rayoR. et de centré. L'espace compris entre I&toiles est vide.

On consi@re une plaate splrique, de centr®, de rayorRy, dispoge au voisinage d’une désoiles
ci-dessus (appet etoile locale) eta beaucoup plus grande distance de toutes les agtindes de
I'univers. La distancel entre le centre de la plate et celui de so@toile locale erified > R. > R,.
On réglige toute pesence d’atmosjgne autour de la plate, et on fait I'hypotBse que cette degre
montre toujours la @me facea I'étoile locale.

Pour les applications nueniques, on adoptera les valeurs relatives au couple Sa@ei : T, =
5700 K,R. = 750000 kmd = 150x 10° km.

'd 19 —Dans un premier marle, on ne tient compte que détoile locale. On cons&te d’'une part
gue la faceeclaie de la plaete est temggrature uniformdy et d’autre part que cette plateémet
un rayonnement conforneela loi de RANCK. Déterminer I'expression et la valeur nénque deTe
en 'egime permanent. Quelle est, dans ce eleda temprature de la face naeclaie ?

'd 20 — On étudie maintenant un meté ai la temgrature de la partie
éclairee de la plaéte n’est pas uniforme ; un poiRtde la faceéclaie est
caracérise par I'angled fait par le rayon vecteU€P mere depuis le centré
de la plarete avec la direction éclairement. Bterminera I'équilibre radia-
tif local, I'expression de la tengvatureT (6) d’un point de la facé&claie en
fonction deT,, R, d et 8. On c&finit la tempgrature moyenne de la plate

V4

()

- 1 L, i i R R ,
parT = é//T(P)dS I'intégraleétantétenduea toute la surfac& de la plate. Determiner I'ex-
pression et la valeur nuenique deT.
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‘A4 21 — Ce mocle vous pafidil satisfaisant pour &crire la temprature de surface de la Terre ?
Comment proposeriez-vous de I'étiorer ?

On adopte enfin un mede plus complet, destna rendre compte deschanges thermiques entre
les differentes parties adjacentes de la surface de la&tagelle-ci est &crite comme une couche
sprerique de rayoiRy, de faibleépaisseue < Ry, conductrice thermique avec la conducéviber-
mique A constante. Enégime permanent, la terepature de sa surfack(0) ne cepend que de
I'angle 6.

1 22 — Rappeler et justifier qualitativement la loi de@BRIER de la conduction thermique. En
déduire que la temgratureT (0) vérifie I'eéquation diferentielle

d /. _dT 4 4 B
Sn6de (smG@) +a[z*(6)-T*6)] =0
on exprimera la constanteen fonction des dorées du proldmes et la fonctio@ (6) en fonction de
To, R etd pour 0< 6 < 1. On ne cherchera pa& resoudre cettéquation diférentielle

II.D. —...etlanuit?

Dans les modles @velopges ci-dessus, la terapature des plates sur leur face sombre apgara
comme tes faible ; elles ne sont en effatlaites que pas cette obscure clagtqui tombe deétoiles»
(CORNEILLE). Nous allons estimer, avecL®ERS, que la quanté de lumere recue ainsi est pourtant
a priori loin d’étre regligeable.

Dans cette partie, obtudie une plagte isoke, sanstoile locale, et donc plomg dans une nuit
perpetuelle : la surface de la plate n’estéclaite que par un ciel nocturne. Revenant au ehed
présené au ébut de la partie II.C, on suppose lewiles Eparties uniforramenta raison den;
par unié de volumea une distance variabledu centreC de la plamte, spkrique de rayorRy. On
rappelle que varie derg > Rp aRy >> ro.

\\ T // (O Uneétoile
~ N

/1N

Le rayonnement de chaque
€toile est isotrope

Plarete (le sckma n'est paa I"echeIIe)C)'

2R

4 23 —Exprimer le nombre N d’étoiles comprises entre deux gpés de centr€ et de rayorr et
r+dr. En ceduire la puissance thermique recue par lagtiade la part de c&toiles. On égligeraici
tout ptenonene d’absorption ou d’'ombre : I&$oiles ne s’occultent pas. Eeduire que la puissance
totale recue par la plaéte sécrit & = kR., ou on exprimera en fonction de la constante des
questions 17 et 18 ainsi que de, R, Rp etne.

‘A 24 —Le paradoxe de la nuit noireu paradoxe d’Olberpeutétre exprinie ainsi « sil'univers est
infini, le rayonnement provenant detiles I'est aussi et le ciel de nuit devréite clair ; si par contre

I'univers est fini, il n’est pas stable et s’effondresaExpliquer brevement la nature de I'instabait
evoqLee ici.
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Le paradoxe de la nuit noire ne seepente plus dans le cadre des #led d'univers modernes (en
particulier dans le magle cosmologique standard, awbig bang»). Dans ce moele, I'univers est
fini et uneétoile quelconque si&ea la distance de la plarte de I'observateur sloigne de celui-ci
radialementi la vitess&/ = Hg-r, ol Hg = 2,5 x 10 1851 est la constante deBBLE.

On sait aussi, en supposant valide laéoivatique classique non relativiste, que la longueur d’onde
apparente de la lurare recue de la part d'urédoile quiémet de la lumérea la longueur d’ondd
estAa = Ao (1+V/c), oic=3,0x 108 m-s~! est la vitesse de la luraie : c’est I'effet DDPPLER
FIzZEAU.

‘A 25 —En utilisant la loi de BANCK donree en I1.B, montrer que la longueur d’ondlg correspon-
dant au maximum @&mission de rayonnementaiergie thermique d’un corps solidda tem@rature
T, vérifie la relatiof, = u/T. On exprimera la constanteen fonction deh, k, ¢ etx* solution non
nulle de I'equation 3- x = 3e *. Comment s’appelle cette loi ?

'd 26 —En utilisant la loi pecdente et en supposant valide lagrimatique classique non relativiste,
déterminer la temgrature apparent&, d’'une étoile sitilee a la distanca de I'observateur. Faire
I'application nunérique pour unetoile semblable au Soleil, mais f®ia dix milliards d’anes-
lumiere de la Terre (une a@e-lumere est la distance parcourue dans le vide par ladterpendant
une ange).

1 27 —En consi@&rant toujours la ci@matique classique non relativiste, montrer que I'effePBLER
FIZEAU permet de lever le paradoxe d’@ERS dans un univers infini. On donme, ~ 107>’ m~3
ainsi que le flux surfacique moyen recu du Soleil sur la Terres 1kW.m 2.

1 28 —Le mockle du« big bang» préevoit que l'univers esage d’environ 13,7 milliards d’arées.
Montrer que dans le cadre de ce retElet sans @me consiérer I'effet DOPPLERFIZEAU, le para-
doxe d’QLBERSne tient plus. On noteng, la distance maximale dedtoile observable dans le cadre
du mockle du« big bang».

d 29 — La longueur d'onde du maximum du rayonnement thermique deilSst A, = 520 nm.
Les processus physiques les plus anciens obseet donc les plus lointains, sont asés@u rayon-
nement diffus cosmologique. Ce rayonnement a une éeatpre apparentg, = 2,7 K. Quelle est
la longueur d’'onde apparendg assodee au maximum @&mission du rayonnement diffus cosmolo-
gique ? Dans quel domaine spectral se situe-t-elle ? Samezguand et par qui ce rayonnemepst&a
decouvert?

FIN DE LA PARTIE Il

FIN DE L' EPREUVE
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