
Corrigé de l’épreuve CNC physique II MP session 2000 par AIT BENALI

Étude d’un guide d’ondes électromagnétiques

1ère partie :
Modèle de conducteur métallique-Conducteur parfait

1.1 Effet de peau

1.1.1 en régime harmonique ∂
∂t
≡ ×iω

soit r =
|~j

D
|

|~j| =
| iω

µ0c2
0

~E|
|σ~E| = ω

σµ0c20

A.N : r = 9.1 10−9 ¿ 1 donc 1
c20

∂ ~E
∂t

est négligé devant µ0
~j

1.1.2 (M-A) se simplifie
−→
rot ~B ≈ µ0

~j

1.1.3 l’onde incidente et réfléchie étant de pulsation ω , la relation de passage à la surface du
conducteur ne sera vérifiée pour un instant quelconque que si l’onde transmise est de même
pulsation ω′ = ω

1.1.4 le système {onde incidente + conducteur} est invariant par translation selon Ox et Oy donc
~Et ne dépend que de z (l’onde transmise est plane)

par l’équation (M-G) div ~Et = ρ
ε0

= 0 on obtient dEtz

dz
= 0 en excluant les solutions qui ne se

propagent pas de z (il faut temps+espace), il vient ~Et = Etx~ux + Ety~uy

la relation de passage , en z=0 , du champ électrique permet d’écrire que Ei~uy+Er~uy− ~Et = σ
ε0

~z

donne , par projection , ~Et = Et(z)~uy

1.1.5 à l’intérieur du conducteur, ρ = 0 et ~j = σ ~E, les équations de MAXWELL s’écrivent :

div ~Et = 0

div ~Bt = 0
−→
rot ~Bt = µ0σ ~Et

−→
rot ~Et = −∂ ~Bt

∂t

donc :
−→
rot(

−→
rot ~Et) =

−−→
grad div ~Et︸ ︷︷ ︸−∆ ~Et = − µ0σ

∂ ~Et

∂t

or ~Et(M, t) = ~Et(M) exp−iωt soit :

∆ ~Et(M) exp−iωt = µ0σ (−iω) ~Et(M) exp−iωt ⇒ ∆ ~Et(M) + iµ0σω ~Et(M) = ~0

1.1.6 on a ∆ ≡ d2

dz2 , par projection sur ~uy du résultat 1.1.5, il vient :

d2Et(z)

dz2
+ iµ0σωEt(z) = 0

soit : k2
t = iµ0σω
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1.1.7 on a i = (1+i√
2
)2 donc on peut écrire kt =

√
µ0σω

2
(i + 1)

d’où δ =
√

2
µ0σω

1.1.8 la solution de l’équation (5) s’écrit :

Et(z) = A exp iktz + B exp−iktz = A exp
i− 1

δ
z + B exp

−i + 1

δ
z

|Et(z)| doit être fini pour z → +∞ (trés loin dans le conducteur ) donc B ≡ 0

donc :

Et(z) = A exp
i− 1

δ
z = E0

t exp−iϕ exp
i− 1

δ
z

avec E0
t > 0

1.1.9 le module de Et(z) s’écrit Et(z) = |Et(z)| = E0
t exp−1

δ
z

 Et(z) 

z 0 

E
0

t 

δ 

δ caractérise la distance d’atténuation du champ à l’intérieur du conducteur. (au bout de 5δ le
champ est quasi-nul)

1.1.10 A.N : δ = 2 10−5m

1.1.11 on a : ~Et(M, t) = E0
t exp−iϕ exp iktz exp−iωt ~uy = E0

t ei(ktz−ωt−ϕ) ~uy

qui est une onde plane (atténuée), donc l’équation de MAXWELL-FARADAY donne :

~Bt(M, t) =
kt~uz × ~Et(M, t)

ω
= −(1 + i)

ω δ
E0

t exp(−z/δ) ei(z/δ−ωt−ϕ) ~ux

1.2 Modèle de conducteur parfait

1.2.1 en hautes fréquences ω → +∞ on a δ =
√

2
µ0σω

→ 0+

1.2.2 à l’intérieur du conducteur parfait : z > 0 et δ → 0+

donc
|~Et| ∼ exp(−z/δ) ≡ 0

ainsi que

|~Bt| ∼
exp(−z/δ)

δ
≡ 0
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1.2.3 d’aprés l’énoncé ρ ≡ 0 et on a :

|~j| = σ|~Et| ∼
exp(−z/δ)

δ2
≡ 0

1.2.4 un éventuel excès de charges ou un courant sera à la surface du conducteur parfait.

1.2.5 on a :
~E2 − ~E1 = ρs/ε0~n

et
~B2 − ~B1 = µ0

~js × ~n

soit les quatres relations :

continuité de la composant tangentielle de ~E : E2t = E1t

continuité de la composant normale de ~B : B2n = B1n

discontinuité de la composant normale de ~E : E2n − E1n = ρs/ε0

discontinuité de la composant tangentielle de ~B : B2t −B1t = µ0js

1.2.6 pour un conducteur parfait ~E1 ≡ ~0 et ~B1 ≡ ~0, siot :

E2t = 0, B2n = 0, E2n = ρs/ε0 et B2t = µ0js

1.2.7 ∀ρs, js on aura :

continuité de la composant tangentielle de ~E : E2t = 0

continuité de la composant normale de ~B : B2n = 0

2ème partie :
Structure de l’onde électromagnétique à l’intérieur d’un guide d’ondes

rectangulaire

2.1 Onde transverse électrique TE

2.1.1 à l’intérieur du guide sans charges, ni courants volumiques , ρ = 0 et ~j = ~0, les équations de
MAXWELL s’écrivent :

div ~E = 0

div ~B = 0

−→
rot ~B =

1

c2
0

∂ ~E

∂t

−→
rot ~E = −∂ ~B

∂t
donc :

−→
rot(

−→
rot ~B) =

−−→
grad(div ~B︸ ︷︷ ︸)−∆ ~B =

1

c2
0

∂
−→
rot( ~E)

∂t
= − 1

c2
0

∂2 ~B

∂t2

soit : l’équation de D’alambert

∆ ~B − 1

c2
0

∂2 ~B

∂t2
= ~0

par projection sur ~uz, il vient :

∆Bz −
1

c2
0

∂2Bz

∂t2
= 0

or
Bz = B0z(x, y)ei(kgz−ωt)

soit :
∂2B0z

∂x2
+

∂2B0z

∂y2
+ (

ω2

c2
0

− k2
g)B0z = 0
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2.1.2 on a : B0z(x, y) = (A1 cos αx + A2 sin αx)(B1 cos βy + B2 sin βy) est solution si elle vérifie
l’équation de propagation 2.1.1

on a :
∂2B0z

∂x2 = −α2 B0z et aussi
∂2B0z

∂y2 = −β2 B0z

donc, la condition s’écrit : (−α2 − β2 + ω2

c20
− k2

g) B0z = 0

comme l’onde TE n’est pas trnsverse magnétique donc B0z 6= 0

soit la relation demandée :

k2
g =

ω2

c2
0

− α2 − β2

2.1.3 MAXWELL-FARADAY s’écrit :

−→
rot ~E = −∂ ~B

∂t
=⇒

∣∣∣∣∣∣∣

∂
∂x
∂
∂y
∂
∂z

×
∣∣∣∣∣∣∣

E0x ei(kgz−ωt)

E0y ei(kgz−ωt)

0
= +iω

∣∣∣∣∣∣∣

B0x ei(kgz−ωt)

B0y ei(kgz−ωt)

B0z ei(kgz−ωt)

=⇒
∣∣∣∣∣∣∣

∂
∂x
∂
∂y

ikg

×
∣∣∣∣∣∣∣

E0x

E0y

0
= iω

∣∣∣∣∣∣∣

B0x

B0y

B0z

de même MAXWELL-AMPERE s’écrit :

−→
rot ~B =

1

c2
0

∂ ~E

∂t
=⇒

∣∣∣∣∣∣∣

∂
∂x
∂
∂y
∂
∂z

×
∣∣∣∣∣∣∣

B0x ei(kgz−ωt)

B0y ei(kgz−ωt)

B0z ei(kgz−ωt)

=
−iω

c2
0

∣∣∣∣∣∣∣

E0x ei(kgz−ωt)

E0y ei(kgz−ωt)

0
=⇒

∣∣∣∣∣∣∣

∂
∂x
∂
∂y

ikg

×
∣∣∣∣∣∣∣

B0x

B0y

B0z

=
−iω

c2
0

∣∣∣∣∣∣∣

E0x

E0y

0

par projection de M-A sur ~ux on a :

∂B0z

∂y
− ikg B0y =

−iω

c2
0

E0x

et par projection de M-F sur ~uy, pour éliminer B0y, on a :

ikg E0x = iω B0y

On en déduit :

E0x =
iω

ω2

c20
− k2

g

∂B0z

∂y

2.1.4 de même par projection de M-A sur ~uy on a :

ikg B0x −
∂B0z

∂x
=
−iω

c2
0

E0y

et par projection de M-F sur ~ux, pour éliminer B0x, on a :

−ikg E0y = iω B0x

On en déduit :

E0y =
−iω

ω2

c20
− k2

g

∂B0z

∂x

2.1.5 tenant compte de 2.1.2, on a :





E0x = iω
ω2

c2
0

−k2
g

β (A1 cos αx + A2 sin αx)(−B1 sin βy + B2 cos βy)

E0y = −iω
ω2

c2
0

−k2
g

α (−A1 sin αx + A2 cos αx)(B1 cos βy + B2 sin βy)
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2.1.6 d’aprés 1.2.7 en x = 0 ou x = a, on aura E0y(x = 0, y) = 0 et E0y(x = a, y) = 0

de même en y = 0 ou y = b, on aura E0x(x, y = 0) = 0 et E0x(x, y = b) = 0

donc
E0y(x = 0, y) = 0 =⇒ A2 = 0

car y est quelconque entre 0 et b.

et
E0x(x, y = 0) = 0 =⇒ B2 = 0

car x est quelconque entre 0 et a.

soit :
B0z(x, y) = A1 B1 cos αx cos βy

comme l’onde TE n’est pas trnsverse magnétique donc B0z 6= 0 =⇒ A1 6= 0, et B1 6= 0

et puis
E0y(x = a, y) = 0 =⇒ A1B1 sin αa = 0 =⇒ α = mπ/a

avec m ∈ IN et
E0x(x, y = b) = 0 =⇒ A1B1 sin βb = 0 =⇒ β = nπ/b

avec n ∈ IN , d’où :

B0z(x, y) = A1 B1 cos
mπx

a
cos

nπy

b

2.1.7 il vient : 



E0x = − iω
ω2

c2
0

−k2
g

(nπ
b

) A1B1 cos αx sin βy

E0y = − −iω
ω2

c2
0

−k2
g

(mπ
a

) A1B1 sin αx cos βy

donc :

Amn =
−iω

ω2

c20
− k2

g

(
nπ

b
) A1B1

et

Bmn =
iω

ω2

c20
− k2

g

(
mπ

a
) A1B1

2.1.8 d’aprés 2.1.2 :

k2
g =

ω2

c2
0

− (
mπ

a
)2 − (

nπ

b
)2

donc :

kg,mn = ±
√

ω2

c2
0

− π2(
m2

a2
+

n2

b2
)

pour une onde progressive vers les z > 0 :

kg,mn =

√
ω2

c2
0

− π2(
m2

a2
+

n2

b2
) > 0

2.1.9 il y a propagation si kg,mn est réel càd :

ω2

c2
0

> π2(
m2

a2
+

n2

b2
) =⇒ ω > ωc = πc0

√
m2

a2
+

n2

b2

Le guide est un filtre passe-haut des ondes TE, de fréquence de coupure νc = ωc

2π
= c0

2

√
m2

a2 + n2

b2

Si ν < νc alors kg = i|kg|, il y aura atténuation de l’onde le long du guide car le terme de phase
ei(kgz−ωt) = exp(−|kg|z) e−iωt
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2.1.10 dans le guide, on a :

λg,mn =
2π

kg,mn

=
2π√

ω2

c20
− π2(m2

a2 + n2

b2
)

dans le vide λ = 2πc0
ω

donc :

λg,mn =
1√

1
λ2 − 1

4
(m2

a2 + n2

b2
)

2.2 Onde transverse magnétique TM

2.2.1 si m = 0 et n 6= 0, on aura : kg,mn =
√

ω2

c20
− π2n2

b2
, le dénominateur dans l’expression de l’onde

TMmn est non nul : ω2 − c2
0k

2
g,mn = (πnc0

a
)2 6= 0

il reste donc, m = 0 :

TMmn





E0x,mn = 0

E0y,mn = 0

E0z,mn = 0

ce qui absurde !

de même si m 6= 0 et n = 0, donc pour que l’onde TMmn existe il faut à la fois n 6= 0 et m 6= 0

2.3 Sélection des modes de propagation par le guide d’ondes

2.3.1 :

TE10 =⇒ νc10 = c0
2a

= 6, 56 GHz

TE01 =⇒ νc01 = c0
2b

= 14, 8 GHz

TE11 =⇒ νc11 = c0
2

√
1
a2 + 1

b2
= 16, 2 GHz

TM11 =⇒ νc11 = c0
2

√
1
a2 + 1

b2
= 16, 2 GHz

TE20 =⇒ νc20 = c0
a

= 13, 1 GHz

2.3.2 d’aprés 2.1.9 il faut avoir :
6, 56 GHz ≤ ν < 14, 8 GHz

ainsi les modes TE01, TE11 et TM11 ne peuvent pas se propager dans le guide car ν < νcmn.

2.3.3 on a : vϕ = ω′
kg

, à la pulsation ω′ = 2πν ′, donc :

vϕ(TE10) =
ω′√

ω′2
c20
− π2( 1

a2 + 0
b2

)
= 3, 4 108m.s−1

vϕ(TE20) =
ω′√

ω′2
c20
− π2( 4

a2 + 0
b2

)
= 8, 6 108m.s−1

les deux vitesses de phases sont tel que : vϕ(TE20) > vϕ(TE10) > c0, car la phase de l’onde en
physique n’est ni matière ni énergie !

2.3.4 le mode TE20 est plus rapide que TE10, le signal formé par combinaison des deux modes sera
déformé à la sortie du guide, car vϕ(TE20) ≈ 2vϕ(TE10)
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3ème partie :
Guide d’ondes monomode TE10

3.1 Sélection du mode du travail

3.1.1 un guide d’onde est un filtre passe-haut vis à vis d’un mode (m,n) donc pour sélectionner
un seul mode il faut choisir la fréquence du générateur d’onde (ex : klystron ) entre les deux
premières fréquences de coupure ainsi d’aprés 2.3.1 :

νmin = inf(νmn) = ν10 =
c0

2a

et
νmax = inf(ν01, ν11, ν20) = ν20 =

c0

a

3.1.2 on a :
ν10 = 6, 56 GHz < ν = 9.67 GHz < 13.1 GHz < νmn

d’où le seul mode sélectionné est : TE10

3.1.3 pour TE10 , m = 1 et n = 0 , d’après 2.1.7 :




Ex = 0
Ey = iωa

π
A1B1 sin(πx

a
) exp i(kgz − ωt)

Ez = 0

qui est une onde polarisée rectiligne selon Oy.

3.1.4 on a : d < D, la fréquence de coupure la plus basse de la grille (ensemble de guides) est donnée
par : νc = c0

2D
qui doit être suffisamment faible (νc < 9.67 GHz)

cas 1 : ~u//~uy

x 

z D 

d 

grille 

y 
TE10 

ν=9.67 GHz 

guide 

E

r

 
E

r

transmis = 0
r

 

cas 2 : ~u//~ux

 

x 

z 

D 

d 
grille 

y 
TE10 

ν=9.67 GHz 

guide 

E

r

 
E

r

transmis 

la grille est un milieu anisotrope conducteur parfait selon ~u et isolant parfait selon ~u′.
la composante de ~E selon ~u sera absorbée (effet de peau ). En fait le champ perd son énergie
en créant un courant ( mouvement des électrons ) selon ~u.
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3.1.5 c’est la loi de Malus.

3.1.6 pour d suffisamment élevé le champ ~E sera transmis quelque soit l’orientation de la grille car
ν > c0

d
> c0

D
.

la valeur critique dc est donnée par :

dc =
c0

ν
= 3.1 cm

3.2 Mesure de la fréquence

3.2.1 fréquence-mètre et oscilloscope.

3.2.2 à une fréquence ν = 9.67 GHz, pour satisfaire l’ARQS la dimension r du circuit de mesure
(fils de connexion) doit être : r ¿ c0.T = 3.1 cm ce qui est absurde !

3.2.3 on remplace E(x, y, z, t) = E0 sin(kxx) sin(kyy) sin(kzz) cos(ωt) dans l’équation de D’Alam-
bert :

∂2E

∂x2
+

∂2E

∂y2
+

∂2E

∂z2
=

1

c2
0

∂2E

∂t2

soit :

k2
x + k2

y + k2
z =

ω2

c2
0

3.2.4 les conditions aux limites sur les parois s’écrivent :

E(x = 0, y, z) = 0 ; E(x = `x, y, z) = 0

E(x, y = 0, z) = 0 ; E(x, y = `y, z) = 0

E(x, y, z = 0) = 0 ; E(x, y, z = `z) = 0

on en déduit : kx `x = nxπ ; ky `y = nyπ et kz `z = nzπ tels que : nx ny nz 6= 0 ( sinon E ≡ 0)

3.2.5 on a d’après 3.2.3 : ω = c0 π
√

(nx

`x
)2 + (ny

`y
)2 + (nz

`z
)2

la valeur minimale : ωf = c0 π
√

( 1
`x

)2 + ( 1
`y

)2 + ( 1
`z

)2

A.N : νf =
ωf

2π
= 10.3 GHz

3.2.6 En plaçant un détecteur de champ E dans la cavité, on distingue facilement :

ν < νf (`), le détecteur mesurera E = 0.

ν > νf (`), le détecteur mesurera E 6= 0.

il suffit de noter la valeur d’apparition du champ : ν = c0
2

√
2( 1

`x
)2 + (1

`
)2

3.2.7 on a : ν = c0
2

√
2( 1

`x
)2 + (1

`
)2 ⇒ ` = 2.27 cm

3.3 Couplage du guide d’ondes à une charge

3.3.1 pour pouvoir dire que le conducteur occupe le demi-espace z > L, mais surtout pour ne pas
faire intervenir l’onde qui sera réfléchie en z = L + e !

3.3.2 comme les ondes ici ne sont pas planes, on doit écrire (M-F) :

−∂~B

∂t
=
−→∇ × ~E

soit :

~Bi = − 1

−iω

∣∣∣∣∣∣∣

∂
∂x

0
ikg

×
∣∣∣∣∣∣∣

0
E0

i sin πx
a

exp i(kgz − ωt)
0

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

− kgE0
i

ω
sin πx

a
exp i(kgz − ωt)

0

−i
πE0

i

aω
cos πx

a
exp i(kgz − ωt)
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de même :

~Br = − 1

−iω

∣∣∣∣∣∣∣

∂
∂x

0
−ikg

×
∣∣∣∣∣∣∣

0
E0

r sin πx
a

exp−i(kgz + ωt)
0

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

kgE0
r

ω
sin πx

a
exp−i(kgz + ωt)

0

−i
πE0

r

aω
cos πx

a
exp−i(kgz + ωt)

et finalement, puisque :

exp−z

δ
exp i(

z

δ
− ωt) = exp i(

1 + i

δ
z − ωt)

donc :

~Bt = − 1

−iω

∣∣∣∣∣∣∣

∂
∂x

0
i 1+i

δ

×
∣∣∣∣∣∣∣

0
E0

t sin πx
a

exp i(1+i
δ

z − ωt)
0

=

∣∣∣∣∣∣∣∣

− (1+i)E0
t

δω
sin πx

a
exp− z

δ
exp i( z

δ
− ωt)

0

−i
πE0

t

aω
cos πx

a
exp− z

δ
exp i( z

δ
− ωt)

3.3.3 la continuité de la composante tangentielle ~E.~uy en z = L s’écrit :

~Ei(x, y, L, t).~uy + ~Er(x, y, L, t).~uy = ~Et(x, y, L, t).~uy

en simplifiant :

E0
i exp ikgL + E0

r exp−ikgL = E0
t exp−L

δ
exp i

L

δ

3.3.4 la plaque ayant une conductivité σ finie permet l’existence d’un courant volumique ce qui
exclue celle d’un courant surfacique ~js = ~0.

la continuité de ~B en z = L s’écrit :

~Bi(x, y, L, t) + ~Br(x, y, L, t) = ~Bt(x, y, L, t)

en simplifiant (//~ux) :

−kgE
0
i exp ikgL + kgE

0
r exp−ikgL = −1 + i

δ
E0

t exp−L

δ
exp i

L

δ

3.3.5 on en déduit que :

r =
kg − 1+i

δ

kg + 1+i
δ

exp−2ikgL

t =
2kg

kg + 1+i
δ

exp ikgL exp
1− i

δ
L

3.3.6 on a :
~E = ~Ei + ~Er = E0

i sin(
πx

a
)[exp i(kgz − ωt) + r exp−i(kgz + ωt)]~uy

or : r = reiψ donc :

~E = ~Ei + ~Er = E0
i sin(

πx

a
)[ exp i(kgz − ωt) + r exp−i(kgz + ωt− ψ)]~uy

soit :
~E = <e(~E) = E0

i sin(
πx

a
)[ cos(kgz − ωt) + r cos(kgz + ωt− ψ)]~uy
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3.3.7 on a :

r = |r| =
√√√√(1− kgδ)2 + 1

(1 + kgδ)2 + 1
≤ 1

3.3.8 par trigonométrie :

~E = E0
i sin(

πx

a
)[ cos(kgz − ωt) + r cos(ψ − kgz − ωt)]~uy

= E0
i sin(

πx

a
) ~uy {[cos(kgz) + r cos(ψ − kgz)]︸ ︷︷ ︸ cos ωt + [sin(kgz) + r sin(ψ − kgz)]︸ ︷︷ ︸ sin ωt}

= E0
i sin(

πx

a
) ~uy {A(z) cos ωt + B(z) sin ωt}

= E0
i sin(

πx

a
) ~uy

√
A2 + B2 cos(ωt− ξ)

tel que : tan ξ(z) = B/A

il vient :
~E = E0

i sin(
πx

a
)

√
1 + r2 + 2r cos(2kgz − ψ)

︸ ︷︷ ︸
cos(ωt− ξ) ~uy

l’onde dans le guide possède une amplitude qui dépend de z, ceci s’explique par la superposition
de deux ondes : incidente et réfléchie.

3.3.9 un ventre correspond à Emax donc :

cos(2kgzV − ψ) = 1 ⇒ 2kgzV − ψ = 2πn ⇒ zV =
2πn + ψ

2kg

= n
λg

2
+

ψ

2kg

avec n un entier.

un noeud correspond à Emin donc :

cos(2kgzN − ψ) = −1 ⇒ 2kgzN − ψ = π + 2πn ⇒ zN =
2π(n + 1/2) + ψ

2kg

= (n +
1

2
)

λg

2
+

ψ

2kg

avec n un entier.

la distance entre deux noeuds consécutifs : ∆ = |zN(n + 1)− zN(n)| = λg

2

3.3.10 on a :

τ =
Emax

Emin

=

√
1 + r2 + 2r

1 + r2 − 2r
=

1 + r

1− r
> 1

qui s’inverse en :

r =
τ − 1

τ + 1

qui permet la mesure de r à partir de celle du T.O.S

3.3.11 λg = 2∆ = 4.22 cm , on calcule pour le mode TE10 d’après les données de la partie 3.3 :

kg =
√

( ω
c0

)2 − (π
a
)2 = 149 m−1 ≈ 2π

λg
, les deux valeurs sont en accord.

3.3.12 on a d’après 3.3.7 :

r =

√√√√(1− kgδ)2 + 1

(1 + kgδ)2 + 1
≈

√√√√(1− 2kgδ) + 1

(1 + 2kgδ) + 1
=

√√√√1− kgδ

1 + kgδ
≈

√
(1− kgδ)(1− kgδ) = 1− kgδ

donc : δ = 1−r
kg
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3.3.13 A.N :

τ =
Emax

Emin

=

√
Amax

Amin

= 44.4

r =
τ − 1

τ + 1
= 0.96

δ =
1− r

kg

= 2.96 10−4m

σ =
2

µ0δ2ω
= 300 S.m−1

kgδ = 0.04 ¿ 1

l’hypothèse est assez vérifiée.

fin du corrigé
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