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Eléments de cosmologie

Partie I - Déviation de la lumiére par les étoiles

LA - Etude du systéme ¥ formé de A et E

LA.1)

LA.2)

Définition : Le référentiel barycentrique K* d’un systéme de points
est un référentiel en translation par rapport a un référentiel gali-
lien K et dans lequel le centre d’inertie G du systéme est immo-
bile. Dans la plus part des cas on choisit G comme origine de ce
référentiel. Il est caractérisé par :
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PP=0 : QEK/K)=1

Nous avons :

(M +m)ic = MOE+mOA : 7 =0A-OF

en combinant les deux expressions on obtient :
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finalement on tire facilement :
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[.A.3) Le moment cinétique du systéme dans K est donné par :

58 = mOA AT, + MOE A Ug)
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’ Sq 17 : = — m —
D’apreés I'expression de OF, on tire vg = vg — I, U et en rem-

— — A A .
placant les vecteurs vy, vg, OA et OF par leurs expressions on
obtient :

Go=mpre ANUG +uT AT avec p = et mp =M +m

m
m+ M

Energie Cinétique :

On sait que E,. = %mfui + %M v% et en remplacant v4, U par leurs
expressions et aprés développement et simplification on obtient :
1 1

E, = §mTvé + §,uv2

[.LA.4) On applique la RFD & A et E dans K :

POA F POE F
_ fEB/a _ tue
dt? m ’ dt? M

sachant que 7" = OA—OLF et Fa/g = —Fp 4 (principe des actions
réciproques), on obtient :

—
&7 Fgao o gmM _,
G, 0 avee Fppa=—— e

Finalement on trouve

27 . QmM? _ 6)
dt? s

[.LA.5) D’aprés le théoréeme de Koenig relatif au moment cinétique on a :
56 = mriG NG + 0
On tire immédiatement :
=T AT

On dérive dans K*et on obtient

do™ d?+ _>/\d?

= _— T —_—

dt Hge TH dt
dr

= Mﬁ'f‘ T /\FE/A
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Or, AT =0 et 7T A Fg/a = 0 car ils sont colinéaires.
Finalement

di ;

Remarque :

—
do* — L X .
0 Le moment cinétique dans K *est conservé.

On peut utiliser le théoreme du moment cinétique et
on trouvera le méme résultat.

L’énergie cinétique barycentrique est donnée par : £ = %mﬂ.
Calculons sa dérivée :
dEr  _, dv
=uv.—
a MU ar
Or, u% = —QT—QMG_; et U =re, —I—T%, donc :
dE? , e ., GmM
S = (@ (T )
dt dt r
B gmMr
= ——

Or, 7 # 0 donc diz = 0, ce qui fait que I’énergie cinétique bary-

centrique n’est pas conservée.

I.B - Trajectoires hyperboliques de la particule A

1.B.1)

1.B.2)

D’aprés la définition du centre d’inertie, on a : GE = —;GE.

Puisque la masse de A est négligeable devant celle de E' (m < M),
— =

alors GE ~ 0 et donc G est confondu avec E. On en déduit que

N —d —
L:EA:GA

¥ _ dGA _ dv _ —
VA= — a — V-

De méme il est facile de vérifier que (;“)(A) = " et E*(A) = E*.
On sait que :

&7 gmM _,
— =T
dt? ur3

—
Or, 7 = GA et ;t = m car m < M, donc I'équation différentielle
vectorielle devient :

dQCTZl gM —
2~ GA3 GA
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D’autre part on sait que le moment cinétique o*(A) = mGA A v
est conservé, donc il constant en direction, en sens et en norme.
Puisque o (A) est perpendiculaire est plan formé par Cjzl et v—fl,
alors la trajectoire de A dans K™* est incluse dans de plan perpen-
diculaire a ?(A) et qui contient le point G.

[.B.3)
— — =
of = mGAAvV,
= re, A (e, +rbeg)
— .
o* = mribe,
P e 2/ 2/
On en déduit que o*.e; = mr20, et donc C' = r-6.
D’autre part, d’apres la RF' D, on a : dd—;’ = —i—%—; et puisque

S = 0% alors on obtient :
dv gM _,

= __67“

do C

Calculons la dérivée de € par rapport a 6.

de M= de
d—;f:(l—“gc )eT,doncd—gz 0 =1-—

C

aGM C
GM*

C

, soit a =

Le vecteur excentricité est constant et paralléle au plan du
mouvement ce qui fait que sa direction est remarquable
et on peut orienter l'aze des (Gy) suivant celui-ci sans
perdre de généralité dans [’étude du mouvement car un
tel choixz ne modifie que 'origine des angles 6.

1.B.4)
T = (e +16e).e
-
— — C
v.ep = —
r

On en déduit que € .eg = % — 1. D’autre part €.e; = ecosf et

par comparaison des deux expressions on déduit :

p C?
; -+ cos ;o p=w GM

La trajectoire de A est hyperbolique si e > 1.
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I.C - Etude de la trajectoire

—)

I.C.1) Calculons of le moment cinétique de la particule A lorsqu’elle est
trés éloignée de I'étoile.
= - —_— — N L
o5 = mGAy AN vg = m(GH + HAp) A vg, avec Ay est la position
de la particule a l'infini avant d’arriver au voisinage F, et H est

—

le point d’intersection de (Gy) et A . Or, HAy A vg car ils sont
colinéaires donc :

— —
_)
o, = mb Ay
— —
= mbey N\ vpey
H
ﬁ
o, = —mbue,
Puisque le moment cinétique de A est conservé alors on a :

—
— — — .
oy =0 = —mbyye, = mCe,, soit C = —buvy.

On remarque que C' < 0.

[.C.2) L’énergie mécanique de A dans K* est conservée donc Ej = ET.
Puisque I’énergie potentielle est nulle & I'infini, alors I’énergie mé-
canique se réduit a I'énergie cinétique et on écrit : £ = E7 , soit
Vg = V1.

— — =
[.C.3) Pour t — —o0, on a eqg = avg — g, .
— — — —
D’autre part, vg = voe, et eg, = —ey,
— — =
donc eg = avge, + €.
— — =
Pour t — +00, on a e; = av] — ey, .
— — . —
D’autre part, v{ = avg cos Pe; — avgsin Pe,

— . — —
et ey, = sin e, + cos Pey,

— . — . —
donc e = (avgcos ® —sin ®)e, — (avpsin ® + cos P)e,,.

. L, , — — .
Puisque le vecteur excentricité est conservé alors e; = eg, soit

avgcos ® — sin ® = avy

avysin® + cos® = —1

Les deux équations étant équivalentes, on choisit par exemple la
premiére, soit avycos P — sin ® = awvy qui s’écrit aussi

avg(l — cos ®) = —sin P



1.C.4)

D’autre part sin ® = 2sin % cos% et 1 —cos® = 2sin %, et apres
simplification on obtient : awvy Sin% = — cos %, soit tan% = —O%UO.
Puisque a = QLM alors tan% = —g—%

1BR® METHODE : Conservation de ’énergie mécanique

L’énergie mécanique est conservée entre t — —oo et t = ¢, I'ins-
tant ou r(t) est minimale, c-a-d, 7(¢,,) = 0. On a

1 1
E;=FE & §mv§ = §mv2(tm) -

d
D’autre part 0 (tm) = 7(tn) € (tm) + S (tm) = Seq(tm),
donc I’équation devient

et par conséquent

2
Cc? (é) —2GM (é) —va =0

On en déduit que 1/d vérifie une équation du second degré. La
résolution de cette équation donne une seule solution acceptable :

1 26M + /(2GM)? + 4v3C?

d 2072
Soit 2
d=
GM + \/GM? + v3C?
2BME METHODE : Conservation du vecteur excentricité

Le vecteur excentricité est conservé entre t — —oo et t = t,,,, donc
— —
€0 = Em
. — -, = —
Or, on sait que ey = avpe, + €, et calculons e, :
— — — e —
em = Q Uty — eg(ty) = (7— )69(tm>.

D’autre part
1@ = 11& (61"
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1.C.5)

1.C.6)

donne )
1+ (avy)® = (% - 1)

On développe et on obtient :

c?  2C 9
@ ad WY
Sachant que o = QLM on obtient :

2
o (B) s (1) -

d est une fonction de C. La dérivée de d par rapport a C' donne :

, C(2GM GPM? + vyC? + 2 G*M? + 1,C?)
(GM + VGZMZ + 0,C?)" VGZM? + 0,C?

Puisque C' < 0 alors d’ < 0 et par conséquent d(C') est une fonction
décroissante. D’autre part puisque la fonction tangente est crois-

sante sur [0, 5[, alors % et —g—% ont les mémes variations pour vy
fixé. Or, la fonction —é est croissante donc ®(C') est croissante

aussi comme fonction de C. Puisque d et C ont des variations
opposées alors ®(d) est décroissante.

Commentaire :

On remarque que si le paramétre d’impact (b) augmente,
alors C diminue et l’angle de déviation diminue ausst,
ce qui fait que plus la lumiere est loin de [’étoile plus la
déviation est faible.

Dans ’équation de 1/d on pose d = R, ce qui donne :
C? =vR* + 2GR

Puisque C < 0 alors la solution admise est

C =—\/viR?>+ 2GR



1.C.7)

On remplace dans ’expression de la tangente et on obtient :

Ol GM

tan — =
2 bR+

2%\4 , finalement on obtient
0

On pose p =

o, GM
fan -0 = — T2
2 w3/R(R+)p)

Pour une particule qui se déplace a la vitesse de la lumiére
(vo = ¢), le rayon de Schwarzschild est donné par p = 291,
AN : p~2,94 km.

[.D - Déviation de la lumiére par le Soleil

1.D.1)

1.D.2)

Pour un photon rasant le soleil, on a p < R, on peut négliger p
devant R, ce qui donne :

; ®y GM
an — = —
2 Re?
Or, le terme % est négligeable devant 1, donc a l'ordre 1, on
écrit :
o GM : 2G M
7 = _RC2 solt q)o = R02

AN : &y ~ 0, 86"

La mesure de déviation de la lumiére par le soleil doit étre réalisée
lorsque le soleil s’interpose entre la source (étoiles) et ’observateur
sur Terre. Il est a constater que la mesure est réalisée de jour
uniquement. D’autre part, on constate que la valeur expérimentale
est deux fois plus grande que celle obtenue par la mécanique de
Newton, ce qui montre la limitation de la mécanique classique
dans I’é¢tude de ce phénoméne. Einstein a corrigé la mécanique
classique par la relativité générale.

ILLE - Effets de lentille gravitationnelle

LD.1)

L’analyse dimensionnelle montre que k n’a pas de dimension. At-
tention, dire "sans dimension", ne veut pas dire "sans unité".



1.D.2)

1.D.3)

1.D.4)

L’effet de 1’étoile sur la lumiére incidence ressemble a celui d’une
lentille convergente située en E, d’axe optique passant par E et
paralléle & la lumiére incidente. La source de la lumiére étant a
I'infinie, la lentille converge la lumiére vers le foyer image F’. On
a donc :

b b
tan(b:?:@if’:g
Finalement on en déduit
- c2b?
kG M
Dans ce cas la distance focale est donnée par :
. AR?
2GM

AN : f’ ~1,7.10~2 années-lumiére.

On sait qu'un objet massif joue le réle d'une lentille convergente
par rapport a la lumiére qui passe au voisinage de celui-ci. Si une
galaxie s’interpose entre I’étoile et la terre, elle focalise la lumiére
et I'image apparente de 1’étoile parait plus lumineuse.




