physique année scolaire 2017/2018

Mécanique des solides

Notes de cours
mardi 26 septembre 2017

I- Véhicule

1. Position du probléme

2@ Chariot a roue schéma

La figure [1| représente un chariot & roues modélisé par une barre C1C5 de centre C' et de masse M,
paralléle & i, munie de deux roues de masse m et de rayon R articulées par des liaisons pivots parfaites
d’axes C1y et Coy.

roue avant roue arriere

sol

FIGURE 1 — Chariot & roue

% Deux référentiels adaptés s’y retrouver

La barre est en translation rectiligne uniforme & vitesse V = Vi, dans le référentiel terrestre (Ry)
supposé galiléen, les roues se déplacant sur une route horizontale fixe dans (Ry).

Le référentiel (R*) lié a la barre est par construction en translation rectiligne uniforme par rapport au
référentiel terrestre galiléen, donc il est lui-méme galiléen. Dans ce référentiel, la barre est fixe et les

roues tournent avec les vitesses angulaires respectives (2; et Q> autour des axes fixes respectifs C, et
Cay.

% Systémes discrets ou continus s’y retrouver

on peut considérer un systéme discret de N points matériels P;, de masse m;, ou i € [1; N]
ou bien considérer un systéme continu de points matériels P (P € V), de masse u(P).d3T.
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% Masse du systéme s’y retrouver

la masse totale du systéme est
M= Zmi = ///,u(P).dST
i

pPeVv

Centre de masse définition

le centre de masse G du systéme de masse M est tel que

> m.OP; ) u(P).OB.d*

oG =

M M

Propriété du centre de masse s’y retrouver

le centre de masse G vérifie la relation caractéristique suivante

qu;.@i - /// W(P).GP.d*r =0

pPeVv

@ Détermination expérimentale du centre de masse vidéo

Un solide qui peut tourner autour d’un axe horizontal Oz auquel il est accroché doit avoir son centre
de masse GG sur la verticale & O, en dessous. En utilisant cette propriété, on peut expérimentalement
déterminer le centre de masse G de ce solide en changeant de point d’accroche.

Vous pouvez retrouver la vidéo de cette expérience sur le site alain.lerille.free.fr.

2. Caractéristiques des solides

% Solide définition
Un solide en mécanique est un cas particulier de systémes de points matériels qui est tel que la distance
entre deux points le composant est constante, quel que soit le couple de point M et N

dyny = MN = cste

% Notion de solide : s’y retrouver

Il S’agit d’un solide au sens thermodynamique, qui serait indéformable (rigide).

solide = systéme de points matériels
(indéformable) <+~ (ensemble de solides par exemple)

D’autre part, fondamentalement, un solide et un référentiel, c’est la méme chose.
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' Torseur cinématique d’un solide (loi de Varignon) : a retenir

Quel que soit le couple de point M et N d’un solide, les vitesses de ces points ¥y, et ¥y dans un
référentiel R suivent une relation d’antisymeétrie

T
Uy =N +QANM

On parle donc du torseur des vitesses (ou torseur cinématique) du solide, de moment ¥y; en M, et de

résultante Q, le vecteur rotation du solide.

3. Dynamique des solides

fgl Loi de la quantité de mouvement : théoréme

c’est la méme que pour un systéme de points matériels quelconque. =
Dans un référentiel galiléen R, la quantité de mouvement du solide P = M v suit :

dP dvG
E = ZF ext

ou Y F (ext) est la résultante des actions extérieures subies par le solide.

ﬁ 2 Loi de la puissance cinétique théoréme
contrairement au cas d’un systéme de points matériels quelconque, la puissance des actions intérieures

exercées sur un solide P(int) est nulle
P(int) =0

Il n’y a plus & considérer les actions intérieures. =
Dans un référentiel galiléen R, I’énergie cinétique E. d’un solide suit la loi

= Z P(ext)

ou Y P(ext) est la somme des puissances des actions extérieures exercées sur lui.

4. Contact ponctuel

@ Deux solides en contact ponctuel schéma
La figure [2| représente deux solides S; et Sy en contact ponctuel. On discerne :
e le point géométrique M du contact entre Sy et So;
e le point matériel M; € S; qui coincide avec M a l'instant t;

e le point matériel My € Sy qui coincide avec M a l'instant ¢.

() Vitesse de glissement : définition
Les deux points matériels M; et Mg, bien qu’étant au méme endroit, n’ont pas la méme vitesse : dans

le référentiel ou So est fixe, Uy, = 0 mais vy, # 0a priori.
La vitesse de glissement du solide S; par rapport a Ss, si les deux solides sont en contact ponctuel en

M, est :
Tgliss (S1/52) = Untyesy /R — UMueSa/R

oll R est un référentiel.
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solide S,

M
M;

solide S,

FIGURE 2 — Deux solides en contact ponctuel

% Propriétés de la vitesse de glissement : s’ retrouver

On interpréte aisément cette vitesse de glissement en prenant comme référentiel, le référentiel ou So est
fixe.

Si on passe de R & R', Unj,es,/r' = Untyes,/r + Ve(R'/R) ot v.(R'/R) est la vitesse d’entrainement en
M. De méme, Upj,cs,/r = Unyes,/r+Ve(R'/R) avec la méme vitesse d’entrainement (car on est encore
en M). Aussi,

UM, eS8, /R — UMyeSs /R’ = UM€S1/R — UM2€S2/R

D’une part
ﬁgliss (52/51) = *l_}‘gliss (Sl/S2)

D’autre part, la vitesse de glissement ne dépend pas du choix du référentiel :

ggliss/Rl (52/51) = {)iqliss/Rz (SQ/Sl)

ce qui est exceptionnel pour une grandeur cinématique !

' Lois de Coulomb du frottement solide a retenir

La réaction normale au support N est dirigée depuis le support vers le systéme, sa norme est quelconque.
La réaction tangentielle au support est 7.
e Si non frottement : 7' = 0,

e Sinon glissement (Fys = 0) : | 7] < s | N|| 0t s est le coefficient de frottement statique (s > 0,
sans unité).

e Si glissement (¥ # 0) : T = —pq ||N|| % o g est le coefficient de frottement dynamique

(0 < pa < pis, sans unité) .

$3 Cone de non glissement ezercice

On s’intéresse a un solide S sur un plan incliné qui fait un angle « avec ’horizontale. Démontrer que la
condition de non glissement de S revient & o < aynqz, qu’on exprimera en fonction de us, le coefficient
de frottement entre les deux solides.
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II- Véhicule & roue qui glisse

5_54 Champ de vitesse dans le cas d’un solide en translation ezercice

Montrer que pour un solide en translation

rot (7) = 0

les vitesses de deux points A et B sont reliées par : U4 = U + QA 1@ = ¥g. On peut calculer le rotationnel
d’un tel champ vectoriel, et on trouve ce qui était demandé.

555 Puissance d’une force dans le cas d’un solide en translation théoréme

Comume tous les points du solide ont méme vitesse (0 = ¥), la puissance est

P:Zfﬁkﬁk:ﬁz.f;k:ﬁﬁ

=
la puissance d’une force extérieure F' sur un solide en translation & la vitesse ¥/ est

P=F.-v

g 6 Energie cinétique d’un solide en translation théoréeme

1 1 1
E. = —myte = —9? my = —Mv?
® Z 9 "kYkE T 9 Z k=95
=
I’énergie cinétique d’un solide de masse M en translation a la vitesse U est

1
E, = §M’U2

% Dynamique d’un solide en translation s’y retrouver
Qu’on utilise la loi de la quantité de mouvement ou bien celle de I’énergie cinétique, on trouve

du _
M > F (ext)

% Action de l'opérateur extérieur s’y retrouver

Les frottements fluides exercés par I’air sur le chariot sont pris en compte sous la forme simplifiée d’une
force F, = —F,u, appliquée au point C, puisque la vitesse est constante.
Un opérateur exerce une force motrice F;,, = F,,u, sur la barre au point C.

ITI- Véhicule qui roule non motorisé

% Liaison pivot s’y retrouver

| La liaison pivot entre un solide Sy et un solide S, est réalisée afin que le solide S; soit en rotation autour
d’un axe fixe Oz dans le référentiel du solide Ss.
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% Vitesses des points d’un solide en rotation par rapport a un axe fixe s’y retrouver

—,

Dans ce cas, tous les points de S; sur 'axe Oz sont fixes (en particulier 7o = 0) et 0= Q... Laloi de
Varignon donne alors :

- = ——
Iy =00 +QAOM =Q.4, ANOM = Q, 0, A (rd, + zt,) = rQd, Uy

en coordonnées cylindriques.
Donc, si M (r,0, z) en coordonnées cylindriques d’axe Oz, ’axe de rotation alors

JM = T‘Qzﬂ(;

7 Rotationnel de la vitesse dans le cas d’un solide en rotation autour d’un axe
fixe exercice
Montrer que pour un solide en rotation autour d’un axe fixe

rot (7) = 28

les vitesses de deux points A et B sont reliées par : ¥4 = vp + QA zﬁ On peut calculer le rotationnel d’un tel
champ vectoriel, et on trouve ce qui était demandé.

8 Puissance d’une force dans le cas d’un solide en rotation par rapport & un
axe fixe théoreme
La puissance de la force est :

P= Zf;kﬁk = Z]‘:k (ﬁ/\O—M)
Comme A. (E N 5) =C. (/T/\ E) on peut écrire
P = Zf—ﬂcﬁk = Zﬁ (O_M/\ f’—m) = (ZZ (O—]\>/f/\ _;k) = Q.. Mo = Q. Mo,
=

la puissance d’une force extérieure F de moment Mo, par rapport & 'axe de rotation Oz d’un solide
en rotation par rapport a I’axe fixe Oz a la vitesse angulaire 2 = €., est

P=Mop.Q,

Liaison pivot parfaite : définition
La liaison pivot est parfaite si la puissance des actions de contact est nulle ou (ce qui revient au méme)
si la projection du moment des actions de contact sur I’axe de rotation est nulle :

P(pivot parfait) = 0 & Mo, (pivot parfait) = 0
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@ Réalisation pratique d’une liaison pivot parfaite photo

E &

Une "bonne" liaison pivot est réalisée a I’aide de roulements & bille (photo : société SKF).Ces roulements
font tendre vers 0 le couple résistant (Mo, de signe opposé a 2.) appliqué par la liaison au solide en
rotation.

559 Moment cinétique par rapport a ’axe de rotation d’un solide en rotation
par rapport 4 un axe fixe théoréme

ao=§:mJﬁZA@:/XLW(MHE?AmPgd%zLU(mpuﬂa+mgAmm)d%

PeV

en coordonnées cylindriques. Or comme dans le cas d’une rotation autour de l'axe Oz,
vp = Q i, A O?) = O, A (ri, + 2t,) = rQ, iy

en coordonnées cylindriques, on peut écrire

so= [ (GP) o+ 202) A (2]

00, = Golly = /// (M(P).T‘QQZ) AP =Q, /// M(P).?“2.d37'
Pev Pev
donc =

la projection suivant Oz du moment cinétique d’un solide en rotation par rapport a I’axe Oz fixe est

soit

00, = JQy avec J = ffju(P)r(P)z d®r
Pev

ﬁ 10 Moment d’inertie d’un cylindre homogéne ezercice

Démontrer que le moment d’inertie d’un cylindre homogéne par rapport & son axe de symétrie est

_1 2
J=5MR
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ol R est son rayon et M sa masse.
Trivial

@ La chaise qui tourne wvidéo

Un solide en rotation autour d’un axe fixe soumis & aucun moment sur cet axe voit son moment cinétique
se conserver. Si on fait varier le moment d’inertie par rapport a I’axe, c’est la vitesse de rotation qui
change.

Vous pouvez retrouver la vidéo de cette expérience sur le site alain.lerille.free.fr.

ﬁll Energie cinétique d’un solide en rotation par rapport & un axe fixe théoréme

E, = Z %.mi.v? = // %.d3m.v (P)* = %///M(P).v (P)* .d*r

PeV PeV
Or comme dans le cas d’une rotation autour de ’axe Oz,
vp = Q i, A Oﬁ = O, A (ri, + 2t,) = rQ, iy

en coordonnées cylindriques, on peut écrire

E, = %///u(P).r?deST — (f///u(P).r?.dST

PcV PeV
On reconnait 1
E, = 5JQﬁ

=

I’énergie cinétique d’un solide de moment d’inertie J par rapport a 'axe Oz, en rotation par rapport
a l’axe fixe Oz a la vitesse angulaire Q) = .1, est

1
[y = 5JQ§

Dynamique d’un solide en rotation par rapport a un axe fixe s’y retrouver

Qu’on utilise la loi du moment cinétique ou bien celle de I’énergie cinétique, on trouve

dQ,
= M,
J gr E 0 (ext)

@ Bras de levier schéma

La figure [3| représente la distance d de Paxe de rotation (Oz) a la droite d’application de la force (F). Le
moment de la force F' projeté sur 'axe Oz est Mo, = £F.d ou d est le bras de levier de la droite d’action.
Mo, > 0 si cela tend & faire tourner dans le sens trigonométrique (ce qui est le cas ici), négatif sinon.

ﬁ 12 Pendule pesant ezercice

On s’intéresse & un pendule de moment d’inertie J par rapport a son axe de rotation, de masse m, dont
le centre d’inertie G est une distance a sous l’axe de rotation Oz. Montrer que le pendule est synchrone
aux petits angles et déterminer la période T des oscillations libres.
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FI1IGURE 3 — Bras de levier

JO = —m.g.asinf

qui devient aux petits angles : )
JO+m.g.a.0 =0

qui est I'’équation d’un oscillateur de pulsation w = /== = 2z donc

Intérét des roues s’y retrouver

La confrontation entre les deux derniers résultats est éloquente et illustre I'intérét d’un chariot & roues

pour déplacer une charge : les roues permettent de s’affranchir de l'effet néfaste du frottement de glis-
sement,.

IV- Veéhicule qui roule motorisé

5513 Puissance des actions intérieures : théoréme
=

La puissance des actions intérieures P(int) exercée sur un systéme de points matériels est :

e P(int) = 0 dans le cas d’un solide;

o P(int) # 0 si le systéme est déformable (si ce n’est pas un solide).

% Action du moteur intérieur s’y retrouver

Le véhicule n’est plus désormais ma par un opérateur extérieur mais par un moteur intérieur solidaire
de la barre et qui exerce sur la roue avant un couple moteur I';,4,. Par ailleurs on se place dans le cas
du non glissement des deux roues.
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ﬁl) Chariot ezercice

1) Chariot tiré avec les deux roues bloquées
On suppose que les roues sont bloquées et glissent sur le sol.
1.a) Déterminer les vitesses de glissement sur le sol.
1.b) Quelles sont les forces extérieures qui s’exercent sur le chariot ?
1.c) Appliquer la loi de la quantité de mouvement au véhicule.
1.d) En déduire la valeur de F,, nécessaire pour maintenir un mouvement uniforme.
2) Chariot tiré avec les deux roues qui roulent
Les roues roulent sans glisser sur le sol.
2.a) Déterminer alors les relations liant V', R, 1 et Q.
2.b) Quelles sont les forces extérieures qui s’exercent sur le chariot ?
2.c) Appliquer la loi de la quantité de mouvement au véhicule.
2.d) Appliquer la loi du moment cinétique aux roues dans le référentiel du véhicule.
2.e) En déduire la valeur de F,, nécessaire pour maintenir un mouvement uniforme.
3) Bilan de forces dans le cas du chariot automobile avec les deux roues qui roulent
3.a) Appliquer la loi de la quantité de mouvement au véhicule. Les frottements sont-ils systé-
matiquement nuisibles ?
3.b) Appliquer la loi du moment cinétique aux roues dans le référentiel du véhicule.
3.c) Exprimer le couple moteur nécessaire.
4) Bilan énergétique dans le cas du chariot automobile avec les deux roues qui roulent
4.a) Faire un bilan énergétique.
4.b) Exprimer le couple moteur nécessaire.
4.c) Quel est le role du moteur ?

Correction :

1) Force nécessaire pour un déplacement avec les deux roues bloquées
1.a) Dans le référentiel (R,), le point Jy de la route qui coincide avec le point I, de la roue arriére
posséde une vitesse nulle :

T/, (1) =0

La roue arriére est en rotation a vitesse angulaire Q1 = 0 autour de I'axe fixe C1, dans le référentiel (R*) donc
le point I lié a la roue arriére et qui se trouve au niveau du sol a I’instant considéré posséde une vitesse :

. — .
17/Rg (Il) = ﬁ/Rg (Cl) + U ANCLT =V, +0=Vi,

En adoptant la méme démarche pour la roue avant (avec Qs = 0), on trouve pour les deux roues.

1.b) Le chariot est soumis :
e aux frottements fluides exercés par air ﬁa = —F iy ;
e a la force motrice de 'opérateur ﬁm = F iy ;
e au poids de résultante —(M + 2m)gi, ;
e aux action de contact sur la roue arriére Ty, + N1, ;
e aux action de contact sur la roue avant To, i, + NotU,.

1.c) La loi de la quantité de mouvement appliquée au chariot complet dans le référentiel (R,) (ou (R*))

s’écrit donc en projection sur i, :
0="Ti, +To. + F,, — F, (1)

De méme en projection sur i, :

0= N1+ Na— (M +2m)g(2)

1.d) En utilisant les lois de Coulomb :

{ T, =—fN;
Top = —fN2

(1) donne : 0 = — f (N7 + N2)+F,,—F, et comme (2) donne N1+ Ny = (M+2m)g, on trouve| F,,, = F, + f(M + 2m)g ‘
2) Force nécessaire pour un déplacement sans glissement
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2.a) Dans le référentiel (R*), le point J; de la route qui coincide avec le point I; de la roue arriére
posséde une vitesse qui s’obtient immédiatement via la loi de composition des vitesses en remarquant que sa
vitesse dans le référentiel (R,) est nulle :

ﬁ/Rg(Jl) =0= 17/R* (J1) + ﬁR*/R(Jl) = ﬁ/R* (J1) + Vi,

donc g+ (J1) = V.
La roue arriére est en rotation a vitesse angulaire Qy autour de 'axe fixe C1, dans le référentiel (R*) donc le
point I lié a la roue arriére et qui se trouve au niveau du sol a I'instant considéré posséde une vitesse :

o —
17/3*([1) = 17/3* (01) +QANCLJ = O-I-Qll_[y A (—R)i, = =R,

Par définition, la roue arriére ne glisse pas sur le sol si les points I lié a la roue et Jy lié a la route qui sont au
contact ont la méme vitesse Soit :
ﬁ/R* (J1) = ﬁ/R* (Il) <V = ROy

En adoptant la méme démarche pour la roue avant, on trouve ‘ V = ROy = RQs |. 1l résulte de ces relations que
les vitesses angulaires €)1 et )5 des roues sont constantes puisque V est constante.
2.b) Le chariot est soumis :

e aux frottements fluides exercés par I’air ﬁa = —Fu iy ;

e 4 la force motrice de I'opérateur ﬁm = Fpiy;

e au poids de résultante —(M + 2m)gi, ;

e aux action de contact sur la roue arriére 11,1, + N1, ;
e aux action de contact sur la roue avant Ts, i, + Noil,.

> La loi de la quantité de mouvement appliquée au chariot complet dans le référentiel (R,) (ou (R*)) s’écrit

donc en projection sur i, :
0=T+Tox + Fn _Fa(l/)

De méme en projection sur i, :
0= Ny + Ny — (M +2m)g(2')
2.c) Les roues tournent a vitesse angulaire constante autour des axes fixes C1, et Cy,, donc leur moment
cinétique ne varie pas dans le référentiel (R*). La roue arriére est soumise :
e 4 son poids de moment nul (qui s’applique en C1) ;
e a l’action du chariot de moment nul (liaison pivot parfaite) ;

e 4 la composante normale des actions de contact du sol de moment nul (bras de levier nul) ;

e 4 la composante tangentielle des actions de contact du sol de moment M, = —R1},,.
La loi du moment cinétique appliquée a cette roue dans le référentiel galiléen (R*) s’écrit alors : 0 = —RT}(3').
En opérant de maniére analogue pour la roue avant, il vient : 0 = —RT5(4").

2.d) En remplacant Ty = T» = 0 dans (1') on obtient alors : .

3) Bilan de forces dans le cas du chariot automobile avec les deux roues qui roulent
3.a) Le chariot est soumis :

R
aux frottements fluides exercés par lair F,, = —F, i, ;

e au poids de résultante —(M + 2m)gi., ;
e aux action de contact sur la roue arriére Ty ,u, + N1, ;
e aux action de contact sur la roue avant To, i, + Noil,.

NB : Ie couple moteur n’intervient pas puisqu’il décrit des forces intérieures au systéme. La loi de la quantité de
mouvement appliquée au chariot complet dans le référentiel (R,) (ou (R*)) s’écrit donc en projection sur iy :

0 = le + TQm - Fa(].)

De méme en projection sur i, :
0= Ny + Ny — (M +2m)g(2)

En définitive, d’un point de vue dynamique, ce sont les forces de frottements exercées par la route sur la roue
motrice qui font avancer le véhicule. On retiendra de cette étude qu’il convient de ne pas attribuer un réle
systématiquement nuisible aux frottements.

3.b) Les roues tournent a vitesse angulaire constante autour des axes fixes C1, et Cy,, donc leur moment
cinétique ne varie pas dans le référentiel (R*). La roue arriére est soumise :
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e a son poids de moment nul (qui s’applique en C1) ;

e a ’action du chariot de moment nul (liaison pivot parfaite) ;

e a la composante normale des actions de contact du sol de moment nul (bras de levier nul) ;
e 4 la composante tangentielle des actions de contact du sol de moment M, = —R11,,.

La loi du moment cinétique appliquée a cette roue dans le référentiel galiléen (R*) s’écrit alors : 0 = —RT(3)
La roue avant est soumise :

e au couple moteur de moment I, ;

e 4 son poids de moment nul (qui s’applique en C1) ;

e a l’action du chariot de moment nul (liaison pivot parfaite) ;

e a la composante normale des actions de contact du sol de moment nul (bras de levier nul) ;
e 34 la composante tangentielle des actions de contact du sol de moment M, = —RTy,.

La loi du moment cinétique appliquée a cette roue dans le référentiel galiléen (R*) s’écrit alors : 0 = I'),, — RT5(4)
Ainsi la roue arriére ne joue aucun role alors que la roue avant sert a transformer un couple moteur intérieur
en force motrice extérieure.

3.c) L’équation (1) fournit alors ’expression du couple moteur nécessaire :

Iy
OZTII"‘V_TZ:E—Fa:O"'f_Fa

4) Bilan énergétique dans le cas du chariot automobile avec les deux roues qui roulent
4.a) Dans le référentiel (R,) lié a la route, les mouvements de chacun des points du véhicule sont
uniformes donc on peut affirmer sans méme chercher a la calculer que I’énergie cinétique du véhicule est indé-
pendante du temps. La loi de I'énergie cinétique appliquée au véhicule complet dans le référentiel (R,) s’écrit

alors iE
dtc :O:Pext+Pi7Lt

La puissance des actions du sol sur la roue arriére vaut

Psol—)l - (Tlrﬁx + Nlﬁz) ﬁ(‘[l) =0

car il n’y a pas glissement (0(I1) = 6) De méme, la puissance des actions du sol sur la roue avant est nulle. La
puissance du poids est nulle car les déplacements sont horizontaux. La puissance de la force de I’air est

Puir = —Fu, Vi, = —F,V

Ainsi, P.,; = —F,V . La puissance des forces intérieures P;,; s’identifie naturellement & la puissance du moteur :
\%
Pint = 1—‘mQ2 = Fmﬁ

4.b) La loi de I'énergie cinétique donne I‘m% — F,V =0, soit .

4.c) Ainsi, du point de vue énergétique, c’est le moteur qui permet au véhicule d’avancer a vitesse
constante en compensant la puissance dissipée par la résistance de 'air. Eléments de correction :

1) Force nécessaire pour un déplacement avec les deux roues bloquées
Ugliss = Vi pour les deux roues. F,,, = Fo + f(M + 2m)g.

2) Force nécessaire pour un déplacement sans glissement

V =Ry = RQy F, = F,.

3) Chariot automobile avec les deux roues qui roulent

I',, = RF,.
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Les techniques mathématiques a connaitre

Produit vectoriel et calcul de ’opérateur rotationnel

Produit vectoriel :
’17/\1?}' = ||7]| ||| sineﬁ‘ oll @ est un vecteur unitaire per-
Ulv
pendiculaire & ¥ et w0 : TR
ul =1
Son sens est obtenu par la régle du tire bouchon, ou bien
celle de la main droite ou bien encore celle du bonhomme
d’Ampeére.
Dans un repére cartésien direct (z,y, 2),

S

Vg W Uy Wy — Wy Vs
TAW = Vy AN wy = Vy Wy — Wy Uy
v, W, Vg Wy — WUy

Définition du rotationnel :

Calcul dans le repére cartésien :

pour une surface élémentaire d2S = dy dz i,

z+dzl . — — — _ _

- —
[ A= Ifs rot (X) -d2S | pour une surface S délimitée par un contour fermé % (formule de Stokes).

N 57 = .
rol (A) A28 = rol (A) G, dy dz =F (A)
Si on prend un rectangle entre y et y + dy et z et z + dz
¢ (4) = +4,(2,y,2) d
+Az(x y+dy, z) dz .
—A,y (z, y,z+dz)d Tt T T~
—A: (z,y,2) d
= (4) = A; dy dz
S dz dy 1
Donc ﬁ()t (/Y) Uy = +8£z - aét'y.
Expressions avec 1’opérateur nabla : rv(?t (Z) =VAA
avec I'opérateur nabla :
voa, Lra, Lya 2
Y
Ox 0 0z

en coordonnées cartésiennes seulement !!!
Expressions dans un repére quelconque :
dans n’importe quel repére, on peut écrire en utilisant

H Coordonnées H 71 ‘ 72 ‘ 75 H S1 ‘ S9 ‘ S3 H M1 ‘ M2 U3 H
cartésiennes || W, | «, | 4. ||z [y | 2 1|1 1
cylindriques || @, | o | > T 0 z 1 r 1

sphériques || o, | Ue 7@ r| 8| 1 r | rsinf

1 |9(psAs) _ O(pz Az)
H2 13 0s2 Os3
7“—01>f (Z) _ 1 O(p1 A1) _ O(ps As)
M3 1 Os3 Os1
1 A(p2 A2) _ I(p1 A1)
M1 H2 0s1 0s2
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Technique a maitriser
jeudi 28 septembre 2017

I- Capacités exigibles

1. Cinématique du solide

ce qu’il faut savoir faire capacités
I

Reconnaitre et décrire une translation rectiligne, une translation circulaire.
Dans le cas d’une rotation autour d’un axe fixe, décrire la trajectoire d’un point quelconque du solide
et exprimer sa vitesse en fonction de sa distance a I'axe et de la vitesse angulaire.

2. Dynamique du solide en translation

ce qu’il faut savoir faire capacités
I

Exploiter les lois de Coulomb fournies dans le cas d’une mise en mouvement ou d’un freinage.
Formuler une hypothése (quant au glissement ou non) et la valider.

Exprimer la condition de non-glissement des roues d’un véhicule.

Appliquer la loi de la quantité de mouvement et la loi de ’énergie cinétique a un véhicule a roue.
Expliquer qualitativement les roles respectifs du moteur et des actions de contact exercées par la route
selon qu’on envisage un bilan énergétique global ou un bilan de quantité de mouvement global.

3. Dynamique du solide en rotation autour d’un axe fixe

ce qu’il faut savoir faire capacités
I

Relier la direction et le sens du vecteur moment cinétique aux caractéristiques du mouvement.
Maitriser le caractére algébrique du moment cinétique scalaire.

Exploiter la relation pour le solide entre le moment cinétique scalaire, la vitesse angulaire de rotation et
le moment d’inertie fourni.

Relier qualitativement le moment d’inertie & la répartition des masses.

Calculer le moment d’une force par rapport & un axe orienté en utilisant le bras de levier.

Définir un couple.

Définir une liaison pivot et justifier le moment qu’elle peut produire.

Reconnaitre les cas de conservation du moment cinétique.

Appliquer la loi du moment cinétique aux roues d’un véhicule en translation rectiligne uniforme, dans
le référentiel du véhicule.

4. Statique du solide

ce qu’il faut savoir faire capacités
I

| Exploiter les lois de Coulomb fournies dans le cas d'un équilibre.
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II- Méthodes

1. Cinématique du solide

/-‘A) Appliquer la relation de Varignon méthode

Quel que soit le couple de point M et N d’un solide, les vitesses de ces points U, et ¥y dans un

référentiel R suivent la relation :
—

17A{=17N+Q/\NM

/"B) Calculer une vitesse de glissement méthode

La vitesse de glissement du solide S7 par rapport & So, si les deux solides sont en contact ponctuel en
M, est :
Ugliss (S1/52) = Unyes, /R — UMyeSa/R

2. Dynamique du solide en translation

/"C) Réaction tangentielle en cas de non glissement méthode

| On connait la direction et le sens de la réaction normale : N , mais c’est plus compliqué avec la réaction
tangentielle. Aussi, il vaut mieux utiliser des grandeurs algébriques qui sont les projections de 7.

/-‘D) Réaction tangentielle en cas de glissement méthode
Il faut d’abord caractériser le glissement :
ﬁglis 7é 0
pour connaitre sa direction et son sens €y;s (vecteur normé). On connait alors la direction et le sens de

la réaction tangentielle T:
T= _ud~N~aqlis

/"E) Condition dynamique de non glissement méthode

On connait la direction et le sens de la réaction normale : N, mais c’est plus compliqué avec la réaction
tangentielle. Aussi, il vaut mieux utiliser des grandeurs algébriques qui sont les projections de 7.
La condition dynamique revient & écrire

T < sl [V

/-‘F) Condition dynamique de contact méthode

On peut utiliser le fait que le contact entre deux solides est perdu dés que la réaction normale de 'un
sur 'autre s’annule :

—

N =0 = perte de contact
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physique

3.

Dynamique du solide en rotation autour d’un axe fixe

/’G) Calculer le moment d’une force grace a la méthode du bras de levier méthode

Le moment d’une force F projeté sur 'axe Oz est Mp, = £F.d ou d est le bras de levier de la droite

d’action (Mo, > 0 si cela tend a faire tourner dans le sens trigonométrique, négatif sinon).

/‘H) Dynamique du solide en rotation par rapport a un axe fixe méthode

Le théoréme du moment cinétique projeté sur l'axe de rotation Oz tout comme le théoréme de la

puissance cinétique donne :
ds2
JOZT{;Z = ]\4()z (ext)

On rappelle d’autre part que la liaison pivot étant supposée parfaite, la puissance de cette action est

nulle.

4. Statique du solide

/-‘I) Conditions cinématiques d’immobilité méthode
Un solide X est immobile si tous les points matériels le composant sont immobiles :

Ty=0 YMex

D’aprés le torseur cinématique du solide, un solide ¥ est immobile ssi
e un de ses points matériels le composant est immobile 34 € ¥ tel que o4 = 0;

e son vecteur rotation est nul : Qy = 0.
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/-‘J ) Conditions dynamiques d’immobilité méthode

si un solide ¥ est immobile alors, nécessairement

{ > F (ext) = 0
> Mo (ext) =0

IT11- Exercices

1. Cinématique du solide

1.1) Astérix et Cléopatre

Obélix pousse a la vitesse v un bloc de pierre
(assimilé & un parallélépipéde rectangle) sur des
rondins de bois (assimilés a des cylindres de rayon
R) qui ne glissent ni sur le sol, ni sur la pierre.
1) Quelle est la vitesse du centre de gravité des
rondins, vo ?

2) Quelle est leur vitesse angulaire 7

F

Soient I7, le point de contact du rondin avec leﬁsol et I, le point de contact du rondin avec la pierre.
Dans le référentiel du sol, ¥(I1) =0 =0(0) + QA OI; et ¥(I3) = 7= 9(0) + QA Ol,.
1) En sommant les deux : 7 = 2.5(0) + QA (O_L + d]g), soit :

—

v

’U?) = 5
2) On en déduit, par ¢(0) + O AOI =0, que
Vo v
Q = —_— = —
R 2R

1.2) Principe du différentiel

On va donner le principe d’un différentiel de voiture, qui permet, dans un virage, aux deux roues motrices
de tourner & des vitesses différentes.

Un cylindre creux, d’axe Oz, de rayon Rs, tourne a la vitesse angulaire we d’une roue et un cylindre coaxial,
de rayon R, & la vitesse angulaire w; de l'autre.

On supposera R; < Rs.

La synchonisation entre les deux roues se fait par I'intermédiaire d’un troisiéme cylindre de diameétre Ry — Ry,
tangent aux deux précedents : il est inclu dans le cylindre de rayon R, et roule sans glisser (en fait il s’agit de
roues dentées).

1) Ecrire les deux conditions de non glissement dans le repére cylindrique d’axe (Oz).

2) En déduire, en fonction de Ra, we, Ry et wy :

2.a) la vitesse angulaire w3 du cylindre de rayon R3 = @ ;
2.b) et la vitesse vz de son centre C.
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1) Au point de contact entre le cylindre 1 et le cylindre 3 : ¥(I1) = wy.R;.Up.

Au point de contact entre le cylindre 2 et le cylindre 3 : ¥(I3) = wo.Ro. .

2) Le torseur cinématique du cylindre 3 permet d’en déduire : ¥(C) = (w2.R2 — w3.R3) .ty et ¥(C) =
(wl.Rl + wg.Rg) .Ug. Soit :

2.a) la vitesse angulaire
wg.RQ — W1.R1

Ry — Ry

2.b) et 7(C) = waddunfug, -

wo.Ro + w1.Ry
2

1.3) Les roues des trains

Un wagon d’un train roule a la vitesse vy. Les
rails sont écartés de la distance e. Les roues sont
solidairement reliées & un essieu qui tourne & la
vitesse angulaire w. Le wagon est lié au centre de
I’essieu. Dans tout le probléme, on supposera que
les roues du train ne glissent pas sur les rails.

1) La voie ferrée est rectiligne. Que vaut w en fonction de vy et 7, le rayon des roues ?
2) Le train aborde maintenant un virage de rayon de courbure R (R > e).
2.a) Exprimer la vitesse de la roue a Pextérieur du virage, v; en fonction de e, R et vg.
2.b) Exprimer la vitesse de la roue a l'intérieur du virage, v en fonction de e, R et vy.
3) Les roues des trains doivent avoir des rayons (r1 et r3) différents!
3.a) Exprimer I en fonction de e et R.
3.b) Proposer une solution technique pour que la derniére condition soit réalisée quelle que soit R (on
se rappellera que les trains penchent dans les courbes).
4) Questions subsidiaires :
4.a) Pourquoi le métro couine ?
4.b) Comment ¢a marche pour les voitures ?

1) vy =w.ro.
2)

2.a) A lextérieur du virage : v; = Q.(R+ §) = (1 + 5%) -vo.

2.b) A l'intérieur du virage : vo = Q.(R— §) = (1 — 5%) v
3)

3.a) Donc:

B (i) () e

Condition de roulement sans glissement :

V1 = W.T1 ™ e
= —=14+=#1
{ngw.rg T9 }%7’é

3.b) Les trains on des roues coniques! Ainsi, ils penchent dans les courbes.
4)
4.a) Le métro couine car ses roues glissent dans les virages de faible rayon R de courbure.
4.b) Les voitures ont des différentiels pour assurer une vitesse différente sur chaque roue.
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2. Dynamique du solide en translation

2.4) L’échelle

On considére une échelle de longueur ¢j, appuyée le long d’un mur vertical (on y négligera le frottement) et
posée sur un sol horizontal de coefficient de frottement p, faisant un angle « avec le sol. On modélise un homme
qui grimpe sur cette échelle par une masse ponctuelle m posée sur une marche & une distance £ de ’extrémité
basse de 1’échelle. On négligera le poids de 1’échelle devant celle de I’lhomme.

1) Montrer que les conditions de non glissement de ’échelle aboutissent & : ¢ < lpax. Que vaut £pax en
fonction de £y, p et a?

2) Comment étre str de ne pas glisser en montant sur ’échelle ?

1) Theéoréme de la résultante cinétique et du moment cinétique au point de contact avec le sol :

(1)Ns —m.g=0
(2)Ny, — T, = 0
(3)0.m.g.cos(a) — Lo.Np,.sin(a) =0

Conditions de non glissement :
Ts < u.Ng = Ny < p.Ng = p.m.g

. N,

(1 — ptan(a))

=0 < lpax = Lo-p. tan o

2) Pour étre str de ne pas glisser, il faut :

1
lrnax > U = tana > —
1

2.5) L’archet de violon

Un archet de violon de masse m, se déplace a vitesse constante ¥ = v.€, sur une corde située & ’abscisse
z (t).

La corde tendue & ses extrémités est soumise a une force de rappel F=—kx (t) .€: (k est proportionnelle &
la tension de la corde) ainsi qu’a la réaction de l’archet (le coefficient de frottement statique est noté u, et on
supposera que le coefficient de frottement dynamique pg4 est rendu nul grace au colophane.

A Tinstant initial ¢ = 0 la corde se trouve en position z (t) = 0.

1) Montrer que lors d’une premiére phase I’archet entraine avec lui la corde.

2) A quelle date s’arréte cette phase ?

3) Quelle est ensuite le mouvement de la corde ?

Les forces appliquées sur la corde sont
e la force de rappel F = —k.x (t).€y;
e la réaction normale N = —N €y
e la réaction tangentielle T = T,.€x
Les forces appliquées sur I'archet sont
e la réaction normale N = +N.¢y;
e le poids P = —m.g.&,
Le théoréme de la résultante cinétique appliqué & I'archet donne : N = m.g et appliqué a la corde :

_ dP

1) Premiére phase Au début (si ¢ = 0), T, = 0 qui vérifie la condition de non glissement : l’archet
entraine avec lui la corde qui a donc une vitesse linéaire. Ainsi, % =0 et donc T, = k.x (t) = k..t

2) Cette phase s’arréte deés que |Tx| = pus.N donc si k.v.t = ps.m.g, c’est-a-dire t = =4

3) Seconde phase Il y a alors glissement et ’équation du mouvement devient : —k.x (t) = %, soit

m'% + k.x = 0, qui est I’équation d’un oscillateur. Ainsi, la corde oscille (vibre!)
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2.6) Le trampoline
On modélise un trampoline 7" par un ressort vertical OT de longueur a vide [y, de raideur &, fixé & un point
O fixe au sol.

Tous les mouvements se font suivant un axe vertical (Oz) dirigé vers le haut. On néglige toute force de
frottement.

Un homme assimilé & un point matériel H de masse my arrive & t = 0 sur le tapis avec une vitesse initiale
= —’Uo.’l_[z.
1) L’homme décollera-t-il du trampoline ?

1) Equations différentielles :
1.a) On projette le principe fondamental de la dynamique appliqué & H sur 4, :

myg.2g = —mpg.g+ N

1.b) Le principe de Paction et de la réaction stipule que l'action exercée par H sur T est —N. On
projette le principe fondamental de la dynamique appliqué & T sur @, : mp.2r = 0= —N — k.(z — lp).
Donc
my.zg = —mpg.g —k.(z — o)

qui est I’équation d’un oscillateur de solution

klo—mpg.g

zi (t) = A.cos (Qt + @) + k

ou ) = \/%. Les conditions initiales donnent :
2 (t=0) = —Q.A.sin (p) = —vg
zg (t=0) = A.cos (p) + 7k‘l°_,;n”'g =l

Perte de contact avec le trampoline : <& N = 0 < z = [y. Comme la condition de position initiale est
zg (t =0) = lp, Voscillateur repassera par cette position et décollera alors.

2.7) Le looping au mini-golf

y

On considére une gouttiére hélicoidale, d’axe ho-
— rizontal (suivant (Oz)), posée sur le sol en
g et 5. Sa projection dans le plan vertical (z0y)
((Oy) est vertical, vers le haut) est donc un cercle
de centre O et de rayon R.
Une balle de golf assimilée & un point matériel en
P, de masse m, entre dans la gouttiére en )1 avec
une vitesse initiale vg. On repére la position de P
par l'angle 6 que fait OP avec Of€;.
Le contact de la balle sur la gouttiére est supposé
sans frottement et on néglige la résistance de ’air.

1) On suppose tout d’abord que P reste toujours en contact avec la gouttiére.
1.a) Montrer que si vg > v; que 'on exprimera en fonction de g et R, la balle sort de la gouttiére en Q5.
1.b) Siwg < v1, montrer que la balle ressort de la gouttiére en € aprés étre montée jusqu’a une altitude
y1 que ’on exprimera en fonction de vy, g et R.
2) Tant que P reste en contact avec la gouttiére.
2.a) Exprimer la vitesse ¢ dans le repére cylindrique d’axe (Oz).
2.b) Exprimer I’accélération @ dans le repére cylindrique d’axe (Oz).
2.c) Exprimer la réaction N de la gouttiére en fonction de 6, m, g et R.
2.d) En déduire N en fonction de l’altitude y de P, de y1, m, g et R.
3) On ne suppose plus que P reste toujours en contact avec la gouttiére.
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3.a) Exprimer, en fonction de y;, l’altitude y, de P pour laquelle N s’annullerait.

3.b) Montrer que si vg > vy que I'on exprimera en fonction de g et R, la balle reste en contact avec la
gouttiere.

3.c) Conclure sur le mouvement de la balle en fonction de vy.

1) P reste toujours en contact avec la gouttiére.

l.a) Energie cinétique : E. = 2m.v?.

Energie potentielle : £, = m.g.y.
Energie mécanique qui se conserve : E,, = %m.v2 +m.g.y = %m.v% —m.g.R.

La vitesse a laltitude y est donc : v = \/v3 — 2.9.(R + y).

11 faut que cette expression ait un sens pour tout y € [—R; +R].
Soit : v > 2.g.(R+y) & v > 4.9.R.
La balle sort de la gouttiére en €25 si :

vy > v = 2. g.R

1.b) La vitesse s’annulle en y; tel que v3 — 2.g.(R + y;1) = 0, soit :

Si vg < v1, y1 < R, donc la balle ressort de la gouttiére en €1 aprés étre montée jusqu’a l'altitude y; .
2) Tant que P reste en contact avec la gouttiére.
2.a) La vitesse dans le repére cylindrique d’axe (Oz) est :

7= R.0.8
2.b) L’accélération dans le repére cylindrique d’axe (Oz) est :
i=—R.0%& + R.b.8
2.c) Les forces exercées sur P dans le repére cylindrique d’axe (Oz) sont :
e le poids : P = —m.g.€, = —m.g.cos(0).€, +m.g.sin(0).ey ;

e la réaction du support : N = —N.e,;

Le principe fondamental de la dynamique projeté sur €, donne :
N =m.R.6? —m.g. cos(6)

2.d) Or y = —R.cos(h), et v*> = R2.02 = v3 — 2.9.(R + ).
2 .
Et comme y; = —R + 72 v? = R2.0% = 2.9.(y1 — v).

2.g°
Donc m.g
N=—"203y-2.
R 3.y Y1)
3) P peut quitter la gouttiére.
3.a) N s’annullerait en
2
Yy=1Yy2 = §y1

2 .
3.b) On veut que y; > R, soit : —R + % > % &
Vo > vy = /D.g.R > vy

Ainsi, la balle reste en contact avec la gouttiére.
3.c) Mouvement de la balle en fonction de vy :

e vy < v1 : la balle reste en contact avec la gouttiére mais redescend en 27 (le looping est raté) ;
e vy € |uy;ve[ : la balle quitte la gouttiére et tombe (le looping est raté) ;

e vy > vy : la balle reste en contact avec la gouttiére et redescend en Q2 (le looping est réussi).
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2.8) Frottements d’une voiture
Expliquer pourquoi, dans une voiture, il faut :
1) limiter les frottements entre les piéces du moteur (en les lubrifiant),
2) mais augmenter les frottements entre les roues et la route (grace aux pneus).

Car :
e les actions de contact entre les piéces du moteur sont internes,

e les actions entre les roues et la route sont externes (et peuvent étre motrices!).

2.9) Cylindre roulant sans glisser sur un support incliné
On s’intéresse & un cylindre S de rayon R, d’axe
Cz, de masse m et de moment d’inertie J par rap-
% port & son axe, qui roule sans glisser sur un plan
incliné qui fait un angle a avec I’horizontale.
1) Déterminer 'équation qui relie z¢, la projec-
tion de la vitesse du centre de masse du cylindre, &
. )., la projection du vecteur rotation du cylindre.
2) Exprimer
/ 2.a) le théoréme de la résultante cinétique
-~ 2.b) le théoréme du moment cinétique de deux
~ - maniéres différentes. Montrer qu’elles sont équiva-
~ lentes.
2.c) En déduire I’équation d’évolution du cylindre
Z¢ en fonction des données du probléme.
3) N’aurait-on pas pu la trouver directement ?

1)

soit 2o = —R.(2,.
2)
2.a) le théoréme de la résultante cinétique donne N = m.g.cos (a) et T, + m.g.sin (a) = m.Zc.
2.b) le théoréme du moment cinétique barycentrique donne :

JQ, = RT, = —R.m.g.sin (o) + Rm.ic
Tandis que le théoréme du moment cinétique en [ fixe donne :

i
% = —R.sin (a) .m.ge,
Or & = G + PACI = G — miy RE,. Ainsi,

dé
ditc = —R.sin () .m.gé€, + mi, Re,
Les deux cas donnent la méme chose.

2.c) En utilisant la relation cinématique de roulement sans glissement, on trouve :

J
Eic = —R.m.g.sin (o) + R.m.Z¢
soit
2
. om. in (a)
& sin
T Trmnr?
3) On aurait pu appliquer le théoréme de la puissance cinétique : P = 0 + m.gsin(a).2c =
d

s (%J‘wg + %mx%) qui redonne la méme chose en prenant en compte la relation cinématique de roule-
ment sans glissement.
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2.10) Essuie-tout glissant contre le mur

ty

La résolution donne :

avec F'.cosa =m.g+ F+T =m.g+ F + pq.F'.sin o, soit F' =

J.L;)Z = +R <[Ld.

Un rouleau d’essuie-tout assimilé & un cylindre d’axe fixe Oz, de masse
m, de moment d’inertie J par rapport a son axe, frotte le long du mur
en un point I. Son axe est relié au mur par une ficelle qui fait un angle
« avec le mur.

On tire sur le papier verticalement vers le bas avec une force de norme
F pour faire tourner le rouleau avec le vecteur rotation 0= Q..9.

1) Déterminer ’équation différentielle suivie par 2, .

Il y a glissement vers le haut, donc T = —T.€, = —pq.N.€,.
Le théoréme de la résultante cinétique donne :

—T+ F.cosa —m.g—F=0
N —Fl.sina=0

Le théoréme du moment cinétique donne :

Ji, =+RT — R.F

Jw, =+R. (ig.N — F) = +R. (uq.F'.sina — F)

m.g+F

Cos x—fiq.8in ¢’ AU.SSI,

m.g+ F

—— sina— F
cosa — fig.Sina

3. Dynamique du solide en rotation autour d’un axe fixe

3.11) Effet d’une poulie parfaite

Comparer les forces exercées sur une corde de part et d’autre d’une poulie parfaite (c’est a dire de masse
quasi nulle, et ayant une liaison parfaite sans frottement).

avec J = 0. Donc T = Ts.

JO =R.(Ty —Ty)

3.12) Oscillations d’un pendule pesant aux petits angles

On s’intéresse & un pendule de moment d’inertie J par rapport a son axe de rotation, de masse m, dont le
centre d’inertie G est une distance a sous ’axe de rotation Oz. Montrer que le pendule est synchrone aux petits
angles et déterminer la période T des oscillations libres.

qui devient aux petits angles :

JO = —m.g.asinf

Jo + m.g.a.0 =0

qui est I’équation d’un oscillateur de pulsation w = w/m'% = 2%, donc
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3.13) Machine d’Atwood

Poulie parfaite
R bm
y

X

Une poulie parfaite sans masse peut tourner librement au-
tour de son axe horizontal Oz. Autour d’elle un fil inex-
tensible relie d’'un coté la masse m (dont l'altitude est y)
Fil inextensible a la masse m’ dont laltitude est y’ (cf. figure). m’ < m.
1) Montrer que tout se passe comme si la masse m chutait
dans un champ de pesanteur réduit.

yi-Em

Le fil est inextensible donc dy = —dy’ et les tensions auxquelles le fil soumets les masses sont égales
(T =T"). Le TRC appliqué & m donne myj =T — mg et & m' donne m'y’ =T" —m/qg.

’
m—-m

La résolution améne a §j = —* vyl (R
3.14) Machine de Morin
Un cylindre de rayon R peut tourner librement autour de
Poulie parfaite y son axe horizontal Oz. Le moment d’inertie dg cylindre
{ R par rapport a I’axe Oz est noté J. Autour de lui s’enroule
o X un fil inextensible relie d’un coté la masse m (dont ’alti-
tude est y). Des ailettes freinent la rotation du cylindre,
Fil inextensible lui imposant un moment projeté par rapport a laxe Oz
ailette —a.{),, ol a est une constante positive et 2, la projection
y du vecteur rotation du cylindre selon Oz.
1) Moutrer que €2, tend vers une constante quand la masse
yi--Em descend.
Le fil est inextensible donc dy = —R.w,.dt et les tensions auxquelles le fil soumets la masse et le cylindre
sont égales en norme (7" = T") mais opposées. Le TRC appliqué a m donne mjj = T — mg tandis que le
théoréme du moment cinétique appliqué au cylindre donneJ2, = —R.T — «.(2,.

Cela méne a I’équation différentielle (J + m.R2) Q.+ a0, =—-mRyg. Sit< ‘”+’“R2, Q, ~ %'R'g.

3.15) Ancien yoyo

| Un cylindre peut tourner librement autour de son axe ho-
' O/ / rizontal Oz. Le moment d’inertie du cylindre par rapport
. a laxe Oz est noté J. Autour de lui & une distance R de
-7 I’axe s’enroule un fil inextensible relie d’un coté la masse
m (dont laltitude est y).
1) Montrer que tout se passe comme si la masse m chutait
dans un champ de pesanteur réduit.

Poulie parfaite\ .
Fil inextensible

y-Em

Le fil est inextensible donc dy = —R.w,.dt et les tensions auxquelles le fil soumets la masse et le cylindre
sont égales en norme (T = T') mais opposées. Le TRC appliqué & m donne my = T' — mg tandis que le
théoréme du moment cinétique appliqué au cylindre donneJ2, = —R.T.

. 2

Cela méne a I’équation différentielle mjj = %]QZ —mg = %gj —mg. Soit §j = f%g.
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4. Statique du solide

4.16) Porter un sac lourd

Un sac trés lourd (de masse m) est accroché au méme point O & deux poignées A et B. Deux personnes
portent le sac, chacune prenant une poignée. Ces derniéres font alors respectivement un angle a4 et ap avec la
verticale.

1) Pour quelle personne est-ce le plus lourd & porter ?

2) Comment faire de fagon a rendre le portage égalitaire et le moins difficile ?

A Téquilibre, la somme des forces extérieures appliquées sur le systéme sac est nulle :
mg + ﬁA +F, B = 0

qui donne projeté sur un axe vertical Fq cosays + Fpcosap = m.g et sur un axe horizontal Fssinay =
Fpsinag.

1) Ainsi celui qui a 'angle le plus grand porte le moins.

2) 1l faut des angles égaux pour porter de fagon égalitaire et un angle le plus petit possible pour porter
le moins possible.

4.17) Le gateau

Un gateau homogene (de masse m) cylindrique de rayon
R est mis dans un carton parallélépipéde rectangle de coté
2R, de centre G. Quatre ficelles sont accrochées au paquet
\o( et reliées entre elles en O, a la verticale de G. Elles font
alors un angle a avec le paquet horizontal.

G m X 1) Pourquoi ne faut-il pas que « soit trop petit ?

Gateau dans paquet

A T’équilibre, la somme des forces extérieures appliquées au systéme paquet est nulle :
m§+fA+fB+fc+fD =0

Qui donne projeté sur un axe horizontal TA + fB =0 et fg + TD = 0 sur un autre axe horizontal. Soit
I’égalité des normes des tensions. La condition projetée sur un axe vertical donne 4.7 sina = m.g. Aussi,

T = 7% qui tend vers l'infini (la ficelle casse!) si a — 0.

4.18) Balance romaine

On désire peser la masse inconnue M a1’aide d’une balance
romaine (cf. figure) composée d’un fléau qui peut tourner
librement autour de son axe horizontal Oz. La masse M
est suspendue a une distance d du point O, tandis qu’une
autre masse m est suspendue de l'autre coté a une distance
x variable.

Pour = = z, la balance voit son fléau rester horizontal.
1) Montrer que 'axe Ox du fléau peut étre linéairement
gradué en kilogrammes.
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L’équilibre du systéme fléau U masses impose dans le référentiel du sol galiléen :

donne dans notre cas :

S™ Mo (ext) = 0 qui

Tx0+Mgd—mgreg =0

SOit Zeq = %JV[ . Il existe donc une relation de proportionnalité entre z., et M.

4.19) Balance Roberval

plateau

m
y fléau

‘)CX

On désire peser la masse inconnue m a I’aide d’une balance
Roberval (cf. figure) composée d’un fléau qui peut tourner
librement autour de son axe horizontal Oz qui supporte
deux plateaux accrochés & une distance d. Un dispositif
articulé rend horizontaux les plateaux qui supportent res-
pectivement les masses m et m/.

1) Quelle est la condition sur m’ et m pour que la balance
ait son fléau horizontal ?

L’équilibre du systéme fléau U masses impose dans le référentiel du sol galiléen : 3 Mo (ext) = 0 qui

donne dans notre cas :

soit m’ = m.

4.20) Palan
Poulie  ---~_ y
fixe J o N 0 X
I\ /'
\ %
- J
= "G | Poulie
1 mobile

m'gd — mgd =0

Un palan peut étre constitué de deux poulies parfaites
(sans masse), 'une d’axe O’z fixe, 'autre d’axe Gz qui
garde une direction fixe. A 'axe Gz est accroché un poids
de masse m. Une corde inextensible de masse négligeable
accrochée en un point fixe est enroulée dans la premiére
poulie d’axe Gz, puis dans la seconde d’axe O’z, le brin
libre étant tiré avec une force F par un ouvrier.

1) Montrer que le palan permet de soulever une masse
lourde avec une force réduite.

Les tensions le long du fil sont égales en norme (notée T') car le fil est inextensible et les poulies parfaites.
Le TRC appliqué a la poulie mobile donne a I’équilibre my = 0 = 2T — mg.

Ainsi Pouvrier exerce une force de norme F =T =

mg
5 -

5. Techniques mathématiques - Calcul de 'opérateur rotationnel

5.21) Calcul d’un rotationnel en coordonnées cartésiennes

1) Calculer rot A pour ff(a:,y,z) =X Yily — TY Ty + 22 s

1)

1 [0(us As) _ Oz As) d(A:) (A 9(=%) _ o(=zy)
12 143 dsa  Os3 oy 0z 9y 0z
ol (Z) — L [0 A _ s As) a4, _ o] | = {am) a(f)} _ 0
s 1 0s3 0s1 Oz oz 92— o=
Apz A Apy Ay a(A, (A, -z —y
mluz (18251 2) (/882 ) (&EJ) (ay) |:6(—:cy) B M]
T Jy
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5.22) Calcul d’un rotationnel en coordonnées cylindriques

1) Calculer rotA pour A'(r,& z) = 20‘;329{[,« — 5%969 4 Zizﬁz.

1)
, ) f f 1| o(E)  a(=2?)
1 [O(usAs) _ 8(ua As) 1[a(A) d(rAe)} P T P
p2 s 0so 0s3 T 20 Oz N
= (j) | fewman  awsan] | L oA, a(Az)} _ o(2%%%) _ 8(;2)]
3 1 0s3 0s1 Oz or Oz or
1 0 A 2} A 1|9(rA 9(A, sin cos
1 p2 (%281 s - (ILBlsg - T (gre) - (69 ):| 1 a(_Tg) _ 8(2129):|
r or o060
soit
. 0 0
rot (X) = 0 = 0
% [51;120 _’_251;129] 3i1§19
5.23) Calcul d’un rotationnel en coordonnées sphériques
— 7 7 _
1) Calculer rotA pour A(r,0, ) = %Uw-
1)
1 (ps Az)  O(u2 As) 1 A(rsinfA,) 8(TA9)1|
2 13 Osa 0s3 r2 sin @ 00 Op
— _ 1 O(p1 A1) _ O(ps As) _ 1 O(Ar) _ O(rsinfAy)
rot <Z) - 03 1 8183 = - 6:;1 . - r sin 0 dp or “
1 [0(p2A2)  O(u1 Ar) 1|9(rAe) _ L(AT)}
11 p2 0s1 Os2 r or 90
donc
1 O(sin6) _ 0(0) 1 1
r2 sin 6 a0 O 1 [cosf — 0 1
ol (Z) _ 1 [8(0)  8(sin6) _ r* sind : 10— 0] ] _ r 6"*“9
rsinf | Op or r sin 0
1 [6<0> _ w} »[0-0] 0
r or 00

5.24) Calcul d’un autre rotationnel en coordonnées cylindriques

1) Calculer rotA pour A (r,0,z) = @ﬁr - #ﬁg.

1)
1 | 9(0) O(— sin 0)
1 O(ps As) _ O(u2 Az) 1|0(Az) B('r'A9)1| 10 — 8z
. o 43 0sa 083 r 00 0z B(M) 5(0)
_ 1 O(p1 A1) _ O(ps As) _ 0(Ar) _ O(Az) _ A e ) 20
rot (X) - ns 1 %153 = - %351 . - 9z  or - 0z or :|
1 [0 A2)  8(u1 AY) 1]0(rAs)  B(A,) o sin o((=me
11 2 8251 = - (')lsz 2 T 87*0 o0 ] % |:()( ar o) _ (89 ):|
soit
0 0
rot (Z) - 0 = o
Howme) )\ s

5.25) Calcul d’une circulation de vecteur a partir de son rotationnel
1) D’aprés le théoréme de Stokes

$ A8 [frot () -F5= [[2e25-2m B2
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pour une surface S qui est le disque d’axe Oz, de centre O et de rayon R.

1) D’aprés le théoréme de Stokes
¢ A= ffrol (4) - F5 = [[2e25-2mm2
“ 5 s

pour une surface S qui est le disque d’axe Oz, de centre O et de rayon R.

5.26) Solution de B = rotd

5 .7 . . 5 — o

B et A sont deux champs vectoriels reliés par B = rotA.

1) Montrer que A = %B A 7 est une solution de la précédente équation différentielle.
2) Est-ce la seule solution de cette équation différentielle ?

—

1) On se met en cylindrique, B = B, et ¥ = r i, + z 4, Ainsi,
B I B
B, AN(ri,+zu,) = §Buz AT, = §Brutheta

Par ailleurs, il faut effectuer le calcul de

1 [0sAs) 0 Aa) 1|o0) _ 9(3Br?)
1 M2 p3 0s2 Os3 r 0 0z 0
— _ _ 1 A(p1 Ay) A(us Asz) o 9(0) 8(0) B
rot <2B rutheta> =| =m %183 1 %351 3 _ [ () _ 80 ] _ 0
1 O(p2 A2)  O(u1 Ar) 1 3(%37“2) 9(0) B
B 2 0s1 Oso B o — ¢

C’est donc bien une solution de la précédente équation différentielle.
2) Ce n’est pas la seule solution de cette équation différentielle, car ajouter une constante (vectorielle)

ne change rien.
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Travaux dirigés
vendredi 29 septembre 2017

Cet exercice sera fait en demi-groupe lors de la séance de travaux dirigés.

Les volant d’inertie

Extraits de ’article "Fonctionnement d’un systéme de stockage inertiel par volant d’inertie"
issus du site "www.ecosources.info"

Stocker de I’énergie en faisant tourner un solide

Longtemps utilisé pour la régulation des machines a vapeur, le principe du volant d’inertie permet aujourd’hui
de stocker temporairement I’énergie sous forme de rotation mécanique.

Le stockage d’énergie par volant d’inertie ou systéme inertiel de stockage d’énergie (SISE) est utilisé dans de
nombreux domaines : régulation de fréquence, lissage de la production éolienne et solaire, stockage et restitution
de I’énergie de freinage des véhicules...

Un volant d’inertie moderne est constitué d’une masse (anneau ou
tube) en fibre de carbone entrainée par un moteur électrique.

L’apport d’énergie électrique permet de faire tourner la masse a
des vitesses trés élevées (entre 8000 et 16000 tour/min pour le modéle
ci-contre) en quelques minutes. Une fois lancée, la masse continue a
tourner, méme si plus aucun courant ne 1’alimente.

L’énergie est alors stockée dans le volant d’inertie sous forme
d’énergie cinétique, elle pourra ensuite étre restituée instantanément
en utilisant le moteur comme génératrice électrique, entrainant la
baisse de la vitesse de rotation du volant d’inertie.

Le systéme est monté sur roulements magnétiques et confiné sous
vide dans une enceinte de protection afin d’optimiser le rendement du
dispositif (temps de rotation) et ainsi prolonger la durée de stockage.

Avantages :
- Haut rendement (environ 80% de ’énergie absorbée pourra étre res-
tituée)
- Phase de stockage trés rapide par rapport a une batterie électrochi-
mique Une unité de stockage inertiel de 25 kIWh
- Aucune pollution : ni combustible fossile, ni produits chimiques Crédit: Beacon Power
- Technologie fiable, peu d’entretien

Inconvénients :

- Temps de stockage limité (environ 15 minutes).
On donne la masse volumique de la fibre de carbone : 1,7 g-cm™ a 1,9 g-cm™3.

Enoncé

1) Estimer Pordre de grandeur du couple résistant exercé par la liaison pivot sur le volant d’inertie présenté.
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Correction

Le théoréme du moment cinétique appliqué au volant d’inertie donne

ds)
J T r,
ou J est le moment d’inertie par rapport & sont axe Oz, ) sa vitesse angulaire et ', < 0 le couple exercé
par la liaison (on néglige les forces de frottement fluide puisque le volant est dans le vide).
On peut estimer J par deux méthodes :
- en assimilant le volant & un cylindre de rayon R = 0,4 m et de hauteur h = 1,5 m, de masse volumique
pu=1,8x 103 kg-m~3, soit

r=R 0=2m z=h R4 0 44
J = / / / wridrrdddz = p—2rh = 1,8 x 10*> x ——27 x 1,5 = 1,1 x 10? kg - m?
r=0 Jo=0 Jz=0 4 4

- en utilisant I’énergie cinétique

E. .. =25kW-h=25x10%x 3600 = 90 MJ

et la vitesse de rotation 16000

Doz =27 =1,67 x 10% rad -s*

60

or E 6

1 2. 2 10

B, ~—=-J02 =J= TR X 90 % — = 64 kg - m?
2 Qe (1,67 x 103)

On prendra J = 10% kg - m?.

En un temps 7 = 15 min = 900 s, I’énergie cinétique passe de E,, . = %Jﬁfmz a Ee,,, = 80%E
1702, soit
2

fin?

Cmazx

Qpin = 0,80z = 1,49 x 10% rad -s™*

La résolution de ’équation dynamique donne

L 3 _ 3
Qin = lnaz _ 102, 1,49 x 10° — 1,67 x 10

r,=J
T 900

=—-20N-m

soit une force de 50 N & une distance R = 0,4 m de 'axe (équivalente au poids d’une masse de 5 g ce qui est
peu, comme attendu).
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Devoir non surveillé
vendredi 29 septembre 2017

Le document est a lire, I’exercice est & rendre.
Deux cent cinquante réponses aux questions du marin curieux

Pierre-Yves Bely
editions Gerfaut

Comment tirer efficacement une corde sur un bateau?

Comment déterminer la réduction d’effort apportée par un palan?

On sait qu’un palan agit comme un levier : on a plus & embraquer, mais l’effort est moindre. Utiliser une
poulie, néanmoins, ne suffit pas forcément & démultiplier l'effort : le gain qu’elle apporte dépend de la facon
dont elle est placée.

Par exemple, & droite, la
poulie du cas A ne démultiplie
en rien leffort. On gagne juste
en commodité & tirer vers le 1
bas car on s’aide de son propre A B [
poids.

Dans le cas B, on n’a en- 1 1.2
core qu'une seule poulie, mais
leffort & fournir est mainte-
nant divisé par 2. Dans le cas
C, on a cette fois deux pou-
lies, mais la démultiplication
est toujours du méme rapport
2; on a simplement gagné en commodité a tirer vers le bas.

Pourquoi un winch réduit-il si bien 1’effort de tire ?

Les winches sont omniprésents sur les bateaux modernes : pour les drisses, pour les écoutes, pour les prises de
ris... Grace a eux, un équipage réduit peut faire ce qui demandait plusieurs costauds sur un bateau d’autrefois.
Comme les palans, ils permettent de démultiplier I’effort, mais ils ont sur eux un avantage décisif : le palan
démultiplie, mais nécessite que ’on embraque en proportion; le winch & manivelle permet le méme ordre de
démultiplication mais sans avoir a avaler des métres en contrepartie. On doit ce petit miracle au frottement.

En général le frottement travaille contre nous. C’est lui qui ralentit la coque dans ’eau, qui crée la trainée
sur les voiles, qui dissipe inutilement 1’énergie du moteur. Dans le winch il travaille pour nous, et méme de fagon
exponentielle !

En effet, si la tension avec laquelle on tire sur un cordage passant sur un winch est 7, la tension 77 exercée
par la voile peut aller jusqu’a

Ty =Tpel @

avant que le cordage ne commence & déraper, o étant l'angle que fait le cordage autour de la poulie et f le
coefficient de frottement entre le cordage et la poupée du winch.

Rapport de force

Cordage f  1tour 2tours 3 tours
neuf et sec 0,3 6,6 43 284
usé et sec 0.2 3.5 12 43
usé et mouillé 0,1 1.9 3.5 6.6
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Le rapport de force entre le brin tendu (coté voile) et le brin mou
(coté équipier) augmente donc de fagon considérable avec le nombre =
de tours sur le winch comme en témoigne le tableau ci-dessus. Ce
n’est pas pour rien que ’on recommande aux novices de «mettre trois '
tours...». On note aussi la forte perte que 'on a si le cordage est usé
ou mouillé (un facteur de 40 avec 3 tours).

Quant & la démultiplication, elle est fonction du rapport de la lon-
gueur de la manivelle au rayon de la poupée (b/a), qui est typiquement
de P'ordre de 4 ou 5. Quand le winch est a deux vitesses, le gain est
encore plus élevé.

Il faudrait des palans & 3 réas pour obtenir un rapport de force
équivalent, et il serait impossible d’embraquer rapidement.

NB : "embraquer" signifie tirer sur un cordage de marine.

Enoncé
- —

ug Y — o :
T( [2] ) Dans tout ’exercice, on se placera dans le cas statique.
0 ’lTl: Les cordes sont inextensibles et flexibles. En particulier,
r on note la tension exercée par la partie de la corde corres-

pondant & 6 > 6, sur la partie correspondant & 6 < 6y :
- T (00) =T (00) g
6 Z

O > dans le repeére cylindrique d’axe Oz, 'axe du cylindre sur

lequel s’enroule la corde.

On ne s’intéressera qu’a des poulies parfaites, c’est a dire
de masse quasi nulle, et ayant une liaison parfaite sans
frottement.

1) Poulie
On s’intéresse au dispositif noté A dans le document.
1.a) Appliquer le théoréme du moment cinétique au systéme poulie et corde.
1.b) En déduire que "la poulie du cas A ne démultiplie en rien effort. On gagne juste en commodité &
tirer vers le bas car on s’aide de son propre poids."
2) Palan constitué de deux poulies.
On s’intéresse maintenant au dispositif noté C dans le document. On supposera que les deux brins de fil qui
sortent de la poulie mobile sont verticaux.
2.a) En utilisant les résultats trouvés précédemment pour les cordes le long de poulies, appliquer le
théoréme de la quantité de mouvement a la poulie mobile.
2.b) En déduire que "Veffort a fournir est maintenant divisé par 2".
2.c) De quelle longueur faut-il tirer sur la corde pour faire monter la masse d’une longueur ¢?
3) Winch
3.a) Appliquer le théoréme du moment cinétique au systéme winch et corde.
3.b) En déduire que la démultiplication "est fonction du rapport de la longueur de la manivelle au rayon
de la poupée (b/a)".
3.c) Expliquer pourquoi pour avoir le méme effet avec des palans, "il serait impossible d’embraquer
rapidement".
4) Corde enroulée autour d’une poupée
Le coefficient de frottement statique entre la corde et la poupée (fixe dans le référentiel) est noté f.
4.a) Faire un bilan de forces appliquées sur un bout de corde infinitésimal, repéré par les angles compris
entre 0 — d729 et 9—!—%‘9.
4.b) Montrer que, au mieux (c’est-a-dire & la limite de glissement), la tension 7' () sur la corde suit
I’équation différentielle
dT + fT(9) d9 =0
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4.c) En déduire que "si la tension avec laquelle on tire sur un cordage passant sur un winch est 7p, la
tension 7} exercée par la voile peut aller jusqu’a

T1 = Toefa

avant que le cordage ne commence a déraper, « étant ’angle que fait le cordage autour de la poulie et f le
coefficient de frottement entre le cordage et la poupée du winch."
4.d) Vérifier les valeurs numériques données dans le tableau du document.
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Correction

1) Poulie
1.a) Le théoréme du moment cinétique appliqué a la poulie de moment d’inertie J s’écrit :

JO =R.(Ty —Ty)

avec J = 0.

1.b) Donc Ty = T5. Ainsi, "la poulie ne démultiplie en rien leffort" (méme tension des deux cotés
de la corde. Et "on gagne juste en commodité & tirer vers le bas car on s’aide de son propre poids", car les
directions des deux tensions sont différentes.

2) Palan constitué de deux poulies.

2.a) On a vu que les tensions le long du fil sont égales en norme (notée 7). Le TRC appliqué a la
poulie mobile donne & ’équilibre mg = 0 = 2T — myg.

2.b) Ainsi on exerce une force de norme F' =T = 2 ("leffort a fournir est maintenant divisé par
2")_

2.c) Comme la corde est inextensible,il faudrait tirer sur la corde d’une longueur 2 ¢ pour qu’elle
monte d’une longueur /.

3) Winch
3.a) Le théoréme du moment cinétique appliqué au winch de moment d’inertie J’ s’écrit :

J6=aT, —bTy

avec 6.

3.b) Donc T} = gTO : la démultiplication "est fonction du rapport de la longueur de la manivelle au
rayon de la poupée (b/a)".

3.c) Pour avoir le méme effet avec des palans, il faudrait tirer sur la corde d’une longueur gﬂ pour
qu’elle monte d’une longueur £. Ainsi, "il serait impossible d’embraquer rapidement". NB : avec un winch,
du coup, il faut tourner trés vite la manivelle tout de méme pour "embraquer rapidement".

4) Corde enroulée autour d’une poupée
4.a) Bilan de forces appliquées sur un bout de corde infinitésimal :

e réaction normale de la poupée R, = +R, i, ;

e réaction tangentielle de la poupée Ri=+fR,iy;
tension +7 (0 + %) =T (0 + L) [+ — L4, ] ;
tension —7T (0 — ) =T (0 — L) [~y — La,].

4.b) Le théoréme de la résultante donne

T, 9\ = a9\ -
FotRr T (04 ) -7 (0-F) =

soit
R de deo do de
A Pordre 1 suivant i, :

0—+Rnd;<T(9+dj)+T(0d:>> ~ +R, —dOT (0)

et & lordre 1 suivant @y :
de de
0:+fRn+T<9+2> —T<9—2> =+fR,+dT

On trouve donc bien :
dT+ fT(9) d9 =0

4.c) En intégrant entre 0 et « :
T1 = T() efo‘

4.d) Les valeurs numériques données dans le tableau du document sont correctes.
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