physique année scolaire 2017/2018

Introduction a la mécanique des fluides

Notes de cours
mardi 10 octobre 2017

I- Bilan de masse

% Systéme ouvert : sy retrouver

le systéme ouvert est défini comme le volume V' délimité par une surface fermée . ¥ est fixe dans le
référentiel d’étude au cours du temps.
Pour le systéme ouvert correspondant au volume V' :

Mpupert = jJ Bm = fJf o d3r

ou u est la masse volumique du fluide.

Passer d’un systéme ouvert & un systéme fermé schéma
La figure [ représente un systéme ouvert et le systéme fermé qui le traverse.
e Le systéme fermé & l'instant ¢ correspond au systéme ouvert et 34 ;

e le systéme fermé & l'instant ¢ + dt correspond au systéme ouvert et >p.

)

2z
Systéme ferme a t+dft

FIGURE 1 — Passer d’un systéme ouvert & un systéme fermé
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Débits massique et volumique définition
le débit massique a travers une surface non fermée S orientée est :

Dm:fjuﬁ-(ﬁg
s

Il s’exprime en kg-s~!. La masse ém qui passe & travers la surface pendant dt est telle que D,,, = %.

On aurait tout aussi bien pu définir le débit volumique & travers la surface orientée S :
—
D, = ﬂ o - d2S
S

3,41,

qui s’exprime en m

fgl Débits pour un fluide incompressible théoreme

La variation temporelle de M pour le systéme fermé est :

DM_57M+5mB_5mA_O
Dt ot dt dt
ol

. R . dMye,
e la variation temporelle de la masse M pour le systéme fermé : —fme = % =

0;
e la variation temporelle explicite de M pour le systéme ouvert ; Mewvert — OM — 0 (I, p d37) =
0, car pu = cste;
e les flux entrant ((SZ‘—;*) et sortant (‘S’Zf—tB) de masse qui ne sont rien d’autre que les débits massiques.

=
Dans le cas d’un fluide incompressible (liquide),

e le débit massique se conserve entre 'entrée et la sortie : 9% = 9 — D
q dt dt

e ainsi que le débit volumique : &Y= = 2= = Dy

ﬁ 2 Débits en régime permanent théoréme

La variation temporelle de M pour le systéme fermé est :

DM_87M+5mB_5mA_O
Dt ot d¢ dt

ou
_ . . dM
e la variation temporelle de la masse M pour le systéme fermé : “=~Lerme = DI

03
o - X . AMoypers _ OM _ O 3.\ —
e la variation temporelle explicite de M pour le systéme ouvert, : SMepeert — GM — O ([f[ 1) d37) =

d _ (.
0, car 5; =03

o les flux entrant (274) et sortant (222) de masse qui ne sont rien d’autre que les débits massiques.
dt dt a

=
Dans le cas d’un écoulement permanent, quel que soit le fluide (liquide ou gaz), le débit massique se
conserve entre ’entrée et la sortie : 5;’}: = 6(735 =D,,.

ﬁ 3 Non conservation du débit d’un gaz en régime non permanent : ezercice

Une pompe injecte un débit massique D,, constant d’air (considéré comme un gaz parfait de masse
molaire M 4 la température 7') dans une chambre & air.
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> Déterminer I’équation différentielle & laquelle obéit la pression P dans la chambre & air.

> La variation temporelle de M pour le systéme fermé est :

DM dM  éms ome

Dt  dt @ dt dt

ol

e la variation temporelle de la masse M pour le systéme fermé : % =0;

e la variation temporelle explicite de M pour le systéme ouvert : 4L = 2 ({{[ u d®7) = V%‘t‘ :

e les flux entrant (‘5216 = D,,) et sortant (% = 0) de masse.
_m _ nM _ PM ou _ _ V.M 9P
Comme p = {7 = %7~ = £, on trouve V3r = D,,, = 77 5

II- Bilans de quantité de mouvement

% Quantité de mouvement d’un systéme ouvert : définition
la quantité de mouvement du systéme ouvert de volume V est :

p= [ n [ffur s

$4 Bilan de quantité de mouvement : théoréme

la variation temporelle de la quantité de mouvement du systéme fermé est :

DP _ Py(t+dt) - Py(t) _dP  dmy. dme
Dt dt Cdt dt ° dt ¢

ou % est la variation temporelle de la quantité de mouvement du systéme ouvert et dm (respective-

ment dm,) est la masse qui est sortie (respectivement entrée) pendant dt a la vitesse U (respectivement
Te)-
Le théoréme de la résultante cinétique impose par ailleurs :

DP

= Eﬁez
Dt !

ou XF,..: est la somme des résultantes des actions extérieures qui s’appliquent sur le systéme fermé
coincident. =

= opP om oM
EFea: = G _as 7_'6
T el

35 Résultante des forces de pression théoreme

un volume V' de fluide délimité par une surface fermée ¥ ressent des forces de pression de la paisle

— —
son environnement. Sur I’élément infinitésimal d?3 (orienté vers I'extérieur) s’exerce d?F = —P d?%.
. — —
In=- ﬁ P(M)d*% = — ff gradP(M) d*r
Mexs Mev

—
Dans le cas statique, gradP = p g. Donc =
un volume V' de fluide délimité par une surface fermée 3 ressent des forces de pression de résultante

o=— @ P(M)&Eg:ffff w(M) g d3r

Mex MeV
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‘ . Dans le cas statique, la poussée d’Archiméde est égale a I’'opposé du poids du fluide déplacé.

f! 6 Force de poussée en régime permanent exercice

Montrer qu’en régime permanent apparait une grandeur qui a la dimension d’une force et qui est due
au débit massique D,,

. - 1 : _ dms _ Sm. dP _ § :
Si le régime est permanent, le débit massique se conserve (D, = “p= = °5¢) et S = 0, aussi

Dm (’Us - 776) = EF‘ea:t
Cette derniére grandeur a la dimension d’une force. On peut la nommer force de poussée :

ﬁpoussee = Dm (776 - Us)

remarque

La "force" de poussée n’est pas & prendre en compte dans le bilan des forces car elle apparait naturellement
dans le bilan de quantité de mouvement.

III- Bilan d’énergie

% Energie cinétique d’un systéme ouvert : définition
I’énergie cinétique du systéme ouvert est :

po= fff = [ 5

ﬁ 7 Bilan d’énergie cinétique : théoréme
la variation temporelle de I’énergie cinétique du systéme fermé est :

DE. E.(t+dt)—E.(t) dE. 6émsv: &mev?
B S odt 2

Dt dt dt dt 2

ol d(ﬁ“ est la variation temporelle de I’énergie cinétique du systéme ouvert et dm, (respectivement

dme) est la masse qui est sortie (respectivement entrée) pendant dt a la vitesse ¥s (respectivement ).
Le théoréme de I’énergie cinétique donne :

DE, dE. dmsv?  dme v?
5 = SPeat + ZPiny = T2 e e

dt dt 2 dt 2

ou X P.,; est la somme des puissances des actions extérieures et X P;,,; est la somme des puissances des
actions intérieures qui s’appliquent sur le systéme.
On admet que X P;,; = 0 dans le cas d'un écoulement parfait et incompressible. =

0. dm} om o2
ot dt 2 dt 2

ZPezt + E-Pznt =
ou :
e la masse dm,. & ’entrée a une vitesse v,

e la masse dmy a la sortie a une vitesse v,

e Y P, ., est la somme des puissances des actions extérieures,
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e et X P;,; est la somme des puissances des actions intérieures qui s’appliquent sur le systéme (XP;,,; =
0 dans le cas d’un écoulement parfait et incompressible).

558 Bilan d’énergie cinétique dans le cas d’un écoulement parfait, incompressible
et permanent ezercice
Que devient le bilan d’énergie cinétique dans le cas d’un écoulement parfait, incompressible et perma-

nent ?
Si le régime est permanent, le débit massique se conserve (D,, = 5$S = 538) et 3£” = 0, aussi
2 2
v v,
Dm == - EPeart
2 2

5_51) Modélisation de ’effet d’un jet d’eau sur une plaque mobile ezercice

On s’intéresse & un jet d’eau de section S qui arrive, dans le référentiel du sol, avec une vitesse v; = +v; U,
sur une plaque qui se déplace & la vitesse /.
1) On considérera que ’eau repart dans un sens opposé (—1,) en conservant la section S du jet. En
faisant un bilan de masse, déterminer
1.a) la vitesse de ’eau ¥, incidente sur la plaque dans le référentiel de la plaque,
1.b) la vitesse de ’eau 0", aprés choc sur la plaque dans le référentiel du sol.
2) On suppose que la pesanteur est négligeable et que la pression de ’eau est partout égale a la
pression atmosphérique.
2.a) Calculer la résultante des forces de pression Ii.
2.b) En appliquant un bilan de quantité de mouvement, déterminer la force Fﬂ'jﬁp qu’applique
le jet sur la plaque.
3) Etude énergétique
3.a) Faire un bilan d’énergie cinétique dans le référentiel de la plaque.
3.b) Calculer, dans le référentiel du sol, la puissance P;_,, de la force qu’applique le jet sur la
plaque.
3.c) On pose v, = zv;. Déterminer le maximum de P;_,,.

Correction :

1) Bilan de masse.
1.a) Dans le référentiel R de la plaque, en déplacement a la vitesse ¥y, par rapport au référentiel R’ du
sol,
T, =V + Up = (Ve + 0p) Uy = 0j Uy = Ve =Vj — U

1.b) On se place dans le référentiel R de la plaque, en déplacement a la vitesse ©,,. Dans ce référentiel,

DM dM  oms; ome

o @ ta a
Le débit massique se conserve (fluide incompressible), aussi :
oms  0me
dt dt
Si on considére que la section du jet est constante,
6225 = Uv. S = 6:;6 = UVs S = Ve = Vs = Up = FVe Uy = —Us = —Vg Uy

Donc la vitesse de I'eau aprés choc avec la plaque est
Vo = s +Up = (—ve + vp) Uy = (—0j +20p) Uy

2) Forces :
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2.a) Un volume V de fluide délimité par une surface fermée X ressent des forces de pression de résultante

i=- {f P(M) &2, = — {[[ gradp(ar) a*r =5
MeX¥ MeV

qui est cohérent avec la poussée d’Archiméde nulle car égale a 'opposé du poids du fluide déplacé (on néglige
la pesanteur!).
2.b) On se place dans le référentiel R de la plaque : la variation temporelle de la quantité de mouvement
du systéme fermé est :
E _ Pf(?f-l-dlf) —Pf(t) _ dj n (5m51_), _ 6m€5‘
Dt dt dt  dt 7 At €
ot % = 0 est la variation temporelle de la quantité de mouvement du systéme ouvert et dms = D,, dt =
1ve S dt (respectivement ém. = D,,, dt = pv. S dt) est la masse qui est sortie (respectivement entrée) pendant
dt a la vitesse Uy (respectivement U, ).
Le théoréme de la résultante cinétique impose par ailleurs :
DP . L .
ﬁ =XFeu :H+Fp~>J = _Fj—)p
ot Eﬁemt est la somme des résultantes des actions extérieures qui s’appliquent sur le systéme fermé coincident.
Donc

—F;_, = Dy, Us — Dy dtte = pve S (0 — Ue)
Reste a revenir dans le référentiel R’ du sol, ot
— — i —
Uy = Ve +Up = VUj = Ve = Vj — Up

et

T
Vg =

Us + Up = (—v; + 20p) Uy = Us = (—v; + vp) Uy
aussi .
Fip=pveS(Ue —Us) = p (vj —vp) S (vj —vp — (v +vp)) Uz =215 (vj — vp)~ Uy
3) Etude énergétique
3.a) Dans le référentiel de la plaque, la variation temporelle de ’énergie cinétique du systéme fermé est :

DE, FE.(t+dt)—E.(t) dE.  dmsv? dmev

2
e

Dt dt Tode dt 2 dt 2
dFE

ou g est la variation temporelle de I’énergie cinétique du systéme ouvert et dms = D,, dt = pv. S dt
(respectivement dm. = D,,, dt = pv, S dt) est la masse qui est sortie (respectivement entrée) pendant dt a la
vitesse Uy (respectivement ¥, ).

Le théoréme de I’énergie cinétique donne :

DE dE dmgv: 6 2
Dtc =YPopt + NPy = — T D Te D

dt dt 2 dt 2
ou X P;,; = 0 est la somme des puissances des actions intérieures qui s’appliquent sur le systéme.
et XP,,; = —ﬁj%p -0 est la somme des puissances des actions extérieures car la vitesse de la plaque est nulle
dans le référentiel de la plaque.

Comme d(ﬁc =0 et vy = v, on trouve 0 = 0!

3.b) La puissance de la force ﬁjﬁp qu’applique le jet sur la plaque est

= - 2
Pip=Fjp-tp =205 (v; —vp) vy

3.c)
Pip=Fjp- 0, = Q,USU?(I —2)’z
On dérive f(z) =z (1 —2)* :

af _
dz

qui s’annule pour x = 1 (minimum : P;_,, =0), ou z = %, qui est un maximum :
2 0N /2\°
et 1) - ()

. . 3
Fj_>p:2u5(vj—vp)2ux, Pj_>p=2,uSv?(1—x)2x, six = %, Pros = (%) ,uSv?.

(l-z)f-2(0-z)z=01-2)1-2z-2z)=1—-2)(1-32)

Eléments de correction :
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physique

Les techniques mathématiques a connaitre

Utilisation de formules d’analyse vectorielle

Formules locales de dérivation d’une somme

v (U.V) = (VU).V V)
7 (v.A4) = (90) A+ U.(74)
7 (UA) = (F0) A A+ U (7 1 A)
9.(AnB) = (VAA).B- A (77B)
A (AnB) = (9.8) A~ (7.A) B+ (B7) A~ (47).B
Z +(49) B+ (69) 4

A (VU)=0
v (*/\ff) =0
V. (VU) =v*U

—’

Formules intégrales pour une surface S délimitée par un contour fermé %
M

Surfaces s'appuyant

Formule de Stokes :
— —_—
fZ-dﬂz j@(X) -d2s sur %’
v s
Formule de Kelvin :

— =7 —

f fal = fdeS/\grad(f)

« s
Cg : contour fermé orienté
Formules intégrales pour un volume V délimité par la surface fermée X
Formule d’Ostrogradsky :

o S -

{fa-axs = ([[ aiv (4) a*r ,

o v 4’y 5
Formule du gradient : — [ ;’7\ s
RESy [ | %
— - V R
25 7 3 ]
ﬁfd Y= jff grad (f) d°t If//_ﬁ
b 1% \
o _______j
—l_cl_i 5

Formule du rotationnel :
[f s nd=([frol () air
bl 1%
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Technique a maitriser
jeudi 12 octobre 2017

I- Les capacités exigibles

1. Bilans de masse et calculs de débits

ce qu’il faut savoir faire capacités
I

| Etablir un bilan de masse en raisonnant sur un systéme ouvert et fixe ou sur un systéme fermé et mobile.
Utiliser un bilan de masse.

2. Bilans de quantité de mouvement

ce qu’il faut savoir faire capacités
I

Associer un systéme fermé a un systéme ouvert pour faire un bilan. Utiliser la loi de la quantité de
mouvement pour exploiter un bilan.

3. Bilans d’énergie cinétique

ce qu’il faut savoir faire capacités
I

Associer un systéme fermé & un systéme ouvert pour faire un bilan.
Utiliser la loi de I’énergie cinétique pour exploiter un bilan. Exploiter la nullité (admise) de la puissance
des forces intérieures dans un écoulement parfait et incompressible.

II- Méthodes

1. Bilans de masse et calculs de débits

/“A) Calculs de débits méthode

Il faut bien définir la surface et son orientation. — —
Il faut discerner débit massique (Dy, = [ p. 7 .d%S) et débit volumique (D, = [[, V.d25).

B) Faire un bilan de masse méthode
Il faut faire un schéma avec :
e 3 l'instant ¢ le systéme ouvert et le systéme fermé qui le traverse;
e 3 l'instant ¢t + dt le systéme ouvert et le systéme fermé qui le traverse.

Seule la masse d’un systéme fermé est toujours constante (pas celle d’'un systéme ouvert en régime non

permanent) : ZM = 0.
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2. Bilans de quantité de mouvement

/-‘C) Faire un bilan de quantité de mouvement méthode
Il faut faire un schéma avec :
e 3 l'instant ¢ le systéme ouvert et le systéme fermé qui le traverse;

e 3 l'instant ¢ + dt le systéme ouvert et le systéme fermé qui le traverse.

Seule la quantité d’un systéme fermé suit le théoréme de la résultante cinétique : %13 =XF. .
Attention & ne pas introduire dans le bilan des forces une force de poussée !
Ne pas oublier la résultante des forces de pression.

3. Bilans d’énergie cinétique

/D) Faire un bilan d’énergie cinétique méthode
Il faut faire un schéma avec :
e 3 l'instant ¢ le systéme ouvert et le systéme fermé qui le traverse;

e 3 l'instant ¢ + dt le systéme ouvert et le systéme fermé qui le traverse.

Seule ’énergie cinétique d’un systéme fermé suit le théoréme de la puissance cinétique : DDE; =Y P.t +
Y.P;s = X P, dans le cas d’un écoulement parfait et incompressible.

ITI- Exercices

1. Bilans de masse et calculs de débits

1.1) Débit d’un ruissellement laminaire
Un liquide - assimilé & un fluide visqueux, newtonien, incompressible, de masse volumique p et de viscosité
dynamique 7 s’écoule sur un plan incliné d’un angle « sur I’horizontale sur une hauteur ¢ constante. On étudie
I’écoulement en régime stationnaire. On admet que le champ de vitesse est :
W.g.sin o

ol i, est orthogonal a I’écoulement (et donc au plan incliné), orienté depuis le plan vers le liquide.
1) En déduire le débit volumique D, par unité de largeur de ’écoulement.

1) Le débit volumique D, par unité de largeur de I’écoulement est

z2=0 . . z=0 . 3
D, = / PG SMA o 5 ) oy = e85 / (2.0 — 2) 2z = 1950 (5a O
=0 2.m 2.m =0 2.m 3

soit )
D, — p.gsina
3.m

1.2) Débit a travers une paroi poreuse (loi de Darcy)
Une paroi poreuse est modélisée par une couche de matiére d’épaisseur ¢ percée de N tubes cylindriques
horizontaux, de rayon a et de longueur ¢ (a < ¢), par unité de surface. Il existe, au sein du liquide, une différence
de pression Ap entre les deux faces de la paroi poreuse. On ne tient pas compte du champ de pesanteur.
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On admet que I’écoulement d’un fluide visqueux newtonien, incompressible, & travers cette paroi est ca-
ractérisé par une loi de Poiseuille cylindrique dans chaque tube, avec un champ des vitesses ¢ = v(r)u, tel
que :

Ap

v(r) = 4.n.0

(@ ~1?)

ou r désigne la distance a ’axe du tube.
1) Exprimer le débit volumique D, du fluide & travers la paroi sous la forme

D, = S.Ap
n.¢

ou K est la perméabilité de la paroi et S représente la section totale de la paroi.
2) En déduire la vitesse moyenne V' du fluide - vitesse de Darcy - & travers la paroi.

1) Le débit volumique dans chaque tube est

r=a A r=a A 4 4
Dy =27 /7:0 v(r).dr = 27Tr7f£ - (a®> —r?) rdr = 27rr7f€ ((12 - i)
soit A .
Dy = p.T.Q
8.t
(c’est la loi de Poiseuille pour un tube). Pour tous les N tubes :
B N.Ap.m.a*
Y 8l
On a bien SA
D, = K22P
n.l
avec Nl
T.Q
K =
8.5
2) La vitesse est telle que D, = S.V, soit
v — k2P
n.t

2. Bilans de quantité de mouvement

2.3) Jet sur une plaque fixe

On s’intéresse a une plaque plane orthogonale & u,, immobile dans le référentiel du sol, sur laquelle arrive
un jet d’eau a la pression atmosphérique (de masse volumique p, de vitesse Uy = vg.u,, de section S et donc
de débit massique D,,, = u.S.vg). Aprés contact avec la plaque, le jet est dévié d’un angle «, il garde la méme
section S, et la méme pression. On néglige tous phénomeénes de viscosité.

1) Déterminer la force F}-et exercée par le jet sur la plaque en régime permanent.

2) Montrer en particulier que si & = 0 (le fluide repart dans la direction d’incidence),

—

Fjet = 2Dm’l70

1) On prend comme systéme la plaque et le fluide compris entre deux surfaces : S, la surface d’entrée et
S, la surface de sortie. Le théoréme de la résultante cinétique appliqué au systéme fermé coincident donne :

Dﬁ,E* dP oms ,  OMme

Dt et T Ty T T T e
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ol Eﬁemt est la somme des résultantes des actions extérieures, qui prend en compte les forces de pression (de
résultante nulle) et la force Fyyppors due au support de la plaque. En régime permanent,

Fsupport = Dm (773 - 176)

ol ¥, = Uy = vg.Uy et Us = vp. (— cos .ty + sina.iy). Aussi, la force due au jet d’eau sur la plaque peut
apparailtre comme :

—

Fiet = fﬁsuppom = Dp,. (e — Us) = Dyp.vg (1 + cos ) .Uy — sin a.ily)

2) Dans le cas out a = 0 (le fluide part dans la direction d’incidence),

Fjet = 2.Dm.v0

2.4) Jet sur une plaque mobile
Une plaque, perpendiculaire a la direction horizontale (Ox), est en translation, de vitesse constante ¥ = v.é,.
Elle est « poussée » par un jet d’eau, dont la vitesse est ¥;0 = vg.€, et le débit massique D,,,.
Un déflecteur dévie le jet d’un angle dont la valeur est o dans le référentiel de la plaque. Le jet garde une
section uniforme, sa pression reste égale a la pression atmosphérique et on néglige toute viscosité.
1) Calculer le débit D/, du jet dans le référentiel de la plaque.
2) Calculer la force exercée sur la plaque.

1) Le débit dans le référentiel du sol est D,, = u.vg.S.
La vitesse du jet incident dans le référentiel de la plaque est V; = (vg — v).€,. Aussi le débit dans le
référentiel de la plaque est D], = p.V'.S = p. (vg —v) .S, soit :

v
D;:DW<1—%>

2) Le référentiel de la plaque est galiléen. La conservation de ’énergie dans celui-ci implique que la norme
de la vitesse de l’eau est constante (on ne tient pas compte de la pesanteur). La vitesse du jet émergent dans
le référentiel de la plaque est Vf = (vo — v) . [— cos a€, + sin €. Le systéme plaque + eau en contact avec
le déflecteur est soumis & la pression atmosphérique de résultante nulle et & une force du support E..

Un bilan de quantité de mouvement pour ce systéme donne : F, = D;.. <‘7f — V;)

On voit donc apparaitre la force exercée par le jet : F"s = —ﬁj, soit

F; = D,,. (1 - v) (vo —v) . [(1+ cos o) €, — sin €]
Vo

2.5) Force sur une lance d’incendie

Un tuyau souple, de section S se termine par un embout dont la section terminale s = 1cm? est trés petite
devant S.

La pression dans le tuyau est P; = 10bar et le jet sort dans I’atmospheére & la pression Py = 1lbar. L’embout
fait un angle droit avec la partie antérieure du tuyau.

La vitesse du jet sera supposée trés grande devant la vitesse du fluide dans le tuyau.

1) L’eau étant assimilée & un fluide partait, calculer le débit massique D,

2) Calculer F,, la composante paralléle au jet de la force F exercée par la personne qui tient la lance.

1) Dy, = 1.5Vt = .S Viuyan. COmme S>> s, Vjer > Vruyau-
Le fluide étant parfait, on peut calculer le débit en utilisant ta relation de Bernouilli :
Yiet 4 PoPtueu 4 Py o Py

5 .

~

iz 2 © Iz
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Aussi, vjer = J2 =R dron
M
Dy = 5./2.u (P, — Py) = 4,2kg.s™*

2) Les forces appliquées sur le systéme formé par I’embout, le coude du tuyau et le fluide sont :
e I la force a exercer sur Pextrémité du tuyau,

e [’ les forces de cohésion du tuyau en amont (suivant é,),

(P, — Py) .Sé, les forces de pression suivant l’axe du tuyau,

(Py — Py) .sé, les forces de pression suivant le jet,

Le bilan de quantité de mouvement appliqué & ce systéme donne :
F + F/ + (Pl - PO) ng = Dm (ﬁjet - ﬁtuyau) ~ Dm-Ujet~

En projetant suivant €, on trouve Fy = Dy, .vjer = f1.5.07.,. On en déduit :

FUZQ(Pl—Po)S:18ON

2.6) Force de poussée subie par une fusée
Une fusée, dont la masse a U'instant ¢ est m éjecte vers 'arriére les gaz issus de la combustion du carburant
et du comburant qu’elle contient. On suppose qu’elle est en translation, de vitesse ¢ par rapport au référentiel
d’étude, galiléen, et que la vitesse @ des gaz éjectés dans le référentiel de la fusée est uniforme et constante. D,,
représente leur débit massique.
1) Calculer la poussée de la fusée, c’est-a-dire la force ﬁp qu’il faudrait appliquer & un systéme fermé soumis
aux mémes forces extérieures pour obtenir la méme accélération.

1) On se place dans le référentiel non galiléen de la fusée. Soit le systéme ouvert constitué par la fusée,
le carburant et les gaz qu’elle contient, et le systéme fermé coincident. Ce systéme est soumis & une force
d’interaction F (pesanteur, frottements, etc.) Sa quantité de mouvement est constante, le bilan de quantité
de mouvement donne : F + F, = D,,.@ (il n’y a pas de flux entrant). Aussi :

—

B, = —Dy,.i

2.7) Evolution de la vitesse d’une fusée

Une fusée, de masse totale m(0) = 12t au départ, est lancée verticalement. La propulsion est assurée par
un dispositif & réaction : éjection de gaz produits par la combustion de propergol & travers une tuyére, avec
un débit massique constant a = 120kg.s~!, a la vitesse relative @ par rapport a la fusée (u = 2400m.s~1). Le
mélange combustible a une masse m.(0) = 0,8.m(0) au départ.

1) Etablir I’équation différentielle vérifiée par la vitesse V de la fusée & I'instant ¢ dans le référentiel terrestre
considéré comme galiléen, en fonction de ¢, intensité du champ de pesanteur au lieu ou se trouve la fusée, u, et
m(t) masse de la fusée a l'instant ¢.

2) Pour une intensité du champ de pesanteur constante, intégrer la précédente relation pour trouver V(t),
la vitesse de la fusée & 'instant t¢.

3) On prendra g = 10m.s~2. Calculer la vitesse maximale V., acquise par la fusée.

1) & gy dm g

dt m.dt
2) V(t)=gt+n (m@i{))) .
3) Viar = 3,1.103m.s71

3. Bilans d’énergie cinétique

3.8) Puissance d’une pompe
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Une pompe aspire ’eau d’un puits, et la transvase dans un réservoir pressurisé avec un débit massique D,,
constant. Le niveau supérieur de I’eau dans le réservoir est & une altitude h au-dessus de celui du puits, et la
pression y est égale & P;, supérieure a la pression atmosphérique Fy. On néglige toute viscosité.

1) Calculer la puissance utile P, fournie par la pompe au fluide.

1) On effectue un bilan d’énergie mécanique pour le systéme constitué par l’eau comprise a l'instant ¢,
dans un tube de courant qui relie la surface supérieure du puits a celle du réservoir.

Les énergies cinétiques entrante et sortante sont négligeables.

L’énergie potentielle massique entrante est nulle en prenant ’origine des énergies potentielles au niveau
de la surface du puits. L’énergie potentielle massique sortante est égale & g.h.

Le régime étant permanent I’énergie mécanique du systéme ouvert ne varie pas.

La puissance des force de pression est P, = (Py — P;) %.

Conclusion : PP
P, = D,,. <g.h + 1_0)

4. Techniques mathématiques - Utilisation de formules d’analyse vectorielle

4.9) Démonstration de la formule de Kelvin

1) En utilisant, dans la formule de Stokes, f K ot K est un vecteur uniforme, démontrer la formule de
Kelvin.

Or
puisque K est uniforme. On remplace :
e [ ral] = Jf (s ) =[] (P )|
< s g

par permutation circulaire. Cette derniére relation est vraie pour K = ,, ou i, ou encore #,. Donc la

relation de Kelvin :
% H
f{ fal = ﬂdQSAgmd(f)
€ S

est vérifiée.

4.10) Démonstration de la formule du gradient

1) En utilisant, dans la formule d’Ostrogradsky, f K ou K est un vecteur uniforme, démontrer la formule
du gradient.

1) On applique la formule d’Ostrogradsky avec A= flz :

ffr&-@%= ([ aiv (1K) ar
3 14

div (ff?) - (ff?) = (f) 'I?Jrf(ﬁl?) = (Vf) -K = gradf - K

puisque K est uniforme. On remplace :

3 [@fd—ﬁ] _ ([[ rads R aie = lﬂ mfdﬂ s
P |4 |4

Or
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Cette derniére relation est vraie pour K = u, ou 4, ou encore . Donc la formule du gradient :

[ = [[ i o
\4

b

est vérifiée.

4.11) Démonstration de la formule du rotationnel

1) En utilisant, dans la formule du gradient, f K ou K est un vecteur uniforme, démontrer la formule du
rotationnel.

1) On calcule

w rot (4) a7 = f‘ﬂr‘ft (FE) a*r

o rol (FE)=FA(FR) = (T AR+ f (FAR) = (9)) AK = grad (/) n K

puisque K est homogéne. En remplagant,

JfJ 76 (1) e = ff] (st ) 7 = (H s d3T> R

Or, d’aprés la formule du gradient avec A= f K,

qui donne

Donc la formule du rotationnel :

est vérifiée.

4.12) Rotationnel d’un gradient
1) Montrer que le rotationnel d’un gradient est nul :
1.a) en utilisant des formules locales de double dérivation,
1.b) en utilisant des formules intégrales.

1)
1.a)

rot (grad (f)) = 9 A (9f) =0

grace a la nullité du produit vectoriel d’un vecteur (V) avec lui-méme.
1.b) On utilise la formule de Stokes :

fsfr_o%(ﬁl(f)) 5 = § grad(f)-d = a7 =171} = ovs

— .
ce qui assure que 770% (gmd (f)) =0.
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4.13) Divergence d’un rotationnel
1) Montrer que la divergence d’un rotationnel est nulle :
1.a) en utilisant des formules locales de double dérivation,
1.b) en utilisant des formules intégrales.

1)
1.a)
dio (70 (2)) = - (9.4) =0

grace & l'orthogonalité du produit vectoriel avec un vecteur (V) le composant.
1.b) On utilise la formule d’Ostrogradsky :

j‘l dw(rot( )) d°r grot( ) d=x
Si maintenant on décompose la surface fermée X en deux surfaces Sy et Sy :
div (rot (£)) @*r = ([ ot () -5, + ([ 7ot (4) - &S,
IJ w(rot( )) T lljrot( ) 1—|—£jrot( ) 2
la formule de Stokes nous donne :
fvf div (@(ﬁ)) dST%%IXmE}wL%@X«@

ol ¢ et €5 sont les mémes contours fermés, mais orientés dans des sens opposés! Donc :

g div (E% (/T)) &7 = OvV

ce qui assure que div (7’_m>5 </Y)) = 0.
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Travaux dirigés
vendredi 13 octobre 2017

Cet exercice sera fait en demi-groupe lors de la séance de travaux dirigés.

Un "jetlev" est un dispositif fixé au dos d’un
pilote lui permettant de s’élever au-dessus d’une T o
étendue d’eau (lac, mer...).
Une poussée suffisante est permise grace a 'ex-
pulsion d’eau a grande vitesse par deux tuyéres
orientées vers le bas et alimentées grace & un tuyau

flexible d’une dizaine de métres de long.

Afin de limiter le poids de I’engin, la pompe ?
et le carburant sont disposés dans un bateau auxi- ‘
liaire. ’

Enoncé

Pour répondre aux questions qui suivent, il vous appartiendra de modéliser la situation physique et de la
mettre en équation.
Il est attendu que :

e vous représentiez par un (ou plusieurs) schéma(s) la situation physique étudiée

e vous choisissiez les notations que vous utilisez en attribuant un nom & chacune des grandeurs physiques que
vous serez amené 3 introduire

e vous précisiez les lois physiques que vous appliquez

e vous précisiez, en le justifiant, les différentes hypothéses ou approximations que vous utilisez

e vous proposiez des ordres de grandeur réalistes des données physiques manquantes

e les éventuels calculs soient menés sous forme littérale, avec pour objectif final d’obtenir une valeur numérique

1) Effectuer une analyse qualitative des phénoménes physiques permettant d’expliquer le vol stationnaire
de l'utilisateur d’un jetlev.

2) Quelle puissance doit fournir la pompe permettant au pilote de rester & une hauteur de quelques métres
au dessus de la surface de 'eau? On pourra s’aider d’un bilan de quantité de mouvement et d’énergie entre
deux instants successifs.
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Correction

e Pour simplifier, on cherche & déterminer la force de poussée permettant 1’équilibre de 1'utilisateur. On
se place dans le référentiel terrestre supposé galiléen. Par application du pr1nc1pe fondamental de la
statique au systéme {utilisateur + dlSpOSltlf} onadonc P+ Fy+ Fy=0o0uP = Myotg est la force de
pesanteur, my,; la masse du systéme et Fz sont les deux forces liées & ’éjection d’eau en sortie des tuyéres.
Ces dernieres doivent étre de méme intensité [} = I = "¢~ aprés projection selon ’axe vertical ; et
positionnées de maniére symétrique par rapport au centre de masse (méme bras de levier), sinon il y a
un mouvement de rotation.

)
FFoR
G
; G
L.
~—

e (Calculons maintenant la norme de la force de poussée en sortie d’une des tuyéres de section S = 71'%2 ol
D est le diamétre de la tuyére. On effectue pour cela un bilan de quantité de mouvement au systéme fermé
constitué de l'extrémité de la tuyére contenant une certaine masse d’eau m;, constante (débit supposé

constant) délimité par une surface de controle comme schématisé ci-dessous.

surface de controle

S

<y

\

L’ensemble étant immobile dans le référentiel terrestre, cherchons l’action de ’eau, supposée incom-
pressible, lors d’un écoulement a vitesse constante U, de débit massique D,, = pSv. On a donc :
0p = p(t + 0t) — p(t) = (mq1 + om)¥) — m¥ = dm¥ = (D,,0t)v. Ainsi D,, 7 = ‘;—f =mg (iln'y aa
priori pas d’autres forces s’exergant sur le fluide, la résultante des forces de pression étant nulle), soit
m1§ — Dy, ¥ = 0 constituant le PFS pour le systéme. On identifie —D,, 7 = pSv2éz a la force de poussée
subie par une des tuyéres.

e On effectue maintenant un bilan d’énergie pour en déduire la puissance associée. On reprend le méme
systéme, et 'on utilise le théoréme de ’énergie cinétique entre deux instants t et (¢+Jt), en ’absence
de pertes (viscosité négligée) : (D, 6t)v? = W = P4t dont on déduit la puissance associée a I'une des
forces de poussée P = $D,,v% = $pSv.

e Il faut coupler les deux bilans : avec Fy = F, = ™%t = pSv? on peut isoler la vitesse v = ,/%. La

2pS 2

3/2
Miotg / _ 1 (miorg)®
-2 2pS

puissance associée aux deux tuyéres est alors Py, = 2P = pSv3 = pS (

o Il est temps d’évaluer numériquement la puissance. On considére un ordre de grandeur typique de la
masse totale de my,: = 200 kg (une personne + son équipement) ; le diameétre est, d aprés la photo de
lordre de 55 de la taille d’une personne, soit typlquement 5 cm, donc S ~ 20 cm? = 2,0 x 1073 m?;
la masse volumlque de I’eau est de p = 1000 kg-m~3, et I'on prendra g = 10 m-s~2. On obtient alors
soit ’équivalent d’un moteur de 30 chevaux (1 ch = 0,736 kW), cela parait relativement

cohérent, et compatible avec les brochures des produits commerciaux.
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Devoir non surveillé
vendredi 13 octobre 2017

Le document est a lire, I’exercice est & rendre.

Ressaut et mascarets

"Ce que disent les fluides" - 2nde éd. - de E. Guyon, J-P. Hulin et L. Petit
Belin - Pour la Science

Des vagues fixes

Ressaut hydraulique

Un jet d’huile qui arrive verticalement sur un plan solide horizontal donne naissance & un film liquide. Ce film
s’écoule radialement sur cette surface, vers l'extérieur (Figure 4). Prés de la zone d’impact du jet, I'épaisseur du
film est faible et sa vitesse élevée. L’observation la plus surprenante est ’existence d’un bourrelet stationnaire
de liquide qui se forme & une certaine distance du centre : il s’accompagne d’une brusque augmentation de
I’épaisseur du film vers ’extérieur, et d’un ralentissement simultané de 1’écoulement.

© 4. Ressaut hydraulique formé par un jet incident sur un plan horizontal. Le fond quadrillé permet d’estimer I'épais-
seur de la couche liquide.
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Cette expérience est semblable & I’observation courante d’un filet
d’eau qui tombe sur le fond d’un évier. Comme dans I’exemple pré-
cédent, il se produit, a quelques centimétres du point d’impact, une
transition d’un régime d’écoulement rapide vers un régime lent. Le
bourrelet & la frontiére entre les deux zones fluctue, et entraine de
nombreuses bulles. La différence d’aspect entre les deux expériences
tient & la vitesse du liquide : elle est plus faible dans la figure 4,
ot ’écoulement est régulier (ou «laminaire»), que dans l’exemple de
Pévier ot I’écoulement est fluctuant (c’est-a-dire «turbulenty ). Curieu-
sement, pour des conditions expérimentales légérement différentes, on
observe des figures spectaculaires comme des hexagones (Figure 5) au
lieu d’un cercle.

Dans tous les cas, la transition entre les deux zones d’écoule-
ment représente un ressaut hydraulique. A une échelle beaucoup plus
grande, des discontinuités analogues sont observées en bas des déver-
soirs (Figure 6) par lesquels s’évacue le «trop plein» des barrages :
I’écoulement y est turbulent et accompagné d’un fort brassage d’air
(c’est, cette fois, un écoulement paralléle et non plus radial).

Nombre de Froude

Le nombre de Froude F'r caractérise le rapport entre la vitesse v du
liquide et la célérité (g h)2 des ondes de surface (h est Iépaisseur de la
couche de fluide). Le ressaut hydraulique marque le passage d’une zone
ou F'r est supérieur a I'unité, & une région ou il lui est inférieur et ou
le fluide s’écoule plus lentement. Les déformations accidentelles de la
surface viennent par ailleurs renforcer le ressaut : celles qui sont dans
la zone lente en aval peuvent «remontery» le courant vers le ressaut
(puisque Fr < 1), tandis que les perturbations dans la zone rapide
sont au contraire entrainées par le courant jusqu’au ressaut (Figure 7).
Il existe une analogie entre le bourrelet d’un ressaut et les «ondes de
choc» dans les souflleries et écoulements supersoniques : les fronts de
choc séparent en effet une zone d’écoulement supersonique (équivalente
a la zone amont du ressaut) d’une zone d’écoulement subsonique (&
comparer & la région aval). Le nombre de Mach joue en acoustique le
role du nombre de Froude pour le ressaut hydraulique.

Si les ressauts sont fixes, les mascarets ou les vagues déferlantes se
propageant sur un fluide globalement immobile, constituent la version
«mobile» du méme phénomeéne. Imaginez que vous fixez le mascaret en
vous déplacant & sa vitesse : vous contemplerez alors une discontinuité
stationnaire du niveau, comparable & celle observée dans un ressaut.

5. Ressaut hydraulique de contour hexagonal créé
par I'impact d'un fluide visqueux sur un plan. Le nombre
de cotés des polygones observés est variable suivant
I'épaisseur de la couche de fluide, son débit et sa visco-
sité. Le ressaut a ici une forme de bourrelet, limité a I'ex-
térieur comme a l'intérieur par des couches liquides
planes sur lesquelles se refletent le jet et le dispositif
d’éclairage.

6. Ressaut hydraulique en bas d'un déversoir a
proximité du barrage d'ltaipu (frontiére Brésil-Para-
guay). Leau s'écoule trés rapidement sur le plan incliné
avant que I'épaisseur de la couche liquide n'augmente
brusquement. Cette transition est ici déclenchée par
une légere remontée du plan incliné.

Y "
{ % o k. (N
s

7. Vue en coupe d'un ressaut hydraulique pour un jet
de fluide visqueux arrivant sur un plan. Les célérités ¢
des ondes de surface sont inférieures a la vitesse v; du
liquide dans la région centrale (Fr > 1), et supérieures a
la vitesse v, (Fr < 1) dans 'anneau externe.

Enoncé

On note p la masse volumique du liquide, Py, la pression atmosphérique et g ’intensité de la pesanteur.

1) Ressaut cylindrique

On s’intéresse au ressaut de la figure 7. Le jet a un débit volumique D,, et la vitesse dépend de la distance

r a ’axe du probléme :

e 3 lintérieur (r < R), la hauteur de liquide est h; et la vitesse v(r) = vy (r);

e 4 extérieur (r > R), la hauteur de liquide est hy > h; et la vitesse v(r) = va(r).

1.a) Faire un schéma ou apparaissent ces données.
1.b) Qu’impose la conservation du débit ?

1.c) Tracer lallure des variations du nombre de Froude F'r avec r.

2) Ressaut rectiligne

On modélise le ressaut (la vague) par une marche rectangulaire de hauteur Ah, sur une riviére. On suppose
le fleuve rectiligne, suivant Ox (z croissant de 'amont vers l’aval), et de largeur uniforme, égale & L . On se
place dans le référentiel du sol ou le régime est permanent car la vague y est immobile. Dans ce référentiel, la

vitesse de déplacement de I’eau du fleuve est :
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e V.i, en amont de la vague, ou h, est la profondeur du fleuve sans la vague;
e V'.i, en aval de la vague, ou h,, = h, + Ah est la profondeur du fleuve avec la vague.

On choisit un systéme ouvert d’eau, portion de fleuve limité par une section verticale en amont de la vague
et une section verticale en aval du ressaut.
2.a) Faire un schéma ou apparaissent ces données.
2.b) En faisant un bilan de masse, montrer que :

(1) hpV = hp. V'

2.c) Faire un bilan de quantité de mouvement reliant le systéme ouvert au systéme fermé coincident.
Calculer la somme des forces de pression appliquées sur le systéme fermé coincident, en supposant qu’en amont
comme en aval, la pression de 1’eau varie comme en hydrostatique. En déduire que

) 2
hr — hm

(2) (th.‘/l2 — hr.VQ) = Tg

2.d) Déduire des deux relations précédentes une expression de V et de V.
2.e) On admet que le nombre de Froude avant le ressaut est F'r = \/;/T > 1 et que le nombre de Froude
aprés le ressaut est Fr’' = \/;/};7 < 1. Montrer que si une particule liquide s’échappe du ressaut vers ’amont

elle est donc ramenée vers le ressaut ; réciproquement, si la particule liquide s’échappe du ressaut vers I’aval,
elle revient en arriére dans le ressaut.
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1) Ressaut cylindrique
l.a) Schéma :

Correction

1.b) La conservation du débit volumique impose

soit
e A lintérieur (r < R), D, = 2w rhyvi(r);
o & lextérieur (r > R), D, = 2w r ho va(r).

1.c) Le nombre de Froude est

soit

T _owui(r) D .
oallnterleur(r<R),Fr—\/g71——+r,

1

2mr Jgh?
e & lextérieur (r > R), Fr = 2 (r) _ — Dy
’ ghz 27r'r*\/§h27
Fr
1 _________________________________

D, = //v(r)rd@dz

2) Ressaut rectiligne
2.a) Schéma :
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2.b) On note la masse dm, = p.h,.L.V.dt qui va entrer dans le systéme ouvert entre ¢ et ¢ + dt et la
masse dmg = p.hpy,.L.V'.dt qui va en sortir.
La masse du systéme fermé a l'instant ¢ est égale & la masse du systéme ouvert : M(t) = M,(t).
La masse du systéme fermé & l'instant ¢ + dt est reliée & la masse du systéme ouvert par :
My (t+dt) = My(t + dt) + dms — ome.
Comme la masse du systéme fermé se conserve (My(t + dt) = My (t) et qu’on est en régime permanent
(M, (t + dt) = M,(t)), donc dmg = dm, soit :

hy .V = hp V'

2.c) Bilan de quantité de mouvement.
La variation temporelle de la quantité de mouvement du systéme fermé est :

DP; _ PBy(t+dt) ~ By(t) _dF, omy .  om

Uy — —— V1,
Dt dt @ " dt oar T
ol la variation temporelle de la quantité de mouvement du systéme ouvert est déz" = 0 car on est en régime

permanent. Aussi, le bilan donne :

DP;

5 = SFept = L (hin .V — h,..V?) .,

ou Zﬁemt est la somme des résultantes des actions extérieures qui s’appliquent sur le systéme fermé.

Sur la face en amont, la pression vérifie pamont(2) = Patm + p.g.(hr — z). La pression n’est pas homogeéne,
on obtient la force en intégrant les forces élémentaires sur des bandes de largeur L (celle du fleuve) entre les
cotes z et z + dz, donc

z=h
= v . h "
Fomont = / pamont(z)-L-dzum = (Patm + H-g-é) L.h, .ty
z

De méme, sur la face en aval, la pression vérifie payai(2) = Pagm + p-g.(hm — 2) et la pression :

z=h
= ™ . h i
Foval = —/ Paval(2). L.dzii, = — (Patm + u.g.Tm) L.h,, .U,
z=0

Enfin, on n’oublie pas que la vague elle-méme a une surface L(h,, — h,) soumise a la pression Py, d’ou une
troisiéme force

ﬁvague = atm-L-(hm - hr)ﬁx
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Au total, la résultante des forces de pression suivant i, est :

. . o o h2 _ B2 .
F = Fomont + Foval + Fuague = %M'Q'L-ux
On trouve donc :
h2 _ h2
(h V" = h, . V?) = - 5

2.d) Expression de la vitesse.
(2) dans (1) donne :

02 n2—n2,
v (),

Apreés simplification on en déduit
h2 —h2,  hn,
2 I,

et B g, ; Jhet by by
V= —5 hrg et V' = — ﬁg

2.e) Si une particule liquide s’échappe du ressaut vers ’amont, sa vitesse de propagation ¢ = /g h,
est inférieure & celle de 1?7écoulement supercritique V' et elle est donc ramenée vers le ressaut.
Réciproquement, si la particule liquide s’échappe du ressaut vers ’aval, sa vitesse de propagation ¢’ =
Vg o, est supérieure a celle de ’écoulement sous-critique V' et donc lui permet de revenir en arriére dans
le ressaut.

V2 (hy — hy) =

soit encore :
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