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Devoir surveillé n
◦
6 B : ondes

Résolution de problème

Estimer la puissance d'une antenne wi-� pour qu'elle respecte les normes en vigueur.

Estimer alors le DAS d'un tel dispositif.

Problème n◦1 : Etude d'un plasma

Le plasma interstellaire est constitué d'électrons de masse m, de charge −e, de nombre volumique n,
en mouvement non relativiste de vitesse

−→
v et d'ions supposés �xes. Il est localement neutre et le reste au

passage d'ondes planes progressives de vecteur d'onde
−→
k et de pulsation ω :

−→
E (

−→
r , t) =

−→
E 0e

i(ωt−
−→
k .
−→
r )

−→
B(

−→
r , t) =

−→
B 0e

i(ωt−
−→
k .
−→
r )
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1. a) Montrer à partir des équations de Maxwell, que de telles solutions supposent que la densité de

courant
−→
j soit elle-même une onde plane progressive harmonique du type :

−→
j (

−→
r , t) =

−→
j

0
ei(ωt−

−→
k .
−→
r )

Exprimer
−→
j

0
en fonction de ω,

−→
k ,

−→
E 0 et

−→
B 0.

b) En déduire que
−→
j est orthogonal à

−→
k .

c) Exprimer le champ magnétique en fonction de
−→
E ,

−→
k et ω.

d) Montrer que
−→
j et

−→
E sont colinéaires et déterminer la conductivité complexe du plasma dé�nie

par
−→
j = σ

−→
E . On utilisera la relation

−→
A ∧

(−→
B ∧

−→
C
)
=

(−→
A .

−→
C
) −→

B −
(−→
A .

−→
B
) −→

C

2. a) Ecrire l'équation du mouvement de l'électron et justi�er que l'e�et du champ magnétique est
négligeable.
b) En déduire une nouvelle expression de σ. Calculer la puissance volumique moyenne cédée par
le champ aux charges.

a) En utilisant les deux expressions de σ, déterminer la relation de dispersion ω(k) en introduisant
la constante K =

√
µ0ne2/m.

b) Calculer en fonction de k et K, les vitesses de phase et de groupe. Commenter et montrer que
vgvφ = c2.

3. Deux trains d'ondes de longueurs d'onde respective λ1 et λ2 < λ1 sont émis au même instant par
un objet stellaire situé à une distance L. En supposant que Kλ1 ≪ 1 et Kλ2 ≪ 1 montrer que la
di�érence de temps de réception des deux signaux est :

δt ≈ LK2

8π2c
(λ2

2 − λ2
1)

II : Antenne demi-onde

1 Rappels

1. Dé�nir ce qu'on appelle dipôle oscillant et hiérarchiser les 3 longueurs que l'on peut dé�nir.

2. Pour un dipole oscillant on donne l'expression du champ
−→
E ou

−→
B :

−→
X(M, t) =

µ0

4π

p̈(t− r

c
)

r
sin θ

−→
uθ

Préciser s'il s'agit de
−→
E ou

−→
B en utilisant l'analyse dimensionnelle. En utilisant le fait que l'onde

a la structure locale d'une onde plane (concept que l'on précisera) on donnera l'expression des deux
champs EM.

3. a) Dé�nir et calculer le vecteur de Poynting. Que représente-t-il physiquement ?
b) En déduire la puissance électromagnétique P moyenne rayonnée par le dipôle à travers une
sphère de rayon r. Commenter.

On rappelle que

∫ π

0

sin3 θdθ =
4

3
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2 Etude de l'antenne

Une antenne �liforme de longueur ℓ d'axe Oz centrée sur O est siège de courant sinusoidaux I(z, t) =

I0 cos
(πz

ℓ

)
exp(jωt) avec ω/c = 2π/λ. On suppose que ℓ = λ/2 et que la distance d'observation est r ≫ λ.

1. Quelle condition doit véri�er l'intensité de l'antenne à ses extrémites ? Est-ce le cas ?

2. Quelle est la di�érence majeure entre l'antenne et le dipôle oscillant ? Dans quelle zone est-on ici ?

3. A�n de pouvoir utiliser les résultats du cours, on découpe l'antenne en éléments de longueur dz.

P dz

−→
u z

0

θ

M

Justi�ez à l'aide du 1.2 que le champ rayonné par un élément dz autour d'un point P d'ordonnée z
vaut

d
−→
E =

µ0

4πr
sin θjωI0 cos

(
2πz

λ

)
exp(jω(t− PM/c))dz

−→
uθ

4. Comme M est très éloigné, on supposera pour intégrer que les champs rayonnés par dz sont émis dans

la même direction θ. Exprimer dans le terme de phase de d
−→
E , PM en fonction de r = OM au premier

ordre en z/r. En déduire, sous forme intégrale
−→
E et

−→
B .

5. Calculer explicitement les champs électrique et magnétique rayonnés sachant que∫ π/2

−π/2

cos x exp(jax)dx =
2 cos aπ/2

1− a2

6. Montrer que le vecteur de Poynting
−→
R est en valeur moyenne :

⟨R⟩ =
µ0cI

2
0 cos

2

(
π cos θ

2

)
8π2r2 sin2 θ

7. Tracer ⟨R⟩ dans un diagramme polaire.

8. On donne

∫ π

0

cos2(
π

2
cos θ)

sin θ
dθ ≈ 1, 22

Calculer la puissance moyenne P rayonnée par l'antenne. On dé�nit la résistance de rayonnement r
par P = rI2eff . Est-ce une véritable résistance ?Calculer r.

9. Pour une antenne de taille ℓ ≪ λ, on peut montrer que r ≈ 1000

(
ℓ

λ

)2

Ω. Quel genre d'antenne

doit-on choisir pour émettre un signal électromagnétique ?
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III. Propagation guidée

On rappelle les relations de passage à la traversée d'une surface portant une charge surfacique σ et un courant

surfacique
−→
j s : −→

E 2 −
−→
E 1 =

σ

ε0

−→
n12

−→
B 2 −

−→
B 1 = µ0

−→
j s ∧

−→
n12
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