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Corrigé du devoir surveillé n◦6 A : ondes

Problème n◦1 : Centrale MP 2012

III.A.1 Les équations de Maxwell s'écrivent :

div
−→
E =

ρ

ε0

−→
rot

−→
E = −∂

−→
B

∂t

div
−→
B = 0

−→
rot

−→
B = µ0

−→
j + ε0µ0

∂
−→
E

∂t

Les versions intégrales sont alors :

∫∫
⃝

−→
E (t). d

−→
S =

Qint(t)

ε0

pour l'équation de Maxwell-Gauss.

∫∫
⃝

−→
B = 0

pour l'équation de Maxwell-�ux.

∫∫ −→
rot

−→
B . d

−→
S =

∫∫
µ0

(
−→
j + ε0

∂
−→
E

∂t

)
. d
−→
S

pour l'équation de Maxwell-Ampère.

Nous verrons plus tard la version intégrée de l'équation de Maxwell-Faraday (équation de
Faraday).
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Problème n◦2 : Antenne demi-onde

1.1/1 On appelle dipôle oscillant un ensemble neutre de particules dont le moment dipolaire

électrique est :
−→
p (t) =

∑
qi
−−→
OPi = q

−−−→
A−A+ = p0 cosωt

−→
uz
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et dont l'extension géométrique a = maxA−A+ est faible devant la longueur d'onde et devant
la distance r où on cherche le champ EM :

a ≪ λ et a ≪ r

1.2/1 On remarque que [p̈] = [q].T−2.L = I.T−1.L donc [X] =
[µ0I]

L
[v] = [B][v]

On a donc [X] = [E].
Il vient

−→
E (M, t) =

µ0

4π

p̈(t− r

c
)

r
sin θ

−→
uθ

−→
B(M, t) =

µ0

4πc

p̈(t− r

c
)

r
sin θ

−→
uφ

localement, nous avons la relation :

−→
B =

−→
ur ∧

−→
E

c

caractéristique d'une OPP dans le vide. Cette relation est locale puisqu'elle dépend de la
position du point M (par

−→
ur). On ne peut pas dé�nir de direction de propgation

1.3.a/1

−→
Π =

−→
E ∧

−→
B

µ0

= E
−→
uθ ∧

E

µ0c
−→
uφ =

E2

µ0c
−→
ur

−→
Π =

µ0

16π2

p̈2(t− r

c
)

r2c
sin2 θ

−→
ur

Il représente le transport de l'énergie EM (puissance surfacique).

1.3.b/2 La puissance moyenne rayonnée à travers une sphère de rayon r s'obtient :

⟨P⟩ = ⃝
∫∫ ⟨−→

Π
⟩
. d
−→
S =

∫ θ=π

θ=0

2π
µ0

16π2

⟨p̈2⟩
r2c

sin2 θr2 sin θdθ

Or,

∫ π

0

sin3 θdθ =
4

3

d'où ⟨P⟩ = µ0 ⟨p̈2⟩
6πc

p̈ = −p0ω
2 cosωt

d'où ⟨P⟩ = µ0p
2
0ω

4

12πc

La puissance rayonnée est indépendante de r. Ce fait est lié à la décroissance des champ en
1/r qui n'est pas lié à un phénomène d'absorption mais à la répartition de la puissance sur une
surface en r2.
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1 Etude de l'antenne

2.1/0,5 L'intensité doit être nulle aux extrémités I(z = +− ℓ/2) = 0. Cette condition est bien

véri�ée.

2.2/1 Ici, la longueur d'onde est de l'ordre de la taille de l'antenne alors que pour un dipole

oscillant, λ ≫ a. Par contre, on se place dans la zone de rayonnement comme on l'avait fait
dans le cours (r ≫ λ).

2.3/2 Un élément de longueur dz parcouru par I =
dq

dt
est assimilable à un dipole de moment

dipolaire dp = dqdz. On a donc
dp

dt
= Idz. Il su�t d'utiliser le résultat du cours rappelé en I en

remplaçant p̈ par İ(z, t)dz
−→
uz. On a alors

d
−→
E =

µ0

4πr
sin θjωI0 cos

(
2πz

λ

)
exp(jω(t− PM/c))dz

−→
uθ

2.4/2 Dans le terme de phase de d
−→
E , PM≈ r−z cos θ (DL classique pour un dipole). On a donc

−→
E =

∫ ℓ/2

−ℓ/2

µ0

4πr
sin θjωI0 cos

(
2πz

λ

)
exp(jω(t− PM/c))dz

−→
uθ

d'où
−→
E =

µ0

4πr
sin θjωI0exp(jω(t− r/c))

∫ λ/4

−λ/4
cos

(
2πz

λ

)
exp(jω

z cos θ

c
)dz

Dans la zone de rayonnement,

−→
B =

−→
ur ∧

−→
E

c

2.5/2 On pose x =
ωz

c
et on utilise l'intégrale fournie pour obtenir

∫ λ/4

−λ/4

cos

(
2πz

λ

)
exp(jω

z cos θ

c
)dz =

λ

2π

∫ π/2

−π/2

cosx exp(jax)dx =
λ

2π

2 cos cos θπ/2

1− cos2 θ

d'où
−→
E =

µ0

4πkr
jωI0exp(jω(t− r/c))

λ

2π

2 cos cos θπ/2

sin θ
−→
uθ

2.6/2 ⟨−→
R
⟩
=

⟨
E2

µ0c

⟩
−→
ur

d'où ⟨R⟩ =
µ0cI

2
0 cos

2

(
π cos θ

2

)
8π2r2 sin2 θ

2.7/2
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2.8/2

P =
µ0cI

2
0

8π2

∫∫ cos2
(
π cos θ

2

)
sin2 θ

2π sin θdθ

P =
1, 22µ0cI

2
0

4π

Comme Ieff = I0/
√
2,

r =
1, 22µ0c

2π

Ce n'est pas une veritable résistance car la puissance ne représente pas une perte par e�et

Joule. 2.9/1 La puissance rayonnée doit etre la plus importante possible et il faut donc une

résistance de rayonnement maximale.

Résolution de problème/3

La taille de l'antenne quart d'onde est

λ

4
=

c

4f
= 3 cm

Pour calculer la puissance maximal délivrée par l'antenne on suppose le rayonnement isotrop
(�omnidirectionnel�). On a donc

Pmax = 4πr2minΠmax

On trouve alors
Pmax ≈ 0, 1W

On peut véri�er qu'on trouve approximativement la même valeur en utilisant les valeurs de
E et B maximales.

⟨Π⟩ = 1

2
ε0cE

2
0

Pour évaluer le DAS on peut supposer que la tête absorbe la moitié de la puissance de
l'antenne et est une sphère de rayon 10 cm contenat de l'eau de masse volumique 1 kg/L ce
qui fait une masse d'environ 4 kg.

Cela donne un DAS de 0,025 W/kg plus faible que la valeur limite de l'énoncé.
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