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Corrigé du devoir surveillé n°6 A : ondes

PROBLEME N°1 : CENTRALE MP 2012

III.A.1 Les équations de Maxwell s’écrivent :

_>
div E =2
€0
— = B
rot E :_8_
ot
%
div B =
_>
— = — 0E
rot B =y j +5O/LOE

Les versions intégrales sont alors :

pour I’équation de Maxwell-Gauss.

pour I’équation de Maxwell-flux.

pour I’équation de Maxwell-Ampére.
Nous verrons plus tard la version intégrée de 1’équation de Maxwell-Faraday (équation de

Faraday).
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III.A.2 Dans le vide, p = 0 et ; = (; on établir Péquation de propagation en calculant de deux

. —— = S = — 9B
maniéres rotrot F/, d’'une part comme —AFE puisque divE = 0 et d’autre part comme —rot%—lf =
1 E

c2 Ot2

%8—1? ; finalement, on obtient bien sir (dans le vide) I'équation de d’Alembert AE =

|>—A

|

C

IIT.A.3 L’onde proposé est une onde électromagnétique plane, progressive (de sens de propagation
€ ), monochromatique (de pulsation w), polarisée rectilignement selon (Oy).

III.A.4 Si on reporte cette forme dans I'équation de d’Alembert, on obtient k2 = w2/02 donc ici

w
k = —|; c’est I'équation de dispersion. On en déduit que les vitesses de phase w/k et de groupe dw/dk
c

sont des constantes indépendantes de la fréquence : le milieu est donc .

ITI.A.5 L’équation de Maxwell-Faraday s’écrit dans ce cas wB = E/\E donc E = % exp 1wt — kx)e,

- K
soit en notation réelle |B = —2 cos(wt — kx)e,
c

III.A.6 En utilisant les expressions réelles des champs, le vecteur de Poynting o= EJ\TB s’écrit ici

2
o= cosz(wt — kx)é, | . Le flux de II & travers une surface S est la puissance électromagnétique
Hoc

rayonnée & travers cette surface.

ITI.B Ondes électromagnétiques dans un milieu conducteur

. , . < _10°E 0]
III.B.1 1l suffit ici de reprendre les méthodes ci-dessus, |AE = 22 + pga
c
- m . 1OE oL .
II1.B.2 Posant j = vyE, il vient donc |AE = parToN + ”‘”E . Pour une onde plane progressive
= = c
et monochromatique, % = wet V= —ikeé, et cette équation de propagation impose 'équation de
. . 2 w?
dispersion |k° = = — WY | -
III.B.3 a. Il suffit de remarquer que —ikx = —ikix + kax pour en déduire, en repassant aux parties

réelles, l'expression demandée, |E = FEye2® exp (wt — ki) €y |.

b. kjestle qui décrit la propagation de 'onde; le signe de k; définit le sens de pro-
pagation (selon +¢ si k1 > 0). La partie imaginaire ko décrit une ou une |amplification

de I'onde, selon que le module de E est décroissant ou croissant lors de la propagation.

Si k1ko > 0, 'amplitude de 'onde lors de la propagation ; le milieu est donc amplificateur.

Au contraire, si k1ke < 0, amplitude de 'onde lors de la propagation ; le milieu est donc
absorbant.

c. La vitesse de phase est la vitesse de propagation du terme de phase kix — wt, qu’on écrit aussi
w

_k

ki(x — v,t) avec donc |v,

IS

ITI.B.4  L’équation de Maxwell-Faraday s’écrit B = /\E ; elle montre que les champs réels

électrique et magnétique sont si ko est non nul; ce déphasage est A¢ = arg(k).

kox

ITI.B.5 Revenant aux parties réelles, E = Ege™® cos (wt — k1) €, tandis que du champ complexe

B _ lq—(&:)_zkzekgz exp (wt _ klx) ¢, on déduit B' — okaz k1 cos(wt—klz);kg sm(wt—klz)é»z; on en déduit donc
2

= —C [k cos? (wt — k1x) — ky cos (wt — kyz) sin (wt — kiz)) e?k22g | dont la valeur moyenne tem-
w
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porelle, montre une (dé)croissance de la puissance rayonnée au fur et & mesure de la propagation,

2 2
_ €0 EO C 62k2m€
- x

— E2k'1 N - . . =
<H> = 9 e2k22g |- au vu des définitions rappelée ci-dessus, on a aussi <H> 5
v
©

21w
II1.B.6 a. La conservation du terme de phase sur la surface £ = 0 impose la conservation de la
; cette onde se propage dans le milieu (A) en sens inverse de 'onde incidente, d’ou le terme
de phase en wt + k4. De plus, le champ incident est tangentiel a cette surface et la conservation du
champ électrique tangentiel explique que les ondes réfléchie et transmise aient méme
que 'onde incidente.
b. Au vu de l'expression du vecteur de Poynting donnée ci-dessus, sa valeur pour 'onde incidente

— 2 —
au point O est I;(x = 0) = %ﬁ [k a1 cos? (wt) — kaz cos (wt) sin (wt)] &, dont la norme ||II;(z = 0)|| =

f;(%) ka1 cos? (wt) — kg cos (wt) sin (wt)| a pour valeur moyenne <||ﬁz(m = 0)||> = 2@; ka1 ; de méme,
., Eor|? — Eoq|? | Eor|* | Eot|? ki
<||HT(ZL' = 0)H> = %k‘Al et <||Ht($ = 0)||> = |QH(ZL kp1 donc |R = Eé; et = Egi k—Al

c. En l’absence de tout phénoméne dissipatif sur la surface x = 0, on a nécessairement |R+7T =1].
d. Sile vecteur d’onde kg est imaginaire pur, le milieu (B) ne transmet qu’'une onde évanescente,

qui ne se propage pas : il n’y a donc aucune puissance transmise, IT =0donc R=1 | . On avait vu
en IT1.B.4 que les champs électrique et magnétique sont, dans ce cas, déphasés de 7/2; le vecteur de
Poynting est donc de moyenne nulle. On trouvait bien sir le méme résultat en IT1.B.5 : le vecteur de
Poynting moyen est nul si £ est imaginaire pur.

e. Il s’agit du phénomeéne de réflexion en bout de ligne de 'onde électrique se propageant dans un

cable.

ITII.C Ondes électromagnétiques dans 1’ionosphére

III.C.1 La force de Lorentz F = q(E +TA B) se réduit a sa partie électrique car ||7A B|| < ||7]|- || B,
avec par ailleurs, du fait de 'équation de Maxwell-Faraday E%E’ = —%—lf ou B=E.AFE ; le champ

i

électrique étant transverse (dans un milieu neutre k - E = 0) on en déduit ||B|| = ||| donc aussi

=

|7 A B| < ||E||% ce qui permet enfin d’affirmer |||z A B|| < || E|
IIT.C.2 Puisque amplitude du mouvement des électrons reste faible devant A, le coefficient = dans
expt (wt — kz) varie au plus de Ax avec |kAz| < 27 et on peut donc considérer cette exponentielle

comme un terme proportionnel constant lors du mouvement électronique (dans le cas contraire, I’équa-

tion dynamique projetée en (Oz) fournit ‘g% o exp —tkx, qui n’est pas linéaire. Cette hypothése justifie
de rechercher la vitesse de I'électron en notation complexe, avec en particulier pour accélération w,.
Remarquons que cette hypothése n’est pas indépendante de la précédente : avec k ~ w/c, elle s’écrit
wAz L ¢ donc v K ¢ : c’est une nouvelle conséquence de l’approximation non relativiste. Le principe
fondamental de la dynamique, en présence de la seule composante électrique de la force de Lorentz,

. . = ~ e = L. . L e =
impose donc im.U, = —eE et |T, = — E|. On a évidemment de méme |7, =+ E| avec
1MW mow
me 3> me, ce qui justifie de négliger la contribution des cations au courant électrique j = ny (e?; — e€)
. . b4 2 n1€2
soit, en notation complexe, |7 =~vE| avec |v=
= = - 1MW

III.C.3  On cherche ici la moyenne de 5 E, (P) = %Re (j:E*) soit, la conductivité étant ici
imaginaire pure, |(P) =0|. En l'absence de perte d’énergie (par effet Joule par exemple), ce milieu

conducteur peut éventuellement étre transparent.

IT1.C.4 Les équations aux divergences fournissent, dans un milieu partout localement neutre, E €y =
Oet B-& =0 (Ponde est transverse électromagnétique); 'équation de Maxwell-Faraday fournit
la relation de structure B = % A E et enfin I’équation de Maxwell-Ampére fournit —iké, A B =
. . W2 — w2
Ho [anwﬁ + lﬁ} ou, aprés développement, |k* = ?p ou on a introduit la pulsation de plasma
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nie2

définie par |w, = . Dans l'ionospheére, |w, =1,78- 107 rad - s7!| . La longueur d’onde Ap

MeEo

associée, dans le vide, & une telle pulsation est A, = i—z = Zw—ic donc |\, = 1,06 - 102 m |; il s’agit d’une

onde du domaine radio.

1
III.C.5 a. Puisquek’<Oona |k=—- w? —w? |, traduisant I'atténuation (sans propagation)
c

du champ électromagnétique dans le plasma.

b. On a directement |E = Ey cos(wt)efx/ 6é'y ou on a défini une épaisseur caractéristique de ’at-

ténuation de 'onde dans le plasma, |§ = S . A partir de I’équation de Maxwell-Faraday,

2 _ 2
(JJp w

. = E
B = Z%E@ exp (wt — kz) €, donc | B = By sin(wt)efz/‘sé’z oil on a posé | By = —0, Jw2/w? —1].
c

c.  Comme attendu, (cos(wt)sin(wt)) = % (sin(2wt)) = 0 donc <ﬁ> =0/ : Ponde évanescente ne

transporte aucune énergie dans le plasma.
II1.C.6

a. On a maintenant k? > 0 donc |k = :I:%, Jw? — wg , traduisant la propagation possible, dans les
deux sens de 'axe (Ox), d’une onde dispersée dans le plasma.

2rx

b. On a directement E = Ey cos(wt F 3 )€y | ot on a défini la longueur d’onde associée & la propa-

2

= m . Le signe — correspond & la propagation dans le sens positif de I'axe (Oz). A partir

gation par | A

- - 2
de I'équation de Maxwell-Faraday, B = %EO expt (wt — kx) €, donc | B = By cos(wt F %)é’z ol on

E
a posé |By= +20./1- wg Jw?| . L’onde électromagnétique est transverse électrique et magnétique,
c

plane, progressive, monochromatique.

. " E?2 w2
c. On obtient I = £oBo ¢og? (wt — kx) €, soit, en moyenne temporelle, <H> =+—94/1- 2z, |.
Ho 2upc w?

c
d. v, =w/|ki| donc |v, = ——==. Le milieu est dispersif puisque cette vitesse de phase dépend

1—

&

de la pulsation.

2
2_,,2 w,
s . w w. . .
e. Dérivant k2 = 272 il vient ¢ = 29 = y_v, donc |v, = c{/1 — 2| . Cette grandeur mesure
= c ’ k dk (e} g w2

la vitesse de déplacement du maximum d’un paquet d’ondes quasi-monochromatique, donc aussi la
vitesse de déplacement de I’énergie dans le plasma.
f. On vérifie immédiatement ; on sait que cette circonstance n’a pas d’importance

physique pour v,, qui ne mesure la vitesse d’aucun objet matériel.

III.C.7 La fréquence retenue vérifie ; elle permet donc la transmission jusqu’au sol (et

retour) des signaux émis par le satellite sans absorption ni dispersion, avec [v, ~ vy, ~ c].

PROBLEME N°2 : ANTENNE DEMI-ONDE

1.1/1| On appelle dipole oscillant un ensemble neutre de particules dont le moment dipolaire
électrique est :

HOE > " q:OP; = gA_A = py cos wti,

4
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et dont ’extension géométrique a = maxA_A, est faible devant la longueur d’onde et devant
la distance r ou on cherche le champ EM :

’a<</\ et a<<7"‘

I
1.2/1| On remarque que [p] = [¢].T"2L =1LT 'L donc [X] = [ME ][v] = [B][v]
On a donc [X] = [E].
Il vient
=
Pt —-)
o) = ¢ gnow)
4 r
T
Pt —-)
Mo s
B (M, t) = P — € sinQu,
localement, nous avons la relation :
%
3 _ u A E
c

caractéristique d’une OPP dans le vide. Cette relation est locale puisqu’elle dépend de la
position du point M (par ur) On ne peut pas définir de direction de propgation

1.3.a/1

%
- LEAB E E?
i L
Ho HoC HoC

Y z
— _ /’LO p (t C)
1672 7r2¢

Il représente le transport de I’énergie EM (puissance surfacique).

. —
sin® fu,

1.3.b/2| La puissance moyenne rayonnée a travers une sphére de rayon r s’obtient :

=2\ 7 =T e ()
(P) _#<H>.d8 _/90 27?16”2381n 0r? sin Odb

T 4
Or, / sin® df = -
0 3
L Ho <P2>
d’ Py —
o (P 6mc
P = —pow? cos wt
2 4
PP _ MoPowW
d’ou (P) = 9rc

La puissance rayonnée est indépendante de r. Ce fait est lié 4 la décroissance des champ en
1/r qui n’est pas lié & un phénoméne d’absorption mais a la répartition de la puissance sur une
surface en r2.
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1 Etude de antenne

2.1/0,5

2.2/1

dans le

2.3/2

d
dipolaire dp = dqdz. On a donc d—f -

vérifiée.

L’intensité doit étre nulle aux extrémités I(z = +//2) = 0. Cette condition est bien

Ici, la longueur d’onde est de ’ordre de la taille de antenne alors que pour un dipole
oscillant, A > a. Par contre, on se place dans la zone de rayonnement comme on ’avait fait

cours (7> \).

d
Un élément de longueur dz parcouru par [ = d_? est assimilable & un dipole de moment

remplagant j par i(z,t)dzu_;. On a alors

2.4/2

d’ou

Dan

2.5/2

d’ou

2.6/2

d’ou

2.7/2

Idz. 11 suffit d’utiliser le résultat du cours rappelé en I en

wr

_>
dE = 4,u_0 sin fjwlj cos

(QWTZ> exp(jw(t — PM/c))d=a

%
Dans le terme de phase de dE, PM=~ r —zcosf (DL classique pour un dipole). On a donc

/2

¢/2 A7r

— sin #jwly cos

(2%2) exp(jw(t — PM/c))d=a,)

Eal
_>
B

E = 2% sinfjwlyeap(jolt
4drr

27z zcost

= /) [} cos ( ;

e

s la zone de rayonnement,

=)

_>
Upr N
c

=

wz .e1s o s
On pose z = — et on utilise ’inté
C

grale fournie pour obtenir

/’\/4 27z ( zcose)d A [T (jaz)d A 2cos cos O /2
COS | —— ) exXpyw Z = — COS T eX ax)dy = ——mM8M8M—
/4 A P 21 )9 P 2 1 —cos?6
/ /
= o A 2008C089W/2_>
E = % jul t— =
E = M utgep(jolt - rfo) - 22
— E2
HoC
7 cos 6

)

pocl? cos? (

(R) =

8212 8in’ 6
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Fa0° 30°

a300®

Eriny

240°

180°

2.8/2

<7r cos 9>
MOCI // 27 sin 6d6

872 sin?

1, 2241012

P= 4m

Comme I.;; = Io/V/2,

~1,22p0c
a 2

Ce n’est pas une veritable résistance car la puissance ne représente pas une perte par effet

Joule. (2.9/1 [La puissance rayonnée doit etre la plus importante possible et il faut donc une

résistance de rayonnement maximale.

RESOLUTION DE PROBLEME/3

La taille de ’antenne quart d’onde est
A c

—=—=3cm

4 4f

Pour calculer la puissance maximal délivrée par ’antenne on suppose le rayonnement isotrop
(“omnidirectionnel”). On a donc

Pmax - 471—7" Hmax

On trouve alors
Pmax = 0, 1W

On peut vérifier qu’on trouve approximativement la méme valeur en utilisant les valeurs de
E et B maximales.

1
(IT) = §€OCE8

Pour évaluer le DAS on peut supposer que la téte absorbe la moitié de la puissance de
I’antenne et est une sphére de rayon 10 cm contenat de I’eau de masse volumique 1 kg/L ce
qui fait une masse d’environ 4 kg.

Cela donne un DAS de 0,025 W /kg plus faible que la valeur limite de I’énoncé.

7



