Aspects énergétiques
de la dynamique du point

L’objet de ce chapitre est de définir les notions énergétiques pour la mécanique du point.
On va définir le travail et la puissance d’une force puis on établira les théoremes de I’éner-
gie cinétique et de 1’énergie mécanique en introduisant la notion de forces conservatives et
d’énergie potentielle.

1 Travail et puissance d’une force

1.1 Introduction et notations

M(t +dr)
M(t)7dOM = V dt

7

Figure 16.1 — Déplacement élémentaire d’'un point M.

On étudie un point M animé d’une vitesse W dans un référentiel Z.
Le point M est soumis a une force 7
A P’instant 7, le point M se trouve en M(t) ; a 'instant 7 + dt, il est situé en M(z +dt).

Si dr est suffisamment petit, M(r +dr) est infiniment proche de M(¢) et on note dOM le
déplacement infinitésimal :

dOM = M(0)M(t +di) = 7 dr.
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1.2 Puissance d’une force

La puissance de la force ? appliquée au point matériel M animé de la vitesse V dans
un référentiel Z est définie par le produit scalaire :

2(f)=7-7.

Etant donné que la vitesse dépend du référentiel d’étude et que la puissance dépend de la
vitesse, on en déduit que la puissance dépend du référentiel d’étude. Certains auteurs
adoptent la notation 9/@ pour insister sur ce point.

Une autre conséquence est que la puissance est une grandeur additive. En effet, si I’on

N . - .
considere deux forces fi et f> de résultante f = f; + f 2, la puissance de la somme des
forces :

- =
2(F)=T-7=(A+5)7
— —
=A-V+hHV,
est égale a la somme des puissances de chacune des deux forces :

2(f)=2(F)+2(F).

Pour qualifier la puissance d’une force 7, on distingue trois cas :

* la puissance de f est motrice si Z?( f ) > 0. Cela correspond au cas ou la projection de
la force sur la trajectoire est dans le sens du mouvement,

* la puissance de f est résistante si 9(?) < 0. Cela correspond au cas ou la projection de
la force sur la trajectoire est opposée au mouvement,

* la puissance de ? est nulle si 9(?) = 0. Cela correspond au cas ou la force est perpen-
diculaire au mouvement (ou que le point M est immobile, ce qu’on n’envisage pas ici).

— - = —
fy fy=0 Iy
% —

A

e F=7 ARz

M T M - M -

R —

Figure 16.2 — A gauche, la projection f// de 7 sur V est dans le sens de 7V, la
puissance est motrice. A droite, f// est de sens opposé a 7, la puissance est

résistante. Au centre, la force ? est perpendiculaire a V,la puissance est nulle.

578



TRAVAIL ET PUISSANCE D’UNE FORCE

1.3 Travail élémentaire d’une force

Le travail élémentaire d’une force ? de puissance 9(?) appliquée en un point M
pendant un intervalle de temps d¢ est la quantité :

sW(f)=2(f)dr.

Tout comme la puissance, le travail est une grandeur additive et dépend du référentiel d’étude.
A partir de cette définition, on peut reformuler I’expression du travail élémentaire en intro-
duisant le déplacement infinitésimal dOM :

sWw(F)=2(F)di=F Vdi=f-dOM.

L écriture 5W(7) = @(?)dl est utilisée avec la variable temporelle alors que 1’écriture
— “ye L . s

3W(?) = 7 -dOM est utilisée avec les variables d’espace.

Le travail caractérise un échange d’énergie du systeéme avec 1’extérieur par I’intermédiaire de

la force ? C’est une grandeur d’échange qui n’existe ni a I’instant ¢ ni a 'instant ¢ 4+ df mais
seulement au cours du déplacement entre ¢ et ¢ + dr.
Remarque

Le travail infinitésimal W est noté avec un 6 et pas un d. La notation d est réservée aux
différentielles définies comme des variations d’une fonction entre des points infiniment
proches. Par exemple, on note dOM = OM (t+dr)— oM (¢). Le travail n’est pas défini
aux instants ¢ et t 4 dr, on ne peut donc pas le définir comme une différentielle. Pour
s’en souvenir, on note généralement & mais certains auteurs barrent le d et notent d.
Dans tous les cas, il faut proscrire le d.

1.4 Travail d’'une force au cours d’'un déplacement

8%
Au cours d’un déplacement le long d’une trajectoire AB allant de A vers B, au cours duquel
le mobile M quitte A a I’instant z4 et arrive en B a I'instant 3 > 4, le travail de la force
(8%

correspond a la somme des travaux élémentaires calculés sur la trajectoire AB :

Wan(7) = / w7,

MeAB
La notation / .. indique que le travail doit étre calculé par une intégrale curviligne en
MeAB

suivant la trajectoire amenant le mobile de A vers B. Le travail dépend de la force ? etdela
maniere dont on réalise le déplacement entre A et B. Le travail dépend du chemin suivi.

B
Avec la variable temporelle, 5W(?) = P(t)dt puis WA_,B(?) = / P(t)ds.
A

Avec les variables d’espace, 5W(?) = ? -dOM puis WA_,B(?) = / ~ ?dO—M
MEAB
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2 Premiers exemples de calculs de travaux

2.1 Travail d’'une force constamment perpendiculaire au mouvement

On considere une force ? qui reste en permanence perpendiculaire au mouvement. Parmi

les forces vues au chapitre précédent, la force magnétique d’expression ? = q7 A ? rentre
dans cette catégorie; les forces de contact normales au support également lorsque le support
est fixe dans le référentiel d’étude.

La force 7 reste toujours perpendiculaire au mouvement. Dans ces conditions, sa puissance
est nulle a chaque instant : ~ Z( f ) = ? .V =0. Son travail I'est également :

SW(f)=2di=0 = Wis(f)=0.

2.2 Travail d’une force constante

On considere une force fo constante Parml les forces vues au chapitre précédent, le poids
rentre dans cette cat%orle et alors fo =m g la force électrique également, a condition que
le champ électrique E soit uniforme, et alors fy =g

%
—
On peut poser fy = || fo| et définir un axe (Oz) tel que ul = —0 . En notant z la coordonnée
%
de M sur I’axe (Oz), la puissance de fy s’écrit : ( 0) fo- 7 fouz -V = foz.
—
On en déduit que son travail infinitésimal vaut:  SW(fy) = Z( fo)dt Sfozdt = fodz.

En notant z4 et zp les coordonnées de A et B sur I’ax (OZ), on obtient alors :
— B

Wa—p(fo) =/ - fodz=fo [dz} = fo(zB—2za).

MEAB

<A

Dans ce cas, le travail infinitésimal est la dérivée d’une fonction : W (fy) =d(foz), etle

travail sur une trajectoire partant de A et revenanten A estnul : Wy_4(fo) = fo (za —z4) =0.

Une telle force est une force conservative.

2.3 Travail d’une force de frottement de norme constante

On considere maintenant une force de frottement ? dont seule la norme f est constante.

La force de frottement ? étant opposée a la vitesse, sa puissance est toujours négative et
s’exprime ainsi:  P(f)= ? -V =—f||V|| <0. Son travail infinitésimal s’ écrit :

W (f)

ou d/ est la longueur du déplacement infinitésimal. On en déduit :

—fI V||t = —f||V de|| = — fdi

m
WA_,B(?) =—fl~ ol [~ estlalongueurdu trajet AB.
AB AB
Dans ce cas, le travail infinitésimal ne s’écrit pas comme une différentielle. Le travail sur une

trajectoire fermée partant de A et revenant en A est strictement négatif. Une telle force est une
force dissipative.
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3 Théoreme de I’énergie cinétique
3.1 Définition de I’énergie cinétique

L’énergie cinétique d’un point matériel de masse m animée d’une vitesse V dans le
référentiel & est définie par la quantité scalaire :

E. = —mv".

Etant donné que la vitesse dépend du référentiel d’étude et que 1’énergie cinétique dépend
de la vitesse, on en déduit que I’énergie cinétique dépend du référentiel d’étude. Certains
auteurs adoptent la notation E, 5 Pour insister sur ce point.

Par ailleurs, il faut noter que I’énergie cinétique ne dépend que de la norme de la vitesse et
pas de sa direction. Elle est particulierement utile lorsque 1’on veut connaitre uniquement
la norme de la vitesse (soit parce que la direction est connue, soit parce qu’on restreint le
probléme a cet aspect des choses).

3.2 Théoreme de I’énergie cinétique en référentiel galiléen

a) Enoncé du théoréme

La variation d’énergie cinétique d’un point matériel entre deux instants est égale au
travail des forces qui s’exercent sur ce point entre les deux instants considérés.

b) Démonstration du théoréeme

Il s’agit d’une conséquence du principe fondamental de la dynamique qui s’écrit :

ns? ST

4

En multipliant scalairement cette relation par V', on obtient :
U= (%) 757 V) -5.F
ng V=20 )V =2(5V) =220
l l l

ol BZ(?) est la puissance de la force ﬁ Or:

LAV (VTN (15 dE
dr T dr 2 - h

soit finalement :
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On integre alors cette relation par rapport au temps entre I’instant 74 ou le mobile quitte A
avec une vitesse v4 et I’instant 7z ou il atteint B avec la vitesse vp :

[ G [ (zod)a

A

Or, d’une part : / (23” dt z/ dr = ZWA%B(ﬁ)

est égal a la somme des travaux des forces agissant sur M entre A et B et d’autre part :

s dE, ig 1 1
Cdr = E(.t} = E.(tg) — Ec(ty) = =mva — —mv}
|G = (B0 = )~ o) = S g

est la variation d’énergie cinétique de M entre A et B que 1’on note souvent AE,.

Le théoreme de 1’énergie cinétique peut se formuler de deux manieres :

* Loi de I’énergie cinétique :

1 1
AE. =E (tg) — E.(ta) = Emvlz; — Emvﬁ = ZWA_,B(ﬁ)
i

que I’on peut également écrire au niveau infinitésimal : dE, = Z 5W(ﬁ).

* Loi de la puissance cinétique :

=S 2(7).

i

c) Discussion suivant le signe de WA_,B(?)

* Si zWAﬁB(ﬁ) > 0, le travail est moteur, 1’énergie cinétique augmente donc la norme de

1
la vitesse augmente. Le mouvement est accéléré.
e Si ZWA_,B(ﬁ) < 0, le travail est résistant, I’énergie cinétique diminue donc la norme de

1
la vitesse diminue. Le mouvement est décéléré.
e Si zWAﬁB( i) =0, le travail est nul, I’énergie cinétique est conservée donc la norme de

1
la vitesse est constante. Le mouvement est uniforme.

Pour montrer qu’un mouvement est uniforme, il faut avoir le réflexe d’utiliser le
théoreme de 1’énergie cinétique. Plus généralement, c’est souvent le théoreme a
utiliser pour déterminer si un mouvement est accéléré, décéléré ou uniforme.
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3.3 Utilisation du théoréme de I’énergie cinétique

L’utilisation du théoréeme de I’énergie cinétique est de deux sortes :

* on déduit le travail de la somme des forces appliquées a partir de la connaissance de la
variation d’énergie cinétique,

* on déduit la variation de I’énergie cinétique connaissant les travaux des forces.

Cette deuxieme utilisation est souvent délicate car le travail des forces s’exprime rarement de

facon simple. En revanche, il est particulierement efficace dans le cas ou une expression du

travail est connue.

3.4 Intérét d’'une approche énergétique

En mécanique du point, le théoreme de 1’énergie cinétique est une conséquence du principe
fondamental de la dynamique et n’introduit pas de nouveau postulat. Une approche énergé-
tique revient implicitement a utiliser le principe fondamental de la dynamique.

En revanche, I’expression vectorielle du principe fondamental de la dynamique conduit par
projection a trois équations scalaires tandis que le théoréme de 1’énergie cinétique ne fournit
qu’une équation scalaire. En passant du principe fondamental de la dynamique au théore¢me
de I’énergie cinétique, on a perdu deux équations scalaires. Dans la démonstration, cette perte
a lieu lorsque 1’on multiplie le principe fondamental de la dynamique par W, ce qui conduit
implicitement & projeter sur la trajectoire.

Lorsque I’on traite un probléme dont la résolution ne concerne qu’une variable, une seule
équation suffit et une méthode énergétique est appropriée. Les problemes de ce type sont ap-
pelés problémes a un degré de liberté. Si le probleme a plus d’un degré de liberté, la seule
utilisation du théoréeme de 1’énergie cinétique ne permet pas la résolution complete du pro-
bléme et on doit alors recourir au principe fondamental de la dynamique.

On retiendra qu’une méthode énergétique est adaptée aux cas ou un seul parametre de
position suffit a décrire 1I’évolution du systeme.

3.5 Etude d’un probléme a I'aide du théoréme de I’énergie cinétique
a) Enoncé du probleme

On considere un pratiquant de saut a ski qui s’élance
sur un tremplin (figure 16.3). Il part sans élan du som-
met A de la piste et parcourt la distance e = 100 m jus-
qu’a la téte de tremplin B d’ou il saute. Au cours de
la prise d’élan, il descend une dénivellation 7 = 50 m.
Pour des raisons de sécurité, la vitesse du sauteur en B
ne doit pas dépasser vyax = 30 m-s~!. Dans un premier
temps, on veut savoir si les conditions de sécurité sont
respectées lorsque les conditions de neige et de vent
sont tellement bonnes que I’on peut négliger tout frot-  Figure 16.3 — Profil d’'un tremplin de
tement. Ensuite, on va évaluer le travail des forces de saut & ski.

frottement dans des conditions de glisse normales.
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b) Mise en équation et résolution du probléeme en I’'absence de frottement

* Systeme : on modélise le skieur par un point matériel M de masse m.
» Référentiel : on étudie le mouvement de M dans le référentiel terrestre supposé galiléen.
* Bilan des forces : le skieur est soumis a :
o son poids ? = m? ;
o la force de contact normale de la neige sur ses skis ? qui assure son mouvement le long
de la piste ;
o des forces de frottements solides (sous les skis) et fluides (résistance de I’air) de ré-

sultante ? opposée au mouvement que 1’on néglige car les conditions de glisse sont
idéales.
* Méthode de résolution : on utilise le théoreme de I’énergie cinétique.

On applique le théoréme de 1’énergie cinétique entre le point A et le point B :
Eo(B) — E(A) = Wa_,5(R )+ Wa_,5(P) (16.1)

et on détermine les deux membres de cette égalité.

Le sauteur part de A avec une vitesse vA = 0.1 atteint le point B avec une vitesse Vi de
norme vg. La variation d’énergie cinétique entre A et B vaut donc :

1 1 1
AE.=E.(B)—E.(A) = Emv% - Emvf‘ = Emv%.

Le travail de la force de contact est nul puisqu’elle est en permanence perpendiculaire au
mouvement ce qui implique que :

PR)=R- V=0 puis Wip(R)=0.

Il ne reste qu’a calculer le travail du poids entre le point A et le point B. Pour cela, on définit
I’axe (Oz) vertical ascendant de sorte que P = —mgﬁz) et on trouve alors :

SW(P) = —mgit’ -dOM = —mgdz,

puis :

ZB 8
Was(P) = / —mgdz = —mg H = —mg(z —za) = mg(za —z8) = mgh.

ZA ZA

Le travail du poids est positif : c’est le moteur du mouvement du skieur vers le bas. En
injectant les relations précédentes dans I’équation (16.1), on obtient alors :

1
Emvé =mgh puis VB = +/2gh.

Numériquement, vg = v/2 x 10 x 50 = 32 m-s~! qui est supérieure a la vitesse limite de sé-
curité de 30 m-s~!. Le tremplin n’est pas siir par conditions idéales de glisse.
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c) Calcul des forces de frottement lors d’une prise d’élan chronométrée

Lors d’un essai pour lequel les conditions de glisse ne sont pas idéales, les responsables
de la sécurité du tremplin mesurent la vitesse en téte du tremplin : vz = 25 m-s~'. On veut
évaluer le travail des forces de frottement au cours de cette descente pour un sauteur de masse
m =75 kg équipé.

Comme précédemment, on applique le théoreme de I’énergie cinétique :

Ec(B) ~ Ec(A) = Wasn (R) + Wasn(P) + Wan(F),
d’ou on tire :
Wan( 1) = Ee(B) — Ee(A) = Wap(R) = Wap(P),
et, en injectant les expressions des travaux trouvées précédemment, on obtient :

1
Wi (f) = Smv — mgh.

Numériquement, on trouve alors WA_,B(?) =0,5%x75%x252—75%x 10 x 50= —14kJ.

Le travail des forces de frottement est négatif, ce qui correspond bien a une force résistante.
Il est en général tres difficile de distinguer la part dissipée par les frottements des skis sur la
neige de la part dissipée par la résistance de 1’air.

4 Energie potentielle et forces conservatives

4.1 Définitions

On dit qu’une force ? dérive d’un potentiel ou encore qu’elle est conservative si son travail
Wa_p( f ) entre deux points A et B ne dépend pas du chemin suivi mais uniquement des

points A et B. On peut alors écrire le travail WA%B(?) comme la différence E,(A) — E,(B)
ou E,, est une fonction de la variable de position. Au niveau élémentaire, la relation devient :

SW(F) = —dE,.

On appelle alors énergie potentielle de la force cette fonction E,,.

Une force ? est dite conservative si on peut trouver une fonction énergie potentielle £,
telle que

7 -dOM = 8W(F) = —dE,.

L’énergie potentielle est définie a partir de sa variation, elle n’est donc déterminée qu’a une

constante pres : si £, est une énergie potentielle possible, £, + K ot K est une constante est

également une énergie potentielle possible. On peut donc fixer une position arbitraire O pour

laquelle E,(O) = 0. Le point O est alors le point de référence de 1’énergie potentielle.
Remarque

Lors de la définition du travail, on a insisté sur le fait que le travail n’est en général pas
une différentielle. C’est pour cela qu’on le note W avec un 6 plutot qu’un d. Les forces
conservatives sont les forces singulieres pour lesquelles le travail est une différentielle.

585



CHAPITRE 16 — ASPECTS ENERGETIQUES DE LA DYNAMIQUE DU POINT

4.2 Exemples de forces conservatives
a) Poids d’un corps

Le poids d’un point matériel de masse m dans le champ de pesanteur ? vaut : m?, soit en
projection dans un systéme de coordonnées cartésiennes dont I’axe (Oz) est vertical et dirigé
vers le haut : —mgﬁ;. Le travail de cette force s’écrit donc :

oW = m?-dO—A)I: (—mgﬂ) -dO_]l>4: —mg(ﬁ;-dO_]\%).

— . e PV
Or Z -dOM est la composante du déplacement infinitésimal selon Z donc Z -dOM = dz.
On en déduit :
OW = —mgdz = —d (mgz) = —dE, puis E,=mgz+C
ou C est une constante d’intégration que I’on peut choisir de maniere arbitraire.

Dans cette expression, I’axe (Oz) est dirigé selon la verticale ascendante. Il s’agit donc d’un
axe des altitudes, et I’énergie potentielle augmente lorsque 1’altitude augmente. On peut alors
retenir la formule ci-dessus sous la forme :

E, = mg - altitude.

Le choix arbitraire de 1’altitude 0, c’est-a-dire de la référence des altitudes, correspond au
choix arbitraire de la constante C.

b) Force gravitationnelle exercée par un astre ponctuel

On considere un point matériel M de masse m soumis a la force gravitationnelle exercée par
un astre de centre P et de masse mp,. M est soumis a la force gravitationnelle :

mm
p—
?P—>M =-9 ur,

2
PM
ol r = ||[PM]| et u; = —. Le travail élémentaire de cette force s’écrit :
r
— mm — mm, (PM  —
SW = F py-dPM = —9 722 - dPM = —9 "2 [ == . aPM
r r r
—
PM? 2
Or PM-dPM =d (T) = (%) = rdr donc
mm dr 1 Gmm
oW = —%r—zpdr =Y mm, <_r_2> =Y mmpd (;) =d ( . p) = —dE,.
Gmm,,

On en déduit I’énergie potentielle associée : E, = — + C, ou C est une constante. On

r
prend généralement comme référence des énergies potentielles £, — 0 lorsque r — oo, ce qui
revient a choisir C = 0 et on obtient :
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Gmm,,
Ep=-——L.

Remarque

Pour établir cette relation, on peut également remarquer que 1’expression de la force

—2PE> suppose de travailler en coordonnées sphériques d’origine P. Or,
r

. s . o N ey
le déplacement infinitésimal radial en sphérique vaut dr d’ou uy -dPM = dr.

Psm=—Y

c) Force de rappel d’un élastique d’un ressort

Un ressort de raideur k ayant subi un allongement Al = [ — [y exerce une force de rappel
élastique dans la direction de I’allongement :

7 = kAT o

ou le Vecteur_u>nitaire U o st dirigé du ressort vers le systeme. Lors d’un déplacement infi-
nitésimal dOM du point M, le travail élémentaire de la force de rappel élastique vaut :

W=7 .dOM = _k(l_lo)ﬁm.d()_ﬁ}_

. . Py . . . C . .
Le produit scalaire U ot -dOM est la projection du déplacement infinitésimal dans la direction
du ressort et conduit a un variation de la longueur du ressort de d/. On en déduit le travail
élémentaire :

SW = —k(I—1p)dl = —dE,
puis
1
E,= Ek (I—1)>*+C ol C est une constante.

On prend généralement comme référence des énergies potentielles £, = 0 lorsque le ressort
est a sa longueur a vide donc que [ = [y. Cela revient a choisir C = 0 et on obtient alors
I’expression 1’énergie potentielle élastique dont dérive la force de rappel du ressort :

1
E,= Ek(l—lo)z.

d) Force électrique

Force coulombienne exercée par une charge ponctuelle On considere un point matériel
M de charge g soumis a la force coulombienne exercée par une charge g, placée en P. M est
soumis a la force coulombienne :
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. YV PM 0 s : g
ou r = ||PM|| et u; = —. Le travail élémentaire de cette force s’écrit :
r

Comme pour la force gravitationnelle, 17/1 . dm = rdr donc:

1 qq, 949y dr q9p (1 q9p
w=-—Hrq, Dr () Lp g (") = gL ) - _gE,
Amey 12 d 4mey r2 dmey \r Amegr P

On déduit alors I’énergie potentielle correspondante :

_49p

= +C ou C est une constante.
4reyr

p

On prend généralement comme référence des énergies potentielles £, — 0 lorsque r — oo, ce
qui revient a choisir C = 0 et on obtient :

q49p

P= 4megr”

Force exercée par un champ électrique uniforme On étudie un point matériel de charge
électrique g placé dans un champ électrique uniforme E . Il est soumis a la force

F =qE,

dont le travail élémentaire s’écrit :
— —
SW =T -dOM = ¢E -dOM.

On note £ = ||f|| et on choisit I’axe (Oz) de telle sorte que E=E .

Le travail élémentaire de cette force s’écrit alors :
— —
SW = (¢EW})-dOM = gE (i;-do ) .

Or ! -dOM = dz d’ou -
OW =qEdz=d(qEz) = —dE,.

On déduit I’énergie potentielle correspondante :

Ep = _qEZ aF C,
ou C est une constante.
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4.3 Exemples de forces non conservatives

On considere une force de frottement fluide proportionnelle a la vitesse ? = —AV. Letravail
élémentaire de cette force s’écrit :

SW=1-dOM = A7 -Vdi = —Av3dr < 0.

Ce travail dépend non seulement du déplacement dO—]l>/I , mais aussi de la vitesse a laquelle
il est fait. On ne peut pas I’écrire sous la forme d’une différentielle : il ne s’agit donc pas
d’une force conservative. Les forces de frottement dissipant de 1’énergie, on parle de forces
dissipatives.

Remarque

Dans le cas d’une force conservative, on a : Wy_,p = E,,(A) — E,(B) = —Wp_4.

Ceci ne peut pas étre réalisé pour les forces de frottement car le travail est toujours
négatif : Wy_,p < 0 et Wp_,4 < 0. Les frottements ne sont pas conservatifs.

5 Energie mécanique

5.1 Définition de I’énergie mécanique

La quantité E,, qui est la somme de I’énergie cinétique et des énergies potentielles est
appelée énergie mécanique du point matériel :

En=E.+E,.

Dans cette définition, E), est I’énergie potentielle du systeme, c’est-a-dire la somme des éner-
gies potentielles des différentes forces conservatives.

5.2 Conservation de I’énergie mécanique

On considere un systéme soumis a un ensemble de forces ? Dans le cas ou ces forces sont
conservatives ou ne travaillent pas, on peut écrire pour chacune des forces :

W(7) = —AE,:.

On définit alors 1’énergie potentielle du syst¢tme comme la somme des énergies potentielles
dont dérive chacune des forces :
E,= ZE,,,-.
l

Le théoreme de I’énergie cinétique implique alors que :

AE =Y W(f))= 3 ~AEy=—AE, soit  A(Ec+E,)=0.
l i

On en déduit :
E.+E,=E, ou E,, est une constante.
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L’énergie mécanique d’un point matériel soumis uniquement a des forces conservatives
ou qui ne travaillent pas est une constante du mouvement.

Lorsque toutes les forces sont conservatives, le mouvement est qualifié de mouvement conser-
vatif car I’énergie mécanique est conservée.

Dans le cas d’un mouvement conservatif, 1’énergie mécanique est une quantité qui se
conserve au cours du mouvement et qui n’est fonction que de la position et de ses
dérivées premicres par rapport au temps. L’énergie mécanique est alors une intégrale
premiére du mouvement.

L’énergie mécanique est répartie sous deux formes : énergie cinétique et énergie potentielle.
L’énergie potentielle peut étre convertie en énergie cinétique et réciproquement, mais, pour un
mouvement conservatif, la somme des deux formes d’énergie reste constante. La conservation
de I’énergie mécanique et I’échange permanent entre les deux formes d’énergies ont été mis
en évidence lors de I’étude de 1’ oscillateur harmonique.

5.3 Cas général : non conservation de I’énergie mécanique

Dans le cas général, il est nécessaire de distinguer les forces conservatives notées fc de celles
qui ne le sont pas que I’on notera fyc. En notant leurs travaux respectifs W(fc) et W(fnc),

on sait, d’apres ce qui précede, que W ( fc) peut se mettre sous la forme : W(fc) = —AE,, ol
E, est I’énergie potentielle du systeme. En revanche, il n’est pas aisé d’avoir une expression

—
simple de W (fyc). L’expression du travail total vaut alors :
— — —
Wior =W (fc) +W(fnc) = —AEp + W (fxc).
En appliquant le théoréme de 1’énergie cinétique a cette situation, on a donc :
—
AEC = ‘/Vtat = _AEP + W(fNC)
puis .
AE,, =A(E.+E,) =W(fnc)
ou sous forme élémentaire :
—
dE, =d(E.+E),) = oW (fnc).
Parfois ce résultat est appelé « théoreme de 1’énergie mécanique ».
La variation d’énergie mécanique au cours du mouvement est égale au travail des forces

qui ne dérivent pas d’un potentiel, autrement dit des forces non conservatives.

C’est une autre formulation du théoréme de 1’énergie cinétique.

Il est a noter que le probleme de la conservation de 1’énergie fait partie d’un cadre beaucoup
plus général que celui de la mécanique. On reviendra sur ce point dans le cours de thermody-
namique et plus précisément lors de 1’étude du premier principe qui postule la conservation
de I’énergie totale. Le résultat qui vient d’étre établi sera alors généralisé.
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6 Etude qualitative des mouvements et des équilibres

6.1 Exemple introductif

On considere un jeu dans lequel une perle est enfilée sur une tige rigide formant des puits et

des bosses (figure 16.4). Le profil d’altitude de la tige est noté h(x) et la pesanteur dérive de

I’énergie potentielle E, = mg - altitude = mgh(x). La courbe d’altitude A (x) est, a un facteur

d’échelle pres, identique a la courbe d’énergie potentielle de pesanteur. Tous ceux qui ont

joué a ce jeu savent que :

* si on lache la perle sans vitesse initiale, elle glisse spontanément vers le fond du puits le
plus proche;

* les positions ou la perle peut rester en équilibre sont les sommets des bosses (positions
instables) et les fonds des puits (positions stables) ;

* pour pouvoir sortir la perle d’un puits, il faut lui procurer une vitesse (une énergie ciné-
tique) de norme suffisante pour pouvoir gravir la bosse d’a coté sur son élan.

Dans ce paragraphe, on va modéliser, expliquer et généraliser ces observations.

h(x)

A

‘\

Figure 16.4 — Jeu constitué d’'une perle enfilée sur une tige rigide. Le profil d’altitude
h(x) coincide, & un facteur d’échelle prés, au profil d’énergie potentielle.

6.2 Position du probleme

Pour simplifier I’analyse, on considere que le point matériel M de masse m n’est soumis qu’a
une force conservative notée F qui dérive de 1’énergie potentielle £,. On suppose que le
probleme est paramétré par une variable d’espace cartésienne notée x. La force ? est alors
de la forme F = F,(x)u, et I'énergie potentielle une fonction de la variable x : E,(x).

D’apres le théoréme de 1’énergie cinétique, 1’énergie mécanique se conserve soit :

E.+E, = E,, = constante.
Par ailleurs, I’énergie cinétique est une quantité positive : E. = —mv* =E,,—E » >0, cequi

entraine que I’énergie mécanique est supérieure ou égale a 1’énergie potentielle :
En > Ep.
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On peut généraliser cette situation au cas ou toutes les forces qui travaillent sont conser-
vatives. % est alors la résultante des forces et E, I’énergie potentielle totale. Par ailleurs,
les résultats que 1’on démontre ici sont transposables au cas ol la variable est une variable
angulaire qui sera traitée en exercice.

6.3 Analyse du mouvement a I’'aide d’un graphe énergétique

La connaissance de 1’énergie potentielle E,(x) en fonction de la variable de position x permet
de distinguer les différents mouvements possibles. Pour cela, on trace le graphe de 1’énergie
potentielle E,(x) et la droite horizontale d’ordonnée E,,.

E A
P <L
2
% Em:Ep(xmin) dOHC Ea(xmin):o
8
3
.8
Em g A
e E (x)
i\ _—1T

Figure 16.5 — Graphe d’énergie potentielle. Avec I'énergie mécanique E,;, le mobile
peut atteindre 'ensemble des positions telles que x > xpin. En x = X, Sa vitesse
s’annule, en x = x, elle est maximale.

a) Positions accessibles

Graphiquement, ’inégalité E,, > E,(x) entraine que le mobile ne peut accéder qu’aux posi-
tions pour lesquelles la courbe d’énergie potentielle est en dessous de la droite horizontale
d’ordonnée E,,,.

b) Vitesse en un point

Graphiquement, I’égalité E,, = E. + E, permet de déterminer I’énergie cinétique E. en un
point d’abscisse x : c’est I’écart entre la droite d’ordonnée E,, et la courbe E,(x). On en
déduit la norme de la vitesse v(x) par la relation :

2

1
E.= Emv - p”

En un point ou E,, = E,,, I’énergie cinétique est nulle. Cette position représente un point de
vitesse nulle. C’est le cas en x = xp,;, sur la figure 16.5.

En un point ou I’énergie potentielle est minimale, I’énergie cinétique du mobile est maximale.
En ce point, le mobile atteint sa vitesse maximale. C’est le cas en x = x¢ sur la figure 16.5.
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Exemple

Considérons I’énergie potentielle décrite par la figure 16.6 ci-dessous : E,(x) est une
fonction décroissante puis croissante de x qui admet un minimum en x et tend vers E.,
lorsque x — oo. On veut établir graphiquement les différents types de mouvements que
I’on peut observer suivant la valeur de 1’énergie mécanique du mobile.

» Si E, < Ey, alors E,, < E,, quelle que soit la position. Aucun mouvement n’est pos-
sible avec une énergie mécanique aussi basse.

* Si E,, = Ey, le point matériel ne peut étre qu’en x = x et son énergie cinétique (donc
sa vitesse) est nulle. Le point matériel est en équilibre en x = xo.

* Si Ey < E,, < E. (E,, = E| dans I’exemple considéré) alors le point matériel ne peut
évoluer qu’entre les positions x; et x}. Il reste dans une zone bornée de 1’espace et
ne peut pas s’en aller a ’infini. Il est dans un état lié. Lorsqu’il passe en xp, son
énergie potentielle est minimale, sa vitesse est alors maximale. En x; et x/, la vitesse
du mobile s’annule, il fait demi-tour et repart dans 1”autre sens.

* Si E,, > E.. (E,, = E; dans I’exemple considéré) alors le point matériel peut évoluer
aux positions d’abscisses x vérifiant x > x3. Le point matériel peut s’échapper a I’in-
fini. Il est dans un état libre ou état de diffusion. x3 est une position de vitesse nulle
et xp une position de vitesse maximale.

>

E 4
P

Figure 16.6 — Analyse graphique des positions accessibles au mobile en
fonction de son énergie mécanique.

6.4 Analyse des équilibres a I’aide d’un graphe énergétique
a) Définitions

Un point matériel est en équilibre lorsque sa vitesse est nulle a tout instant. On en déduit que
son accélération est nulle a tout instant puis, d’apres le principe fondamental de la dynamique,
que la somme des forces qui s’ appliquent sur ce point est nulle.
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En une position d’équilibre, la somme des forces qui s’appliquent au mobile est nulle :

Zﬁ:ﬁ

Le mobile peut rester indéfiniment en une position d’équilibre.

Quand on écarte le mobile de sa position d’équilibre,

* s’il revient vers sa position d’équilibre initiale, la position d’équilibre est stable ;

¢ g’il s’éloigne définitivement de sa position d’équilibre initiale, la position d’équilibre
est instable.

Pour qu’une position d’équilibre soit stable, il est donc nécessaire que, au voisinage de cette
position d’équilibre, la résultante des forces soit dirigée vers cette derniere.

b) Lien entre la force et I’énergie potentielle

Lorsqu’on considére uniquement la force ? = Fx(x)u—; qui dérive de 1’énergie potentielle
Ep(x), le travail s’écrit :

SW = F -dOM = F,(x)ir. - dOM = Fy(x)dx = —dE,

puis la force :
dE,
Fi(x) = o
Cette relation explique pourquoi I’on dit que la force ? dérive d’une énergie potentielle.
Cette relation montre également que :
* aux endroits ou £, est croissante, sa dérivée par rapport a x est positive et la force est
dirigée vers les x décroissants et donc vers les énergies potentielles décroissantes,
* aux endroits ou E, est décroissante, sa dérivée par rapport a x est négative et la force est
dirigée vers les x croissants et donc vers les énergies potentielles décroissantes,
* aux endroits ou E,, admet une tangente horizontale, sa dérivée par rapport a x est nulle et
la force également.
Ceci est illustré sur la figure 16.7.

Sila force F = Fi(x)uy dérive de Iénergie potentielle E,(x) alors :

F = dEp

——Ux.

dx

En un point d’abscisse x, la force ? est dirigée dans le sens des énergies potentielles
décroissantes donc vers le minimum d’énergie potentielle le plus proche.

c) Détermination énergétique des positions d’équilibre

Pour déterminer les positions pour lesquelles le point matériel est a I’équilibre, il faut cher-

cher les positions ot la force F s’annule. Cela implique que la dérivée de la fonction E),(x)
s’annule et donc que la courbe représentative de E,(x) admet une tangente horizontale.

594



ETUDE QUALITATIVE DES MOUVEMENTS ET DES EQUILIBRES

Signe de dE, /dx - i+ -+
Sens de ? ' : :

Stabilité Xeqy Xeqy Xeq,
de I’équilibre Stable Instable  Stable

Figure 16.7 — Sens de la force ? en fonction des variations de I'énergie potentielle
E,.
I4

Une position d’équilibre correspond a un extremum d’énergie potentielle. Son abscisse

Xeq \/ériﬁe 1 equation 5
< dEp > X=X
. .

d) Etude énergétique de la stabilité des équilibres

Pour analyser la stabilité de la position d’équilibre d’abscisse xeq, il faut déterminer si, au
voisinage de xeq, la résultante des forces est dirigée vers xeq ou non.

On se place alors au voisinage de xeq en un point d’abscisse x = xeq + dx. La force ? est

dirigée vers les énergies potentielles décroissante donc :

* si Xeq est un minimum d’énergie potentielle, ? tend a ramener le mobile vers xeq qui est
donc une position d’équilibre stable (positions xeq; €t xeq3 de la figure 16.7),

* si Xxeq €st un maximum d’énergie potentielle, ? tend a €loigner le mobile de xeq qui est
donc une position d’équilibre instable (positions xeq> de la figure 16.7).

Lorsque la fonction E, est deux fois dérivable et que sa dérivée seconde ne s’annule pas en

Xeq» ON peut exprimer la force ? au voisinage de xeq. Pour cela, on utilise un développement

de Taylor (voir appendice mathématique) de la fonction Fy(x) :

dF, dF.
e O I )
X=Xeq X=Xeq

puisque xeq est une position d’équilibre donc F(xeq) = 0.

dE dF, d’E
Par ailleurs, Fy(x) = —ap donc <Ex) =— < dxzp ) . Au voisinage de xeq, le
X=Xeq X=Xeq
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mobile est donc soumis a une force élémentaire dFy telle que

dF, = ( dzE”) dx
X dx2 _— .

Si on exerce un déplacement dx > 0, il faut que dF; < 0 pour ramener le point vers sa position

initiale. Cela impose donc :
d2E,,)
— > 0.
< dx2 X=Xeq

De méme, si on exerce un déplacement dx < 0, il faut que dF; > 0 pour ramener le point vers
sa position initiale et on retrouve le méme résultat.

La position d’équilibre xeq est stable si 1’énergie potentielle est minimale en xeq. Cela

se traduit généralement par :
2
(d b;" > > 0.
dx X=Xeq

La position d’équilibre xeq est instable dans les autres cas. Généralement, 1’énergie

2
potentielle est alors maximale en xeq et (—p> <0.
X=Xeq

7 Portraits de phase et lien avec le profil d’énergie potentielle

Dans ce paragraphe, on définit une représentation graphique du mouvement appelée portrait
de phase. On se limite & un systéme a un degré de liberté mécanique, c’est-a-dire a un sys-
teéme dont 1’évolution est décrite par un seul parametre de position. Pour un tel mouvement,
la notion de trajectoire est souvent de peu d’intérét car les trajectoires sont des portions de
droites, de cercles, ou de courbes connues a I’avance. Le portrait de phase permet de représen-
ter sur un méme graphe la position de M ainsi que sa vitesse et permet une représentation plus
riche. Comme dans le paragraphe précédent, on considere que le mouvement du point maté-
riel M est paramétré par une variable d’espace cartésienne notée x pour simplifier 1’analyse,
mais tout est transposable au cas ou la coordonnée de M n’est pas cartésienne.

7.1 Définitions

Le plan de phase d’un systeme a un degré de liberté est le plan (x,x) ol x est la variable de
position de M et i sa dérivée. A chaque instant, le mobile M est repéré par sa position x et
on peut déterminer sa vitesse x. On peut le représenter par un point P de coordonnées (x, %)
du plan de phase. Au cours du mouvement du mobile, la succession des points P trace une
courbe dans le plan de phase appelée trajectoire de phase. On a déja établi et tracé une tra-
jectoire de phase pour I’oscillateur harmonique, on va généraliser cette notion pour d’autres
mouvements. On peut noter que les conditions initiales du mouvement (x(+ = 0),%(t = 0))
sont représentées par un point Py du plan de phase. Le déterminisme implique que chaque
condition initiale donne une unique trajectoire de phase. Le portrait de phase d’un systeme
est un ensemble de trajectoires de phases associées a différentes conditions initiales.
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7.2 Exemple introductif

a) Position du probléme

On considére un mobile M de masse m soumis a la seule force conservative ? =F ()c)u—x> qui
dérive de 1’énergie potentielle E,(x) tracée sur la figure 16.8. Comme la seule force qui tra-
vaille est conservative, le théoreme de 1’énergie cinétique implique que 1’énergie mécanique

E,, du systeme est conservée : E, =E.+E, = Emv2 +E,(x).
En coordonnées cartésiennes v = xu; et I’énergie cinétique vaut alors :

1o, 1 5
E.= —mv: = —mx~.
) 2
Il s’en suit que ’on peut déterminer x en fonction x a partir de I’expression de 1’énergie

potentielle £, (x) et de la valeur de I’énergie mécanique E,, grice a la relation :

o 2(En— ()

m
qui admet deux solutions de signes opposés :
2(En—E 2(En—E
%= (Em — Ep(x)) >0 ot = — (Em — Ep(x)) <0.
m m

On peut alors tracer une trajectoire de phase point par point en fixant une valeur pour E,, et
en relevant la valeur de E,(x) sur le profil d’énergie potentielle. La fonction « racine carré »
étant une fonction croissante, la norme de la vitesse |%| est une fonction croissante de I’écart
En—Ep(x).

b) Observation du portrait de phase

On a tracé sur la figure 16.8 un exemple de profil d’énergie potentielle et le portrait de phase
associé. L’énergie potentielle E,(x) est une fonction décroissante puis croissante de x qui
admet un minimum en O. Sa courbe représentative dessine une « cuvette » dont les bords
ont une hauteur E... Elle forme un puits de potentiel de profondeur E... L’ origine de I’axe
(Ox), ainsi que la référence d’énergie potentielle sont choisies arbitrairement au minimum
d’énergie potentielle. Sur cette courbe d’énergie potentielle, on a fait apparaitre trois niveaux
d’énergie mécanique E1, E; et E3 et tracé sur le graphe du dessous les trajectoires de phase
associées.

c) Analyse des différents mouvements possibles

Dans tous les cas, on observe que la norme de la vitesse augmente quand le mobile s’approche
du fond du puits puis diminue quand il s’en éloigne. Elle est maximale au fond du puits.
Pour I’énergie mécanique E| < E.. ou Ey < E.., le mobile est piégé dans le puits de potentiel.
11 est dans un état lié et suit un mouvement périodique. Sa trajectoire de phase est une courbe
fermée décrite dans le sens horaire. Lorsque le mobile passe par le minimum d’énergie poten-
tielle, sa vitesse est maximale. La trajectoire de phase admet alors une tangente horizontale.
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E (I

3

=

Figure 16.8 — Energie potentielle et portrait de phase. Exemple d’un puits de potentiel
de profondeur Ey.

Pour E,, = E1, la vitesse du mobile s’annule en x; et x|. La trajectoire de phase coupe I’axe
des abscisses en x; et x}. Le mobile réalise des oscillations de faible amplitude autour de sa
position d’équilibre. On démontrera qu’on peut assimiler ces oscillations a des oscillations
harmoniques et la trajectoire de phase a une ellipse.

Pour E,, = E, la vitesse du mobile s’annule en x; et x}. La trajectoire de phase coupe 1’axe
des abscisses en x; et x,. Le mobile réalise des oscillations de grande amplitude qui ne sont
pas harmoniques. Sa trajectoire de phase change de forme. On montrera que ce changement
de forme est une preuve de la non-linéarité du probleme.

Pour I’énergie mécanique E3 > E.., le mobile est libre de sortir du puits de potentiel. 11 est
dans un état de diffusion. Deux trajectoires de phase ouvertes sont possibles selon le signe de
la vitesse : une trajectoire parcourue de gauche a droite située dans le demi-plan supérieur qui
correspond & x > O et une trajectoire parcourue de droite a gauche située dans le demi-plan
inférieur qui correspond a x < 0.
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7.3 Caractéristiques principales des portraits de phase

Dans ce paragraphe, on cherche les caractéristiques principales des portraits de phase a partir
de I’exemple ci-dessus et on les justifie brievement.

1. Les trajectoires de phases sont parcourues de gauche a droite dans le demi-plan
supérieur et de droite a gauche dans le demi-plan inférieur.
Dans le demi-plan supérieur X > 0 donc x est croissante et évolue de gauche a droite.
Dans le demi-plan inférieur, ¥ < 0 donc x est décroissante et évolue de droite a gauche.
2. Les mouvements périodiques correspondent a des trajectoires de phase fermées
décrites dans le sens horaire.

Si le mouvement du mobile est périodique, il retrouve la méme position et la méme
vitesse apres une période donc le méme point du plan de phase. D’apres le point 1,
elles sont décrites dans le sens horaire.

3. Les trajectoires de phases ne se croisent pas.

Ceci se démontre par 1’absurde en supposant que deux trajectoires se croisent en Fj.
Py représente une condition initiale pour I’évolution du systéme. Si deux trajectoires
de phases passent par Py, c’est qu'une méme condition initiale peut conduire a deux
mouvements différents. C’est incompatible avec le déterminisme classique.

4. Une trajectoire de phase coupe généralement ’axe (Ox) selon la verticale.

En effet, la tangente a la trajectoire de phase en un point (x,x) peut étre définie comme
la droite passant par ce point et faisant un angle & avec I’axe Ox tel que :

dx
tano = — = —d4 —
dx

dr

=l &=

&l&

Sur I’axe (Ox), la vitesse X est nulle. Dans le cas général, 1’accélération i est non nulle
T

ettana — oo d’olt |ot| — >

On peut noter que les positions d’équilibres pour lesquelles ¥ = 0 sont des exceptions a

cette regle. En pratique, seules les positions d’équilibre instables posent probleme car,

si le mobile est sans vitesse en une position d’équilibre stable, il ne bouge plus et sa
trajectoire de phase est restreinte a un point.

5. Les positions d’équilibres stables sont entourées de trajectoires de phase ellip-
tiques.
On a vu que les trajectoires de phases d’un oscillateur harmonique sont des ellipses.
On démontrera dans un prochain chapitre que les mouvements de faible amplitude
au voisinage d’une position d’équilibre stable sont des mouvements harmoniques. Ce
point en sera la conséquence directe.
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~{ SYNTHESE I

SAVOIRS

puissance et travail d’une force

savoir que la puissance dépend du référentiel

énergie cinétique d’un systeme

savoir qu’elle dépend du référentiel

loi de I’énergie cinétique et de la puissance cinétique dans un référentiel galiléen
définition d’une force conservative

expressions des énergies potentielles de pesanteur (champ uniforme), gravitationnelle
(champ créé par un astre ponctuel), élastique, électrique (champ uniforme et champ créé
par une charge ponctuelle)

définition d’une position d’équilibre

savoir que les positions d’équilibre stable correspondent a des minima d’énergie poten-
tielle et que les positions d’équilibre instable correspondent a des maxima

définitions d’un état 1ié et d’un état de diffusion

SAVOIR-FAIRE

reconnaitre le caractere moteur ou résistant d’une force

utiliser la loi de 1’énergie cinétique ou la loi de la puissance cinétique a bon escient
établir les expressions des énergies potentielles a connaitre

reconnaitre les cas de conservation de 1’énergie mécanique

déterminer 1’énergie mécanique initiale en exploitant les conditions initiales

tracer un graphe d’énergie potentielle

repérer les positions d’équilibre et déduire leur stabilité a partir d’un graphe d’énergie
potentielle

déduire d’un graphe d’énergie potentielle le comportement qualitatif d’un mobile : tra-
jectoire bornée ou non, mouvement périodique, position de vitesse nulle

expliquer qualitativement le lien entre le profil d’énergie potentielle et le portrait de
phase

MOTS-CLES

puissance * énergie potentielle o état lié

travail * énergie mécanique * état de diffusion
énergie cinétique * mouvement conservatif

force conservative * équilibre et stabilité
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