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Premier probleme
Premiere partie
Existence du point fixe

1.1. La bonne définition des termes de la suite (u,),,-, est assurée par la vérité de
la propriété " Vn € N, u,, € I " qu’on montre par récurrence,

e initialisation : on a par hypothése ug € I .

e hérédité : si on suppose u, € I pour un certain n € N alors , avec I'hypothése
fIycIl,onaunsr = fu,) 1.

1.2. Cas ou [ = [a, D]
1.2.1. Par récurrence sur n ,
e initialisation : la propriété est clairement vraie pourn = 0.

e hérédité : si on suppose |up+1 — up| < k™ |u; — ug| pour un certain n € N alors

avec I’hypothese

V(x,y) € I*, |f(z) = f(y)] < klz —y|
on a [unto — tnp1| = |f(uny1) = fFlun)| < klupts —unl < K" ur — ol ce qui
acheve la récurrence . Et comme ug,u; € I = [a,b] on a |u; —up| < b —a d’ou

pour tout entier naturel n ona |u,+1 — uy| < k™ (b — a) ce qui s’écrit aussi,
VneN, u, —k" (b—a) <upt1 <u, +k"(b—a).

1.2.2. On a pour tout entier naturel n, v, 41 — vy, = (Upt1 —un) —a(1—k)k"(b—a)
et wp+1 — wy = (Upy1 — Up) + (1 — k)K" (b—a).

e condition nécessaire : si les deux suites (v, )n>0 et (wy)n>0 sont adjacentes alors
onaVvn € N, (vy,+1 — vp)(Wnt1 — wy) < 0 condition qui peut s’écrire aussi ,

|un+1_un|
il — tn] < ol (1= k)E™(b— a) etd > .
VTLGN, |u +1 U |—‘Oé‘( ) ( a)e onc ’a’—ilég (1—]{:)]{7”(()—@)

.. . . ‘un—f—l - un’
e condition suffisante : si || > sup
ff o nen (1 —k)k™(b—a)

nona, —l|al (1 —kk"b—-a) < upt1 — up < |of (1 — k)E"(b — a) et on voit

alors pour tout entier naturel

clairement que si &« > 0 on a (v,),>0 décroissante et (w,),>o croissante et si

a < 0ona (v,)n>0 croissante et (wy,),>o décroissante . Et comme en plus on a



Vn e N, v, —w, =2ak"(b—a)etk €]0,1[on voitque lim v, —w, = 0etdonc

n—-+oo
que les deux suites (v,,)n>0 et (wy,)n>0 sont bien adjacentes .
On conclut que les deux suites (v, )n>0 et (wy,)n>0 sont adjacentes si et seulement

. |Un—|—1 _un|
sl || > su .
ol = Tt (1= k)E" (b — a)

remarque : D’apres la question 1.2.1. ce sup est fini et est inférieur ou égal a T %

1
? est suffisant pour que les deux suites (v, )n>0 et

et donc le choix |a| > 7

(wn)n>0 soient adjacentes .

1.2.3. Le réel « étant choisi tel que les suites (vy,)n>0 et (wy)n>0 soient adjacentes
soit ¢ leur limite (finie) commune . Comme liIJIrl ak™(b —a) = 0 on voit que
n—-—1+00o
lim w, =/¢.EtcommeVn € N, u, € [a,b] onvoit que ¢ € [a,b] .

n——+00
1.2.4.Pourn € N*ona |u, — f()| = | f(un-1) — f(£)| < k|un—1 — £| . Eten faisant
tendre n vers +oo on voit que lirf un, = f(¢) . Et par unicité de la limite on a

f(€) = £ c’est a dire que / est un point fixe de f .

1.3.Cas ou / = [a, +o0|

= f(a) +k(r —a
1.3.1. Le systeme y=fla)+k( ) se résoud a 1’équation linéaire du pre-
y==o
: . : . . (a) — ka
mier degré = = f(a) + k(z — a) qui admet une solution unique = = 5
qui prouve que les deux droites D et A d’équations respectives y = f(a)+k(r—a)
—k
et y = z sont concourantes au point (c¢,c) olt ¢ = % . Et on voit que
c—a= f(lL;a > 0 puisque f(I) CIetk<1.

1.3.2. D’une part on a ¢ > a donc si ¢ # a c’est que a < c . Et d'une autre pour
x € [a,cJona f(z)— f(a) < k(xr—a) < k(c—a)etdonc f(z) < f(a)+k(c—a) =c
et comme on a par hypothése f(z) > a on conclut que f([a,c]) C [a,c] .

1.3.3.5i ¢ = a cest que f(a) = a et donc f admet a € I pour point fixe .

Sinon on sait d’apres 1.3.2. que f([a,c|) C |a,c| et en utilisant le résultat de la
question 1.2. on a l'existence de £ € [a, c] tel que f(¢) = ¢.

On conclut alors que f admet un point fixe dans I .

1.4. Cas ol [ =] — 00, q]
e Pour z € Jonag(x) = —f(—x) et comme —x € I et f(I) C I on voit que
—g(x) € I c'estadire g(z) € J.Onadoncg(J) C J.

e Pour tout (z,y) € J? ona |g(z) — g(y)| = |f(~y) — f(—2)| < k|z —y]| .
La fonction ¢ vérifie donc sur J = [—a,+o0| les hypotheses de la question 1.3.



précédente . D’ol1 I'existence de ¢ € J tel que g(¢) = ¢ ce qui s’écrit aussi —¢ € |

et f(—¢) = —{ ce qui veut dire que f admet un point fixe dans /.

1.5.Casou/ =R

1.5.1. D’une part c (resp. d) étant I'abscisse du point d’intersection de la droite

d’équation y = f(0) — kz (resp. y = f(0) + kz) avec la premiere bissectrice on a
¢=1(0) —ke etdonc c = S0 etd = SO . Et d’une autre pour x € [c, d]
d= f(0) + kd +k 1—k

(remarquer que x > 0)ona f(z) — f(0) < kx < kdetdonc f(x) < f(0)+kd =d.

Mais on n’a pas (en général) f(xz) > ¢ pour tout z € [c,d] comme le montre
I'exemple f : z — 1+%oﬂonaf(0) = 5,1{:: 5/¢= 1l etd = 3 maisonn’a

pas f(x) > 1 pour tout x € [1, 3] = erreur d’énoncé!

Par contre on a f(|—d, d]) C [—d,d] vu que pour tout x € [—d,d] ona,
f(z) — f(0) > —k|z| > —kd et donc f(z) > f(0) — kd > —kd > —d..

La question 1.2. permet donc de conclure a l'existence d’un point fixe ¢ de f,
¢ € [—d,d] et comme on a —k[¢| < ¢ — f(0) < k|| on voit que f(0) < ¢+ k|/] et
ainsi si ¢ était négatif on aurait f(0) < (1 — k)¢ ce qui contredit f(0) > 0, £ est

10) _, - 0

. g < g < :
donc positif et par suite —k¢ < ¢ — f(0) < k¢ ce qui donne A

c'estadire € [c,d] .

1.5.2.

e 5i f(0) = 0 c’est que 0 est un point fixe pour f .

e Si f(0) < 0la fonction g : * — — f(—x) vérifie les hypotheses de la question

1.5.1. et donc admet un point fixe ¢ dans I = R et il s’en suit que f admet un

point fixe —¢/ dans I = R.
Deuxiere partie
Unicité du point fixe

2.1. Soient ¢, et {5 dans I tels que f(¢1) = ¢1 et f(¢2) = {2 . On doit donc avoir,
|01 — la] = |f(l1) — f(la)| < K|ty — €3] soit (1 — k)1 — 3] < 0 et comme on a
1 — k> 0 onvoit que [¢; — {2| < 0c’estadire [¢; — lo| = 0soit {1 = {5 .

2.2. Approximation du point fixe

2.2.1 En utilisant un résultat de la question 1.2.1 on peut écrire,

p—1 p—1
V(n,p) € N XN, [upyp = tn| = [ Y tnpigr = tnpal <Y [ngirs = tngs
i=0 i=0



p—1 p—1
soit V(n,p) € N x N* | Jupqp — | <YK" g — ug| = k" (Z k:) |uy — g
=0 1=0
1— kP

1-k
restant valable pour p = 0 on a le résultat demandé .

soit V(n,p) € N X N* | |uyqp — up| < k" lup — ug| et cette dernieére inégalité

2.2.2. En faisant tendre p vers +oo dans I'inégalité ci-dessus on voit que,

n'_g <
VneN, |u |_1—k

u; — ug| vuque lim wu =/let lim kK =0.
| | q p——+o0 ntp p——+4o00

2.3. Un exemple

2.3.1. On a V(z,9) € R?* | |f(z) — f(y)| = %|3mm — siny| et le théoréme des
accroissements finis appliqué a la fonction sinus donne ’existence d'un réel z tel
que sinz — siny = cos(z)(x — y) et on voit que pour tout (r,y) € R*ona,

1
lf(z) = fly)] < §|x — y| ce qui signifie que la fonction f satisfait aux hypotheses

1
de la question 1.5. (avec k = 3 €]0,1]) . f admet donc un point fixe ¢ € R qui est

unique d’apres 2.1. .
1

23.2.0nad’apres 2.22.Vn € N, |u, — (| < ; 2_” 71f(0) = 0] = ST
2

que u, soit une valeur approchée de ¢ a 10~° pres il suffit de choisir n tel que

< 1073 c’est a dire tel que 2"~ > 1000 et comme 2'° = 1024 et 2° = 512 on

et ainsi pour

2n—1
choisira donc 'entier naturel n tel que n > 11 .

Deuxiéme probléme
Premiére partie

Etude d’une fonction

+o0
1.1. Pour v €] — 1,1[ on sait que 1 = Z u" d’oli en posant u = —t* on
— U
=0
1 =
oit que pour toutt €] — 1,1lona —— = —1)"t?" ce qui prouve que la
voit que p |- L1 1+7527;0() qui prouve q

dérivée de la fonction arctangente admet au voisinage de 0 un développement
en série entiere de rayon de convergence 1 et on conclut alors d’apres le cours
que la fonction arctangente admet au voisinage de 0 un développement en série

entiere de méme rayon de convergence que celui de sa dérivée et qui s’obtient
+o0

par integration terme a terme : arctan t = Z

n=0

t_l)nt2n+1
2n+1 '

1.2. La fonction g est clairement continue sur R* comme produit de deux fonctions

continues sur R* .



. arctan t . arctant — arctan 0 /
Onalimg(t) = lim ——— = lim = arctan 0 = —— =
t—0 t—0 t t—0 t—0 1+0

donc la fonction g admet un prolongement par continuité en 0 avec , si on note

encore g ce prolongement, g(0) = 1.

1 x
1.3. Pour x € R* on pose f(z) = — / g(t)dt .
T Jo

1.3.1. Si on note pour tout réel z , G(z) = / g(t)dt (remarquer que G n’est autre
0

G(z)

que la primitive sur R qui s’annule en 0 de la fonction g ) on a f(z) = —— pour
x
tout réel non nul x d’out f est continue sur R* comme produit de deux fonctions

continues sur R* .
G(z) — G(0 /
Et comme en plus on a liII(l) flx) = lin%) % =G (0) = g(0) = 1 on voit

que la fonction f se prolonge en une fonction continue sur R avec , si on note

encore f ce prolongement, f(0) = 1.
(_1)n+1z2n+2
|~ G|

1.3.2. Pour z € C* ona lim e S 2|* et la regle de D’Alembert
n—-+o00 ‘ 2n—|—1)2 |
donne 1 (—1) n i i -
que la série numérique Z 2nt 1) est divegente si |z| > 1 et abso
n>0
lument convergente si |z| < 1 ce qui prouve que la série entiere Z ﬂz%
(2n +1)2

n>0
est de rayon de convergence 1 .

1)”
1.3.3. D’une part la série entieére —~ /27 ast de rayon de convergence 1
unep ! Z 2n+1)2° y Vers
donc la série E i 2" est convergente pour tout réel z €] — 1, 1]
(2n + 1)2 T

—+o00

—1)"
Et d'une autre , en utilisant 1.1. ,on a V¢t €] — 1,1[, g(t) = Z ut%

et par
o+ 1 P

x +o0

—1)"
intégration terme a terme ona Vz €] — 1,1[, / g(t)dt = g ((—)xQ”“
0 -

et
< (2n + 1)2

. S D"
onvoit queVz €] — 1,1, f(x) = nz_o mx
1.3.4. D’une part f est clairemnt de classe C* sur R* comme produit de deux
fonctions de classe C>° sur R* . Et d'une autre , d’apres 1.3.3. , elle est dévelop-
pable en série entiere au voisinage de 0 et donc de classe C*° dans un voisinage

de 0. On conclut alors que f est de classe C*™ sur R .

1.4. Expression de f(1) comme somme d’une série .

1
1.4.1. Comme la suite n — m est décroissante et de limite 0 en +00 on
n



=
< (2n +1)2

convergente d’aprés le cours qu1 donne en plus la majoration du module du reste
T (—1)F = (-1 —1)ntl 1
sy G0 L[S (-1) _
— (2k+1)? W (2k 4+ 1)2 2n+1)+1)2] (2n+3)2
1.4.2. Pour k € N* et x €]0, 1] montrons d’abord que 0 < 1 — 2" < k(1 — 2?),

voit que la série alternée E vérifie le critere de Leibniz et est donc

en effet le théoréme des accroissements finis appliqué a la fonction ¢ — t* sur le
segment [2?, 1] donne I'existence d’'un réel ¢ €]0, 1] tel que 1—z%* = k&¢F 1 (1—2?).
remarque :

k—1
Ce résultat peut s’obtenir aussi en utilisant l'identité 1 — x** = (1 — 2? Z z?,

1=0
Ainsi pour tout n € N* et x €]0, 1] on peut écrire,

i (_1)k (1 _ 2k) < Zﬂ < ( iL et vu que le
2 @k+1)2 T T @k T (2k 1 1)2 d
(="

k=1
(2k +1)2
1.4.3. Pour tout n € N* et x €]0, 1[ on a en utilisant 1.3.3.,

n

terme (1 — 2%*) est nul pour k = 0 on a le résultat demandé .

Fa) Z (-n* | _ *i’ (-D* ok Z (—1)* (1 — 2?%)| et donc
— (2k + 1) W (2k + 1) (Qk: +1)2
~ (1! S _EDE e | (D 8)| so
f(sz:)—Z:—2 Z g | =5 (1 —27")| soit en
= (2k+1) W k1) — (2k +1)
N o P D D I S G D A [PPSR
utilisant 1.4.2. | f(x) — | < Z ———— |+ (1—x )Z —
— (2k+1) W (2k+1) — (2k+1)
1
d’une part on a clairement ok i 2 < 7 pour tout entier naturel k et donc

. k = 1
(1 — 2% Z W < (1—2% 7 pour tout n € N* et x €]0,1] et d'une

1 k
autre la série Z —) 2k est clairement alternée pour = €]0, 1] et satisfait au
(2k 4 1)2
k>0
2k
critére de Leibniz vu que la suite £ — hr1)e décroit vers 0 (comme produit

de deux suites décroissantes vers 0) , et on a donc la majoration en valeur absolue

+oo
(=D % (—1)rtg2nth) 1 o
E: A S < —— doul 1
du reste 2 (2k+1)2x S @1 +1)2 < (2n—|—3)2 d’ou le résultat
) —~ (=DF
demandé | f(x) kg 2hF1)? (1—2? E k; 2n+3)

1
1.4.4. Du fait de la décroissance de la fonction ¢ — 7 sur 10, 4+00] on a pour tout

1 kodt
entier k > 2, % < / 5= In(k) — ¢n(k — 1) d’ot pour tout entier n > 2,
k—1



Z — — 1) = ¢n(n) et donc Z < 1+ ¢n(n) et cette derniere
k=

r—a-w
l\')

gahte restant valable pourn = 1onale resultat souhaité .

1
1.4.5. D’une part on a pour tout entiern > 1, z, = 4/1 - —d’out lim =z, =1
n

n—-+oo

et d'une autre , vu que z,, €]0,1] pour n > 2,onad’apres 1.4.3. et 1.4.4.

N (=D)k 14 ¢n(n) 1
n) 1 - <
'f(x) Z(2k+ 1) & Zk: 2n—|—3 n T ntip
et fmalement f étant continue en 1 d apres 1.3.1., on voit en faisant n — +o00
T i e Vo
que f(1) = nﬂrfookz_o PRSI

1.4.6. On a en utilisant 1.4.1. pour tout entier naturel n,

~ (=" .
f(1) — < donc pour que la somme partielle S,, =
1) kzzo 2k +1)2| = (2nt3)2 COnCPORA P Z_
1
soit une valeur approchée de f(1) a 10~ preés il suffit qu’on ait ———— < 1073

(2n + 3)?

soit n > 15, S5 est donc une valeur approchée de f(1) a 1073 pres.
X

En dérivant la relation z f(z) = / g(t)dtona f(z) +xf (z) = g(x) ce qui donne
0

F)=g1)-fQ) = % — f(1) etdonc % — Si5 est une valeur approchée a 10~°
pres de Fa.
remarque : une valeur approchée a 10™2 pres de f(1) est Sy ~ 0.92 et une valeur

approchée a 102 pres de £ (1) est % — Sy~ —0.13.
1.5. Etude de f au voisinage de +oc .

1
1.5.1. Pour t €]0, +o00| posons ¢(t) = arctan t + arctan 7 En dérivant la fonction
1 1 1
1+82 21+ %

. 7T Z Z
constante sur l'intervalle |0, +-00[ et comme (1) = 5 ona le résultat demandé .

= 0 la fonction ¢ est donc

¢ ainsi définie ona, V¢ > 0, ¢ () =

I 1 /! I
1.5.2. Pourz > 0ona, f(z) = —/ g(t)dt = —/ g(t)dt + —/ g(t)dt
T Jo T Jo T J1
. . 1 g o1
par le biais du changement de variable ¢ — ;ona, / g(t)dt = / ) g(g)dt
1 1

et d’apres 1.5.1. ona pour tout réel ¢ > 0,

1 1 1arctan(1)_ 17 T

—p9) = g1 =~ (5 —arctant) = g(t) -

d’ot1 pour tout reel x > 0on a,

/jg(t)dt:/l t——/ dt / t)dt + ()

1 14
et donc pour tout réel z > 0, f(x) = ;/ g(t)dt + — - g(t)dt + - 72195@
0 1

8=

~_ (=D*



) 1 (= mln(x) 1,1 «wln(x)
‘esta dire, f(z) = — t)dt == f(= :
cestadire, f(a) =+ [ g(ir+ TR — S p(0)+ T
1
1.5.3. On a d'une part par continuité de f en 0, lirf f(=) = f(0) = 1 et donc
r— 100 X
1 .1 1 1 l
s (5) ~ g au voisinage de +oo et dl;une autre on a , = = o(ﬂ ;x(x)) au
voisinage de 400 . Doncon a, f(z) ~ mn(z) au voisinage de +oo et par suite
. mln(x)
li 1 ———==0.
LS @ = I
¢ 1 .1
1.6.Ona,d’apres 1.5.2.,Vz > 0, f(z) = T ;1(:5) + — f(~) et comme pour z > 1
T i x
1
ona — €0, 1[ on voit , en utilisant 1.3.3., que pour tout réel x > 1ona,
T

_ min(z) _ mn(x) X (=1)n 1
flx) = 20 $2 Z 2n+ m2n T o T nZ: (2n + 1)2 x2n+2

mn(5) = (—1)n 1 (- 1
Ona f(5) = 0 T Z (@t 1) 57072 et la série Z 2n+ )2 5272 étant
_>0

clairement alternée et de Lelbmz on a pour tout entier naturel n,

wn(5) = (=1)F 1 1 )
FB) =g~ ZO 2k + 1)2 5272 < n T 3Ty e valeur approchée

mn(5) 1
— ~0.54
10 —|—25 0.545 .

de f(5) a 10~? pres s’obtient dés que n = 0 soit f(5) ~

1.7.

1 x
e La parité de la fonction g étant claire en effectuant dans I'expression — / g(t)dt
T Jo

1 —x
le changement de variable ¢ — —¢ on a pour tout x réel , f(x) = — / —g(—t)dt
T Jo

1 —Z
= — / g(t)dt = f(—=x) ,la fonction f est donc paire .
e Pour tout ¢ > 0 on a, d’apres le théoreme des accroissements finis , 1'existence

tan t — tan 0 / 1 1
de ¢ €]0,¢] tel que g(t) = arevant — arAan = _ aretan £ =

>
t—0 1+¢2 1+¢2
1 [* t
d’ou par intégration pour tout z > 0, f(z) = —/ g(t)dt > araans _ g(z) et
T Jo X
g9(z) — f(z)
x

comme pour toutx > Oona, f / (x) = on voit que la fonction f est

strictement décroissante sur R .

1 [ t t
/ arctan(t) .
0




Deuxiéme partie
Résolution d'une équation différentielle

2.1.t +— t* est solution de (H) sur I <Vt € I, t*a(a — 1)t* 2 4 3tat® ™ +t* =0
evtel, (a®>+2a+1)t* =0
Sa’+2a+1=0
Sa=-1.
2.2.Sionnote ¢ : t — % ona,
oA solution de (H) < 22(0 A+ 20 X + oA ) +3z(0 A+ oA ) + Ap =0
& (220 +3zp + gg))\ + (2.%’290, + 3xg0))\/ + 220X =0

=0
szN +) =0

s @@N) =0
d’ott comme I est un intervalleon a,
pAsolutionde (H)surI < 3K e R/ Vit eI, t\(t) =K

et on voit par exemple (pour K = 1) que la fonction A : t — ¢n|t| convient .

2.3. L’équation différentielle () étant de la forme ay” + by/ + cy = 0 ot les fonc-
tions a , b et c sont continues sur 'intervalle I avec en plus a qui ne s’annule pas
sur I , on sait d’aprés le cours que I'ensemble des solutions de (H) sur [ est un

. . . . 1 In|t )
R-espace vectoriel de dimension 2 . Les solutions ¢ — n ett — T‘ étant clai-

rement non proportionnelles elles forment un systeme fondamental de solutions

K1 + Kolnlt
de (H) sur I : toute solution est de la forme ¢ — 1+—2n|| , Ki, Ky € R.

K + Kolnlt
2.4.Si (K1, K2) # (0,0) la fonction ¢ — %2””

et par conséquent () n’admet pas de solution sur R autre que la solution nulle .

At)

25.t— —~ estsolutionde Lsur I <Vt € I, tA (1) + A () =

n’a pas de limite finie en 0

142
SIKeR/Vtel, th(t) =K +arctan't
. “arctan t ,
et on voit par exemple (pour K = 0) que A : z — ———dt convient .

0
2.6. On sait d’apres le cours que 1’ensemble des solutions de (£) sur I est un
espace affine de direction 1’espace vectoriel des solutions de (H) autrement dit si

yo est une solution particuliere de (£) sur I alors toute solution de (£) sur I est

K+ Kot
4 1 $2n’$|

dela forme y : x — yo(z) , K1,K> € R.Etcomme, d’apres 2.5.

. 1 [*arctant ) D
,la fonction f : z — — fdt est une solution particuliere de (£) sur I,
x

0
on voit que toute solution de (£) sur I est de la forme

1 [T arctant | Ky + Kol
y:xi—>—/ arctant K+ Kalnlel e o R
x Jo t x



2.7.

Soit y une solution de (£) telle qu’on ait dans un voisinage ouvert | — r,7[ de 0,
+oo

y(x) = Z anz™ alors on doit avoir pour tout z €] — r, [,

n=0
—+o00

Z (n—1)a,x" +3Znanaz —|—Zan 1+x2

n=0

+o0 1
soit pour tout x €] — r, [, Z(n +1)2anx

)
o 1+

+oo
1
et comme Vr €] — 1,1], = Z(—l)"ﬁ” on doit avoir par unicité du

2
1+« =
_]_ n
Qo2n = ( )

développement en série entiere Vn € N | (2n+ 1)

azn+1 =0
Et comme on sait d’apres 1.3.2. de la premiere partie de ce probleme , que la
(—1)"

série entiére Z m
n

2" est de rayon de convergence 1 on a nécessairement

N~ _(=y"

rgletvxe]—r,r[yy(x)zz(

> mx " c’est a dire d’apres 1.3.3.,

Ve €] —rr[, y(x) = f(z) = 1/ —arcttantdt.
0
2.8.

Une solution y de (£) sur R l'étant déja sur I , est nécessairement de la forme
1 /w arctan t Ki + Koln|z|
YT — dt +
x

, K1, K> € R et comme elle se prolonge

f(@)
en 0 on a nécessairement K1 = Ko =0.

On conclut que 'unique solution de (£) sur R est la fonction f étudiée dans la

premiere partie de ce probleme .

" FIN DU CORRIGE »«
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