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ELHOR

1ére Partie

1.(a) | v=(u—Xidg)? = u® — 2 \u + \?idg .

1.(b)| Ona x € Ker w donc w(z) = (u— pidg)(x) =0 soit u(z) = p.x dou v?(z)=u(pz)=pu(zr)=p’z
et par suite v(x) = p?.x — 2 .z + N2aox = (N — )’

1.(c)| Si z€ Ker vnKer w alors v(z) =(A—p)>x =0 et A#p donc z=0 ,

et comme on a déja 0 € Ker vN Ker w on voit que Ker vN Ker w = {0} .

2.(a)| Soient e et e/, deux vecteurs propres de u associés respectivement aux valeurs propres distinctes p et \ .

La famille (e, €5) étant libre (résultat du cours) on compléte en une base ' = (¢}, €}, e5) de E .

v 0 «
La matrice de u dans B est alors 0 A et en posant ef = e5 + 32 ey ona B’ = (e}, €5, e5) base de E
0 0 /\
w0 0 0 0
et matgr(u)=|( 0 A g d'ou matg: (w 0 )\*/L ﬂ
00 A 0 0 —u
L—X 0 0 L—XA 0 0 ~N2 0 0
et matg: (U) = 0 0 g 0 0 g 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
on voit alors clairement que  Im v = Vect(e}) = Ker w et Im w = Vect(ey, ef) = Ker v .

2.(b)| (X =N = (X —p)(X =2X+ ) + (A — p)?
ce qui donne (u — Nidg)? = (u — usz)(u — 2\ = p)idg) + (A — p)?%idp
et donc pour tout * € E , (A — p)%.2 = v(z) + w((2A — p).x — u(x))

w
x (2A — p).x — u(x)
ou encore pourtout xt € £ , x=wv () +w <
= p)? = p)?

eKer w eKer v

et ceci , ajouté au résultat de ,donne E = Ker v Ker w .

2.(c)| On sait d'aprés le cours que 1 < dim(E,) <m ou m est I'ordre de multiplicité de p dans x,

et comme p est une racine simple de x,, on voit que dim(Ker w) =1 et par suite dim(Kerv)=3-1=2.

D’aprés le cours une condition nécessaire et suffisante pour que u soit diagonalisable est :
e Xy scindésurR et

e pour toute valeur propre « de u la dimension de |'espace propre associé a « est égale a I'ordre de multiplicité de o dans y,, .
Ceci dit on voit que : u diagonalisable < dim(Ey) =2 .

D’une part on a clairement E\ = Ker(u — Xidg) C Ker((u— Xidg)?) = Kerv
et d'une autre , u étant supposé non diagonalisable , on a 1 < dim(E)) < 2 = dim(Ker v)
c'est 4 dire que FE\ est un sous - espace vectoriel strict (droite vectorielle) de Ker v .

Ona (u—Aidg)(e1) = (u— Aidg)2(es) = v(ez) =0 et donc u(er) = Ae; (e1 € Ey ).
Comme ez ¢ E)\ ona (u— Ndg)(ez) =e1 #0 et par suite Ey = Vect(e1) et ex ¢ Vect(er) ,
la famille (e, ez) est donc libre et par suite base du plan vectoriel Ker v .

5.(b)| On a (e1,e2) base de Ker v, e3 base de Ker w et E = Ker v@ Ker w donc (eq, ez, e3) est une base de E
A1 0

et il est clair que la matrice de u dans cette base est 0 A O

0 0 pu

1/4



-X 1 1 1-X 1 1 1 1 1

6.()] x;=| 1 2-X -1 |, Ci=Ci+Cs,x;=| 0 2-X -1 |[=(1-X)|0 2—-X -1
-1 1 2-X 1-X 1 2-X 1 1 2-X
1 1 1
Ly—ILs—L, x;=(1-X)| 0 2-X -1 |=(1-X)?22-X).
0 0 1-X
-1 1 1 T 0
6.(b) | Le systeme linéaire 11 -1 y | =10 serésouda z=2, y=0
-1 1 1 z 0
A—Ty
d'ou Ey = Ker(f —idgs) =R.(1,0,1) = {(z,0,2) / z € R} .
-2 1 1 T 0
Le systéme linéaire 1 0 -1 y | =10 serésouda r=y =2z
-1 1 0 z 0

A—2I4
d'ou Fy = Ker(f —2idgs) =R.(1,1,1) = {(z,z,2) / z € R} .
L'espace propre E; associé a la valeur propre double 1 n'étant pas de dimension 2, I'endomorphisme f n'est pas diagonalisable .

-1 1 1 -1 1 1 1 1 -1
6.(c)| (A—1I3)? = 1 1 -1 1 1 -1 |=|11 -1
-1 1 1 -1 1 1 1 1 -1
1 1 -1 T 0
Le systéeme linéaire | 1 1 -1 y | =10 se résoud 3 = +y— 2 =0 équation d'un plan vectoriel de R? ,
1 1 -1 z 0
(A-1I3)?

on en déduit que dim Ker(f —idgs)? =2 .

6.(d).i| Le vecteur propre cherché ne pouvant appartenir 3 F1 on a e3 € Fy et donc ez = (1,1,1),
et comme on a clairement e3 = (1,—1,0) € Ker(f — idgs)? — Ey le résultat de la question | 5.(b) | s'applique :

(e1,e2,e3) est une base de R? .

1 1 0
D’apres onaB=[ 01 0
0 0 2

-1 1 1 1 x
La relation e; = (f — idrs)(e2) = (z,y, 2) s'écrit matriciellement 1 1 -1 -1 1=y
-1 1 1 0 z
A—1I3
-2 1 1
ce qui donne e; = (—2,0,—2) d’ou la matrice de passage P = 0 -1 1
-2 0 1

la formule de changement de base donne alors A = PBP~! .

1
6.(d).iii | On montre facilement par récurrence que B" = 0 pour tout n € N .
0

=| v |JontroweP =12 0 -2

x) ! 1 1 -2
0
0

z z 2 2 =2
-2 1 1 1 n 1 1 -2
d'ot pourtout n € N, A" =PB"P =2 0 -1 1 0 1 2 0 -2
-2 0 1 0o o0 2m 2 2 =2
2" —2n 2" —1 =-2"42n+1
tout calcul fait on trouve A™ = 2" —1 2™ —2m 4+ 1
2" —2n—1 2" -1 =-2"42n+42
2éme Partie
mi; M2 Mi3 (p41 = M11Gy + Mi2by +mizc,
En écrivant M = | mo; ma2 mas on a pourtoutn € N | brn4+1 = maiay + ma2b, + mescy,
m31 M3z M33 Cnt1 = M310yn + M32b, + m33cy
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Si tMV = \V alors pour tout n € Non a v,y =t X, 1V =t (MX,)V =t X!MV = XX,V = \v, ,
la suite (vp,)nen est donc géométrique de raison A .

1 4 —-15 3
3.(a)| On aclairement Xg=1{ 0 et M= 1 -4 1
0 2 —-10 3
4—- X 1 2 1—A 1 2
3.(b) [ x,,,(N) =det("M—X3)=| =15 —4-X —10 |, C1 < C1—Co—Cs, x,,,(\) =] -1+X —4-X -10
3 1 3—A —14+ A 1 3—A
1 1 2 1 1 2
Xeyy, AN =0=N)| -1 —=4-X =10 | , Lo~ Ly+ 1Ly et Ly~ Lz+L1,x,,,(A)=1-X)]0 -3-Xx -8
-1 1 3—A 0 2 5—X\
Xi,,(A) = (1= X)? : 1 est valeur propre triple de "M .
3 1 2 T 0
Le systéme linéaire | —15 -5 —10 y |=120 serésoud a 3z +y+22=0,
3 1 2 z 0
tM—TIy
le sous-espace propre de *M associé a la valeur propre triple 1 est le plan vectoriel de M3 (R) d'équation 3z +y + 2z =0 .
1 0
En chosissant par exemple V; = | —3 et Vo=| -2 on sait que les deux suies associées (v} )nen et (V2)nen
0 1

sont toutes les deux géométriques de raison 1 donc constantes et on peut écrire pour tout n € N,

{U%:tXnVlzan—%n:ao—Sbo:l an = 3bp +1
2

V2 =t X Vy = by + ep = —2by + o = 0 ce qui donne pour tout n € N { e = b,

et comme pour tout n € Non a b,4+1 = a, —4b, + ¢, on voit que pour tout n € Nona b,y =0, +1
la suite (b,,) est donc arithmétique de raison 1 et de premier terme by = 0 ce qui donne b, =n pour tout n € N

et par suite a, =3n+1 et ¢, =2n pourtoutn € N .

3éme Partie

—2-=A 5 2 —1-X 1+ 0
L@ ;N = =1 4-x 2 | Li—Li—L,x;0=| -1 4-x 2
2 —-10 —-5-—2X 2 —-10 —-5-—-2AX
1 -1 0 1 0 0
XA =—=1+XN)| -1 4-2A 2 , Oy —Co+ 01, xf(A)=—(1+X)| -1 3-2A 2 =—(1+ )3
2 —-10 —-5-2A\ 2 -8 —-5-2A
I'unique valeur propre de f est a = —1 .
—1 ) 2 T 0
1.(b) | Le systéme linéaire | —1 5 2 y | =10 serésouda =z —5y—22=0,
2 =10 -4 z 0
A+1I3
I'espace propre de f associé a la valeur propre a@ = —1 est le plan vectoriel de R? d'équation = — 5y — 2z =0 .
Cet espace propre n'étant pas de dimension 3 |I'endomorphisme f n'est pas diagonalisable .
T —1 5 2 1
1.(d).i| La relation vectorielle us = (f+idgs)(e1) = (z,y,2) s'écrit matriciellement | y | = -1 5 2 0
Z 2 =10 —4 0
donc (z,y,2) =(—1,—1,2) et comme z—5y—2z2=—-14+5—-4=0 ona uz € Ker(f +idgs)
et il en est de méme pour uz =2e; +e3=(2,0,1) .
1 -1 2
1.(d).ii| Ona detg(ui,uz,uz) =0 —1 0 |=-1%#0 donc B; = (u1,uz,u3) est une base de R? .
0 2 1
-1 0 0
Ona wy = (f+idgs)(uy) donc f(u1) =us —wu; dou B= 1 -1 0
0o 0 -1
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1 -1 2
2.(b)| On a clairement P = ( 0 -1 0 et en écrivant x,y et z en fonction de 2/, 9 et 2’ dans le systéme
0o 2 1

x! x 1 -5 =2
y | =P| vy ontrouve P1=[ 0 -1 0 )
2 z 0o 2 1

2.(c)| La formule de changement de base donne A = PBP~!.

0 0O
Onaclairement J:I+B:(1 0 0):E21 et donc J2=0.
0 0O

k
3.(a)| Ona B=J—1 etlaformule du binéme donne pour tout k € N* , B¥ = ZC,iJi(—I)’“_"’

J—I)t = (—1)R(T — k)

et comme J'=0désquei>2ona VkeN* BF=(-I)F+k
1 00
3.(b)| Onadoncpourtout ke N*, B¥ =(-1)F[ -k 1 0 (valable aussi pour k = 0)
0 0 1
1 -1 2 1 0 0 1 -5 -2
d'ot pour tout k € N, A¥ = PB*P~1 = (-1)*[ 0 -1 0 -k 10 0 -1 0
0 2 1 0 01 0 2 1

k+1 —5k —2k
soit pour tout k € N, AF = (—1)* k  —bk+1 —2k
—2k 10k 4k +1

2 5 2 u(t)
4.(a)| Le systéme (S) s'écrit matriciellement : Vt € R, ( ) = ( -1 4 2 ) ( v(t) )
w'(t) 2 —-10 -5 w(t)

et vectoriellement : vVt e R , (u/(t),v'(t),w'(t)) = f ((u(t),v(t), w(t))
c'est a dire que (S) est équivalent a I'équation différentielle : (E) ¢'(¢t) = f (p(t)) .

4.(b)| =(t),y(t) et z(t) étant les coordonnées du vecteur o(t) dans la base (u1,ug, us) la formule de changement de base

( a(t) ) ( u(t) ) ( '(t) ) ( (1) ) ( u(t) )

donne [ y(t) | =P 1| o) d’oui par dérivation y'(t) p1 (t) =P tA| o)

z(t) w(t) Z'(t) '(t) w(t)
z'(t) (t) z'(t) a(t)

d’'ou y'(t) | =P TAP | y(t) c'est a dire y'(t) | = y(t)
2'(t) 2(t) 2'(t) 2(t)

x’(t =-—x t)
ce qui montre que I'équation différentielle (E) est équivalente au systéme : (S') { y'(t) = z(t) — y(t)
z

ons (30 = oo |=(o 1 o )[0)-( 0
4.(c na =P ' v = - = )
Z(O) w(0) 0 2 1 1 1

4.(d)| On a pour tout réel t , z'(t) = —x(t) et 2/(t) = —2(t) donc Vt € R, z(t) = z(0)e~t, 2(t) = z(0)e*

g@:

cestadire Vi e R, z(t) = —2e7 ", z2(t) =e " doa VteR, (v (t)+y(t)) e' = —2 et par intégration
VteR, y(t)et = -2t +y(0) c'estadire Vt e R, y(t) = —2te " .

u(t) x(t) 1 -1 2 —2et
On a ( v(t) ) =P ( y(t) ) = ( 0 -1 0 ) ( —2tet ) d’ou la solution (u(t),v(t), w(t)) de (S)
w(t) 2(t) 0 2 1 et
u(t) = 2te™t
satisfaisant aux conditions initiales «(0) =v(0) =0 et w(0)=1 : { v(t) = 2te?

FIN DU CORRIGE
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