Concours marocain 2005, TSI
Epreuve 2 (Corrigé)

EXERCICE 1.

1. A valeur propre de A < A — A3 non inversible Ainsi le polynéme
& det(A—AN3) =0
S2-N((2-X?-1)=0
S2=-MN1-X)B-XN)=0
< e{l,2,3}

caractéristique de a admet 3 racines distinctes, donc A diagonalisable
car dim(Ker(u — A\jidgs) = 1 pour tout \;.

2. A\ =1, = 2, \3 = 3, resolvons les systémes AX = )\, X pour trouver

x
lese;,oun X = | 1
z
AX =X = z2+1+2=0et2=0 = z=—-1,y=1,2=0.
AX=2X = 1+z=0etx+2=0 = xz=1Ly=1,2=—1.
AX =3X = —ua2+14+2=02—-14+2=0,et —2=0
— r=1Ly=1,2=0 '

-1 1 1
Posons By = | ¢; = 1 ,Ey = 1 ,es=| 1
0 -1 0

3. Comme Card(B;) = 3 = dim(R?), pour montrer que c’est une base,
il suffit de montrer qu’elle libre, pour cela il suffit de montrer que
detg, (Bs) # 0, ou By la base canonique de R3.

—1 11
En effet detp, (Bs) =| 1 1 1 |=-2#0.
0 -1 0
100
D’autre part u(e;) = Aje;, donc A = Mp,(u) =1 0 2 0 |, avec la
00 3

relation suivante entre A et A :

A= PAP! avec : P = Pg,_.p,



4. (a) B = Mg, (v), donc B? = (Mg, (v))> = Mg, (v?) = A = Mg, (u),
d’ott v? = u, et de méme, on a : BA = B* = AB, d’ou Mg, (uv) =
M, (vu), d’ott uv = vu.
(b) uv(e;) = vu(e;) = v(\ie;) = Mv(e;), d’ott v(e;) € Ker(u — \jidgs)
or dim Ker(u — A\jidgs) = 1 et ¢; € Ker(u — \;jidgs), d’out e; et
v(e;) sont proportionnels. Donc v(i) = ase(i) et par suite : V =

aq 0 0
Mg, (u) = 0 ay 0 |, avec la relation suivante entre B et
0 0 a3
V.
B =PAP™!

Or B2 = A, d'oit (PVP1)2 = PV2P~' = PAP~!, d'oit V2 = A,
donc of = 1,02 = 2,02 = 3, et donc :

a1 € {—1, 1},@2 c {—\/5, \/5},043 € {—\/g, \/g}

5. Les solutions de I’équations X? = A sont de la forme X = PV P! ily

aq 0 0
en a 8 solutions car on peut former 8 matrices, V = 0 ap O
0 0 Qa3

avec les conditions : a; € {—1,1}, a5 € {—V2,v2}, a3 € {—/3,V3}

EXERCICE 2.

1. (a) p = min{k € N* tel que: u* = 0}, donc uP~! # 0, et par suite
Jxg € E tel que: uP~(zg) # 0.
(b) Soit (/\i)[)gigp tel que: oo+ )\1U(£L’0> +...+ /\p_lupfl(xo) =0, on
compose par uP~! et comme u* =0, Vk > p, alors \guP~(zg) =
0, or uP~Y(xy) # 0, dout Ay = 0, ce qui donne \ju(xgy) + ... +
)\p,lup_l(xo) = 0, on compose cette fois par uP~2, ce qui donne

MuPt(zg) = 0, dout A\ = 0 et on ré-itére le méme procéde
jusqu’a montrer que tous les A; sont nuls. D’ou la famille C =
(o, u(xg), ..., uP~ (o)) est libre.

(c) C est libre, donc Card(C) = p < dim(E) =n, or u? =0 et n > p,
d’ou u" = 0.



2.

(a)

(d)

VP = (V)P = uP = 0 et v2P~H = P71 £,

Posons : ¢ = min{k € N* tel que: v* = 0}, donc 2(p—1) < ¢ < 2p,

et comme dans ce qui précéde pour u, on peut aussi affirmer pour

vque ¢ < mn,ainsi 2(p—1)+1<qg<mn,dou2p—1<n,dou
n+1

p < 5

Soit:(g é).OnaMQ:OetM:O,doncp:2,pour

M € L(R?), d’ou suivant la question précédente si X? = M, on
devrait avoir p§, ce qui n’est pas le cas, donc I’équation X2 = M,
n’admet pas de solutions.

De la méme fagon que dans la question 1.2), on montre que la
famille (z1,u(x1),...,u" " (xy)) est libre, or son cardinal est égal
a n = dim(F), donc c¢’est une base, et pas suite c¢’est une famille
génératrice de E, or g(x1) € E, d’ou l'existence de nombres réels
(ai)o<icn_1 tel que: g(z1) = apry + aqu(zy) + ... + ap_u™ ().
¢? =u+Ig, dotu=g?— Ig et donc gu = ¢> — g = ug. Et par
récurrence sur k € N, on montre que gu* = u*g.

D’autre part on a les égalités suivantes :

g(z1) = aory + agu(ry) + ..+ o u™ ()
gu(zy) = u(g(ry)) = apu(zy) + aqu(u(zy)) + ... + apu™ Hu(zy))
gu" N (zy) = u"Hg(z1)) = agu ) + A @ (W (2)

Ainsi g et aglp+. . .+, _1u"! coincident sur la base (z1, u(zy), ..., u" " (z1)),et

comme elles sont linéaires elles coincidents sur E.
Soit ()\i>0SiS” tel que: )\OIE + )\11,6 + ...+ )xp_lu”_l = O, o1 ap-
plique cette relation a x1, on trouve Ao(x1) + Mu(zy) + ... +
Ap—1u" M (zy) = 0, or la famille (zq, u(z1), ..., u" "1 (x1)) est libre,
d’ou \; = 0,V1 <i < n, et donc (Ig,u,...,u""1) est libre.
1 ére fagon : g% = Ip + u.
2 éme fagon : ¢ = (3, akuk)Q

= ZZ:O (Do Qrrg—i)

= > a0 Brul Avec : By = > g apag_i
Et par identification puisque la famille (Ig,u,...,u""!) est libre,
onaalors: fy =af = 1,01 = 2apa; = let 3, =0, Vg>2.
af =1, donc ag € {—1,1}.



Montrons par récurrence sur ¢ € {1,...,n}, que a, s’exprime de
facon unique en fonction de ay.

Pour g =1, on a: oy = —, donc le résultat est vrai pour ¢ = 1,
Qo
supposons qu’il est vrai jusqu’a l'ordre ¢ — 1, et montrons que c’est

vrai pour q.

En effet Y 7_  ayay_r = 0, donc 2a,00 = — Zi;ll OOl
orl<k<g—letl<g—k<qg—1,doules a,o,_ s’expriment
de facon unique en fonction de «yg, donc leur somme aussi, et par
la suite 20,0y aussi et finalement «, aussi.

Les solutions, g de 1'équation ¢?> = Iz + u, sont de la forme g =
Sh_oaru®, or Vg € {1,...,n},q, s’exprime de fagon unique en
fonction de ap € {—1,1}. Donc deux possibilités suivant la valeur
prise par .

4. L’équation peut s’écrire sous la forme X? = I, + A, avec :

01 00
A 0010 .. 4 3
=l o000 1 , qui vérifie A* =0 et A° # 0, donc X = agly +
0 0 0O
a1 A + i A? + a3 A3, avec les relations suivantes :
Qo € {—1, 1} 2C(0051 =1

20[00&2 + Oé% =0 20(0053 + 20&10&2 =0

Les solutions possibles sont :
1 1 1
= 1 _ — —_ — = — —
&%) , (1 2 , (g 4 , 3 S
] 1 1 1
Qp = , (i = 9 7042_4 , (V3 = ]
PROBLEME.

Premiére partie.

1. V(P,Q) e RIX],VA € R, ona:

D(

P+AQ) =(P+2Q)(X+1)—(P+XQ)(X)
— (P(X + 1) — P(X)) + MQ(X + 1) — Q(X)
— D(P) + AD(Q)

d’ott D est linéaire.
D’autre part si P est un polyndéme, il est clair que D(P) = P(X +1) —



P(X) est un polynéme, donc D : R[X] — R[X].
Donc D est un endomorphisme de R[X].

2. (a) PeKer(D) = P(X)= P(X+1),dou les relations suivantes :
P(0) = P(1)

P(n—1)= P(n)
en sommant ces inégalités on obtient P(n) = P(0).

(b) Si P € Ker(D), alors P(n) = P(0), Vn € N, donc le poynome
Q(X) = P(X) — P(0), admet une infinité de racines, donc est
nul. D’ot P(X) = P(0), donc P € Ry[X], d’ou Ker(D) C Ry[X],
I’autre inclusion est évidente d’ou 1'égalité.

3. (a) Soit P € R[X] tel que: deg(P) = n, posons P(X) = >} _ ap X",
donec D(P)(X) = Y p_arD(XF¥), or V& > 1,D(X*) = (X +
F — XF = EX*1 4+ . 4+ 1, grace a la formule du binome de
Newton, donc deg(D(X*)) = k — 1, et co(D(X*)) = k, et donc
deg(D(P)) =n — 1 et co(D(P)) = nay, ou a, = co(P).
(b) D(R,[X]) C R,_1[X], d’aprés la question précédente, en particu-
lier D(R,[X]) C R,[X], donc R,,[X] est stable par D.

4. D, est larestriction de D sur R,,[X], donc Ker(D,,) =Ker(D)NR,,[X] =
Ro[X]. la formule du rang s’écrit alors : n+1 = dim(R,[X]) = dim(Ker(D,,)+
dim(Im(D,,)) = dim(Ry[X]) + dim(Im(D,,)) = 1 + dim(Im(D,,)), d’on
dim(Im(D,,)) = n = dim(R,_;[X]), or Im(D,,) = D(R,[X]) C R,_1[X],
d’ou I'égalité.

5. Soit @@ € R[X], posons deg(Q)) = n — 1 avec n > 1, donc P
R,,1[X] =Im(D,,), d’ou 3P € R,[X] tel que: Q = D, (P) = D(P
d’ou D est surjective.

6. (a) P € FNnKer(D) = P(0) = 0 et P polynéme constante

— P =0, donc FNnKer(D)={0}.

€
);

~—
€Ker(D)

D’autre part : VP € R[X], on peut écrire P(X) = ay -+ Z ap X"
k=1
eF
(b) Existence : Soit @ € R[X], comme D est surjective, alors 3P, €
R[X] tel que: D(Py) = @, posons P(X) = Py(X) — Fy(0), donc
P(0) =0et D(P)=D(Py—a) =D(P) — D(a) = D(P) = Q ou
a = Po(O)



Unicité : Supposons qu’il existe deux polynémes Py, P, tel que: D(P;) =
D(P) = Q et P(0) = P»(0) = 0, donc D(P, — P,) = 0 et
(PL—P,)(0) =0, d’ot P — P, € FNKer(D) = {0}, d'ott P, = P,.
deg(Q) = deg(D(P)) = deg(P) — 1, d’ott deg(P) = deg(Q) + 1.

Deuxiéme partie.

1. Simple récurrence sur n € N, en utulisant la question 6.b.

2. deg(Py) = 0, donc deg(P1) = 1, or P(0) = 0, doa P (X) = aX,
or D(P)) = Py, dot a(X +1) —aX = 1, dou a = 1, et par suite
Pi(X) = X.

De méme deg(P;) = 1, donc deg(P2) = 2, or P(0) = 0, d'oit P(X) =
aX?+bX,or D(Py) = P, dot a(X +1)*+b(X +1)—aX?*—bX = X,

1 1
d’ott 2aX +a+b=1, donc a = E’b: —a=-—3 et par suite P;(X) =

1 X(X -1
—(X?-X)= XX =1) )
2 2
3. Par récurrence sur n € N.
Le résultat est déja vrai pour P;(X) = X.

X(X—1)...(X —n+2)
(

n—1)!
X(X 1)”7;'()( n—|—1)7 ona: P(0)=0et
D(P) =P(X+1)—P(X)
(X+1DX..(X—-n+2) XX-1)...(X—=n+1)
B n! B n!
_X(X 1)...‘(X 42 (X 1)
X(X—1).. (X =n+2)
B (n—1)!
= nfl(X)

Or P, est 'unique polynome qui vérifie cette relation, donc P, (X) =
X(X=-1)...(X=n+1)
n!

4. Comme Card(F,...,P,) = n+ 1 = dim(R,[X]), pour montrer que
c’est une base il suffit alors de montrer qu’elle est libre.
En effet, on va raisonner par récurrence.
Pour n = 1, il est clair que {FPy(X) = 1} est libre.
Supposons (Fy, ..., P,) est libre et montrons que (Fp, ..., P,11) lest

Supposons P,_1(X) =

, et posons P(X) =

6



aussi.

Pour cela on suppose qu'’ils existent des nombres réels (\;)o<i<ni1 tel que: Ao Po+

)\1P1 + ...+ )\nJranJrl = O, donc

DXoPo+ MNP+ ...+ M1Par1) = XD(Py) + MD(Py) + ...+ A1 D(Poyq)

:/\1P0+--‘+)\n+lpn
=0

car D(Py) = 0,D(P) = P—1, V1 <k <n+1,orlafamille (P,...,P,)

est libre, d’ott \; = ... = \,,.1 = 0, et par suite \gFPy = \g = 0.

. On rappelle d’abord que si on fait la division euclidienne par un poly-
nome de degré 1, on obtient une constante dans le reste.

Soit P € R[X] tel que: deg(P) <n

Faisons la division euclidienne de P, par X, on obtient P(X) = XQo(X)+
ag, avec deg(Qo) = deg(P) —1<n— 1.

Faisons aprés la division euclidienne de ) par , on obtient :
X-1
Qu(X) = == Qu(X) + an tel que: deg(@Qu) = deg(Qo) — 1 < n—2,
en particulier :
X(X -1
P(X) :%Ql()()—i—al)(—i—ao .
= PQ(X)Q1<X) + CL1P1(X) + CLQP()(X)
Aprés on fera la division euclidienne de (Q; par , on obtient :
X -2
Q1(X) = 5 Q2(X) + as tel que: deg(Qs) = deg(@Q2) — 1 < n — 3,

en particulier : P(X) = P5(X)Q2(X) + a2 P (X) + a1 P (X) + ag Po(X).
Et ainsi de suite, jusqu’a avoir deg(Q,,) < —1, donc Q,, = 0 et par suite
P(X) = anPn(X) + ...+ a1P1<X) + CLOP()(X)

CXP=XX X = %%—%, donc :
X2 = W 4 %X — Py(X) + %Pl(X).
XS x.X2 X2 —ox~ Ll xs
_ox XD Ly
=2XPy(X) + A (X)
etenﬁn2X:6¥+1,d’ofl X3 = %—i—l Py(X) + P (X) .

= 6P3(X) + P»(X) + P(X)



7.

(a) Découle de la question 6.b) de la 1ére partie pour Q(X) = X™.
(b) D(A,) = X" = A, (X+1)—A,(X)= X" donc pour 0 < k <
p,ona:A,(k+1)—A, (k) = k", dou S,, =D, _ k"
= Zi:o An(k + 1) - An(k)
= A, (p+1) — A,(0)
() On a: DX _ganbi) = Dp_garD(Per1) = gl =
X", d’autre part >y, @ P+1(0) = 0, car Pyq(0) =0, V0 <
k < n, de plus deg (3>p_o xPit1) = deg(Pny1) < n+1, or A,
est I'unique polynéme de R, 1[X] qui vérifie cette relation, donc
> ko W Pri1 = A
1 1
(d) On a : X2 = PQ(X) + §P1(X), d’ou AQ = Pg(X) -+ §P2<X)
Et aussi, X? = 6P3(X) + P»(X) + Py (X), donc :

(€) Sap = As(p+1) = Po(p+ 1)+ = Po(p+ 1)) = pp+ ?;279 +1)

2
+1)(3p* — Tp + 10
534’:6P4(p+1)+P3(p+1)+P2(p+1):p(p )( pl2 p )7

aprés toute simplification en utilisant les relations : Py(X) =
X(X — X(X-1)(X-2) Py(X) X(X —-1)(X —-2)(X —3)
— y 1y =

1)
Py(X) =
P 6 12

Fin.



