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CORRIGÉ

I.ETUDE D'UN PREMIER EXEMPLE

1. On a : lim
t→+∞

t2 e−t

t = lim
t→+∞

te−t = 0, donc t 7→ e−t

t est négligeable devant t 7→ 1
t2

en +∞ or

t 7→ 1
t2

est intégrable sur l'intervalle [x,+∞[, donc t 7→ e−t

t l'est aussi .

2. (a) On a : e−t

t > 0 ∀t ∈ [x,+∞[, donc ϕ(x) =
∫ +∞

x

e−t

t
dt > 0, d'autre part :

e−t

t < e−t

x ∀t ∈]x,+∞[, donc ϕ(x) =
∫ +∞

x

e−t

t
dt < ϕ(x) =

∫ +∞

x

e−t

x
dt =

e−t

x
, donc

on a montré que , pour tout réel strictement positif x on a : 0 < ϕ(x) < e−x

x .

(b) ∀x ∈ R∗
+, ϕ(x) =

∫ +∞

1

e−t

t
dt−

∫ x

1

e−t

t
dt est dérivable comme di�érence d'une constante,∫ +∞

1

e−t

t
dt et d'une primitive

∫ x

1

e−t

t
dt de e−x

x , avec ∀x ∈ R∗
+, ϕ

′(x) = e−x

x .

3. (a) Montrons d'abord que ϕ est intégrable sur ]0,+∞[, en e�et d'aprés ce qui précède on

peut a�rmer que ϕ est intégrable sur [1,+∞[, de plus
e−t

t
∼ 1

t
au voisinage de 0 et

t 7→ 1
t n'est pas intégrable sur ]0, 1], donc

∫ 1

x

e−t

t
dt ∼

∫ 1

x

1
t
dt = lnx au voisinage de 0,

or x 7→ lnx est intégrable sur ]0, 1], donc ϕ(x) =
∫ 1

x

e−t

t
dt + K où K =

∫ +∞

1

e−t

t
dt ,

donc ϕ est intégrable sur ]0,+∞[ et par suite ψ : x 7→ ϕ(|x|) est intégrable sur les deux
intervalles ]−∞, 0[ et ]0,+∞[ .

(b) Pour tout x ∈ R, on a |eixtψ| ≤ |ϕ(t)| et t 7→ |ψ| intégrable sur les deux intervalles

] −∞, 0[ et ]0,+∞[, donc t 7→ eixtψ(t) l'est aussi donc les intégrales I1 =
∫ +∞

0
eixtψdt

et I2 =
∫ 0

−∞
eixtψ(t)dt ont un sens et donc ψ̂(x) = I1 + I2 a un sens. D'autre part :

ψ̂(x) =
∫ +∞

−∞
eixtψ(t)dt =

∫ +∞

0

1
2
eixtϕ(t)dt +

∫ 0

−∞

1
2
eixtϕ(−t)dt =

∫ +∞

0

1
2
eixtϕ(t)dt +∫ +∞

0

1
2
e−ixuϕ(u)du =

∫ +∞

0

1
2
eixtϕ(t)dt+

∫ +∞

0

1
2
e−ixtϕ(t)dt = 2

∫ +∞

0
ϕ(t) cos(xt)dt.

(c) Pour tout réel non nul x, on a à l'aide d'une intégration par parties

ψ̂(x) =
∫ +∞

0
ϕ(t) cos(xt)dt =

[
ϕ(t)

sinxt
x

]t→+∞

t→0

−
∫ +∞

0
ϕ′(t)

sinxt
x

dt =

1
x

∫ +∞

0

e−t

t
sin(xt)dt, car d'aprés 2.a |ϕ(t)

sinxt
x

| ≤ e−t

x
→ 0, quand t → +∞ pour x

�xé, et d'aprés ce qui précède ϕ(t) ∼ ln t+K au voisinage de 0, donc

ϕ(t)
sinxt
x

∼ (ln t+K)
sinxt
x

quand t→ 0 pour x �xé, comme
sinxt
x

∼ t quand t→ 0 pour

x �xé, alors ϕ(t)
sinxt
x

∼ (ln t+K)t quand t→ 0 pour x �xé et donc lim
t→0

ϕ(t)
sinxt
x

= 0,

pour x �xé.

Ainsi ψ̂(x) =
F (x)
x

, avec Φ : x 7→
∫ +∞

0
ρ(x, t)dt telle que Φ(0) = 0 et
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ρ(x, t) = e−t

t sin(xt), donc ψ̂(0) = Φ′(0) à condition qu'on peut dériver sous signe intégral,

ce qui n'est pas di�cile à justi�er puisque
∂ρ

∂x
: t 7→ e−t cosxt est intégrable sur [0,+∞[

puisque majorée par e−t, intégrable sur [0,+∞[, pour x �xé.

Donc ψ̂(0) = Φ′(0) =
∫ +∞

0

∂ρ

∂x
(0, t)dt =

∫ +∞

0
e−tdt = 1.

4. (a) Dans la question précédente on a déjà montré que la fonction Φ : x 7→
∫ +∞
0

e−t

t sin(xt)dt

est dérivable sur ]0,+∞[ avec Φ′(x) =
∫ +∞

0
e−t cos(xt)dt, pour tout x > 0, puis on a :

Φ′(x) = <e
∫ +∞

0
e−teixt = <e

∫ +∞

0
e(ix−1)t = <e

[
e(ix−1)t

ix− 1

]t→+∞

t→0

= −<e
(

1
ix− 1

)
=

1
x2 + 1

. Notez bien que : |e(ix−1)t| = e−t → 0 quand t→ +∞.

(b) D'aprés la question précédente, on a : ψ̂(x) = Φ(x)
x pour tout réel non nul x, et Φ est de

classe C1 sur ]0,+∞[ avec Φ′(x) = 1
1+x2 ∀x > 0, donc Φ(x) = arctan x + λ ∀x > 0,

de même Φ(x) = arctan x+ µ ∀x < 0, donc

ψ̂(x) = arctan x+λ
x ∀x > 0

arctan x+µ
x ∀x < 0

1 si x = 0

comme ψ̂ est continue sur R alors λ = µ = 0 d'où le résultat.

II.UN AUTRE EXEMPLE

1. (a)
∫ A

0
e(α+iβ)tdt =

e(α+iβ)A

α+ iβ
.

(b)
∫ A

0
eαt cos(βt)dt = <e

(∫ A

0
e(α+iβ)tdt

)
= <e

(
e(α+iβ)A

α+ iβ

)
=

eαA<e
(

(cos(βA) + i sin(βA))(α− iβ)
α2 + β2

)
= eαAα cos(βA) + β sin(βA)

α2 + β2

De même :
∫ A

0
eαt sin(βt)dt = =m

(∫ A

0
e(α+iβ)tdt

)
= eαAα sin(βA)− β cos(βA)

α2 + β2
.

(c) Pour p réel strictement positif, la fonction t 7→ e−pt cosβt est intégrable sur [0,+∞[ car

dominée par la fonction t 7→ e−pt qui est intégrable sur [0,+∞[. Avec
∫ +∞

0
e−pt cos(βt)dt =

lim
A−→+∞

∫ A

0
e−pt cos(βt)dt = lim

A−→+∞
e−pA−p cos(βA) + β sin(βA)

p2 + β2
= 0, les exponentielles

l'emportent sur les puissances.

2. La fonction h : t 7→ 1
cht

est paire, pour montrer qu'elle est intégrable sur R, il su�t de le

montrer au voisinage de ∞, en e�et
1
cht

=
2

et + e−t
∼+∞ 2e−t, qui est intégrable en +∞,

donc h aussi.

3. (a) ĥ(x) =
∫ +∞

−∞
eixtψ(t)dt =

∫ +∞

0

1
2
eixth(t)dt +

∫ 0

−∞

1
2
eixth(−t)dt =

∫ +∞

0

1
2
eixtϕ(t)dt +∫ +∞

0

1
2
e−ixuh(u)du =

∫ +∞

0

1
2
eixth(t)dt+

∫ +∞

0

1
2
e−ixth(t)dt = 2

∫ +∞

0
h(t) cos(xt)dt.

(b) Pour tout réel u di�érent de 1 et tout entier naurel n ≥ 1, on a : (1 − u)
n∑

k=0

uk =

1 − un+1, donc
1

1− u
=

n∑
k=0

uk +
un+1

1− u
, en particulier pour tout t ≥ 0, on a h(t) =

2



1
ch t

= 2
e−t

1 + e−2t
= 2e−t

(
n∑

k=0

(−1)ke−2kt + (−1)n+1 e
−2(n+1)t

1 + e−2t

)
= 2

n∑
k=0

(−1)ke−(2k+1)t +

(−1)n+1 e
−(2n+3)t

1− e−2t
et donc pour tout réel x, on a : ĥ(x) = 2

∫ +∞

0
h(t) cos(xt)dt =

4
n∑

k=0

(−1)k

∫ +∞

0
e−(2k+1)t cos(xt)dt+ 4(−1)n+1

∫ +∞

0

e−(2n+3)t

1 + e−2t
cos(xt)dt.

(c) Pour tout réel x et tout entier naurel n ≥ 1, on a :∣∣∣ ∫ +∞

0

e−(2n+3)t

1 + e−2t
cos(xt)dt

∣∣∣ ≤ ∫ +∞

0

∣∣∣e−(2n+3)t

1 + e−2t
cos(xt)

∣∣∣dt ≤ ∫ +∞

0
e−(2n+3)tdt =

1
2n+ 3

D'autre part :
∣∣∣ĥ(x)−4

n∑
k=0

(−1)k

∫ +∞

0
e−(2k+1)t cos(xt)dt

∣∣∣ = 4
∣∣∣ ∫ +∞

0

e−(2n+3)t

1 + e−2t
cos(xt)dt

∣∣∣ ≤
4

2n+ 3
−→ 0, quand n −→ +∞, d'où : ĥ(x) = 4

+∞∑
n=0

(−1)n

∫ +∞

0
e−(2n+1)t cos(xt)dt.

(d) D'aprés la question II.1.c on a : ∀x ∈ R, ĥ(x) = 4
+∞∑
n=0

(−1)n 2n+ 1
x2 + (2n+ 1)2

.

4. (a) Calcul des coe�cients de Fourrier :

an = 1
2π

∫ π

−π
u(t) cos(nt)dt = 0 car t 7→ u(t) cos(nt) impaire sur [−π, π], de même

t 7→ u(t) sin(nt) paire sur [−π, π], alors

bn = 1
2π

∫ π

−π
u(t) sin(nt)dt = 2

1
2π

∫ π

0
u(t) sin(nt)dt =

1
π

∫ π

0
ch(xt) sin(nt)dt

=
1
2π

(∫ π

0
ext sin(nt)dt+

∫ π

0
e−xt sin(nt)dt

)
=

1
2π

(
exπ x sin(nπ)− n cos(nπ)

x2 + n2
+ e−xπ−x sin(nπ)− n cos(nπ)

x2 + n2

)
=

1
π

(−1)nn

x2 + n2
ch(xπ).

(b) Théorème : Si f est une fonction 2π-périodique, de classe C1 par morceaux, alors sa

série de Fourrier converge simplement, et en tout point de continuité x de f , sa somme

est égale à f(x) et en tout point de discontinuité x de f , sa somme est égale à la demi-

somme
fd(x) + fg(x)

2
.

La fonction u véri�e bien les hypotèses du théorème et continue sur ]0, π[, avec :
fd(x) + fg(x)

2
= 0 pour x = 0 ou x = π, la série de Fourrier de la fonction u étant∑

n≥0

bn sinnt, d'où
∑
n≥0

bn sinnt = ch(xt) ∀t ∈]0, π[ et
∑
n≥0

bn sinnt = 0 pour t = 0 ou

t = π.

(c) Pour t = π
2 ce développement devient :

∑
n≥0

b2n+1 sin(2n+1)
π

2
= ch(

xπ

2
) car sin 2nπ

2 = 0,

donc . ch(xπ
2 ) =

ch(xπ)
π

∑
n≥0

(−1)n+1 2n+ 1
x2 + (2n+ 1)2

.

5. D'aprés les questions II.3.d et II.4.c et la formule chγ = ch2
(γ

2

)
, pour γ ∈ R )

III.QUELQUES PROPRIÉTÉS DE LA TRANSFORMÉE DE FOURIER D'UNE FONCTION

1. Transformée de Fourier d'une fonction intégrable

(a) Pour x �xé, on a : |e−ixtf(t)| ≤ |f(t)| ∀t ∈ R, or f une fonction continue par mor-

ceaux et intégrable sur R ; donc t 7→ e−ixtf(t) l'est aussi d'où pour tout réel x, f̂(x) =∫ +∞

−∞
e−ixtf(t)dt est bien dé�nie, en plus |f̂(x)| = |

∫ +∞

−∞
e−ixtf(t)dt| ≤

∫ +∞

−∞
|f(t)|dt =

M , constante qui ne dépond pas de x et donc la fonction f̂ est bornée .
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(b) Si de plus f est continue, alors t 7→ e−ixtf(t) est intégrable sur R et x 7→ e−ixtf(t)

continue sur R, donc f̂ est aussi continue .

2. Transformations

f est une fonction continue par morceaux et intégrable sur R, donc pour tout réel a, les
fonctions fa(t) = f(t − a) et af(t) = f(at) sont aussi des fonctions continues par mor-

ceaux et intégrables sur R et par suite possédent des transformés de Fourier, avec que

pour tout réel x, f̂a(x) =
∫ +∞

−∞
e−ixtf(t − a)dt = e−iax

∫ +∞

−∞
e−ixuf(u)du = e−iaxf̂(x),

en utilisant le changement de variable u = t − a et de même avec le changement de va-

riable v = at on obtient âf(x) = 1
|a| f̂

(
x
a

)
(a 6= 0), faites attention ici aux bornes si a < 0

alors −∞ devient +∞ et inversement ce qui justi�e le |a|.La transformée de Fourier de

l'application t 7→ f(t)eiat au point x est :∫ +∞

−∞
e−i(x−a)tf(t)dt = f̂(x−a). Si f est paire alors f̂(x) =

∫ 0

−∞
e−ixtf(t)dt+

∫ ∞

0
e−ixtf(t)dt =∫ +∞

0
e−ixtf(t)dt+

∫ ∞

0
eixuf(−u)du =

∫ +∞

0
e−ixtf(t)dt+

∫ ∞

0
eixuf(u)du =

∫ +∞

0
e−ixtf(t)dt+∫ ∞

0
eixtf(t)du = 2

∫ +∞

0
cos(xt)f(t)dt, on a utilisé le changement de variable u = −t puis

on a remplacé u par t puisque sont deux variables muettes.

Si f est impaire on obtient f̂(x) = 2i
∫ +∞

0
sin(xt)f(t)dt. La transformée de Fourier d'une

fonction réelle paire est réelle alors que celle d'une fonction réelle impaire est imaginaire.

(a)(b)(c)3. Dérivation

(a) f ′ étant intégrable sur R, donc
∫ x

0
f ′(t)dt = f(x) − f(0) admet une limite �nie quad

x −→ +∞, et donc lim
+∞

f est �nie, soit L cette limite, si L 6= 0 alors |f(x)| −→ |L| > |L|
2 ,

quand x −→ +∞, or f est continue, donc un intervalle [A,+∞[ sur lequel |f | > |L|
2 , or

f est intégrable sur [A,+∞[, donc le fonction constante |L|
2 le sera aussi, ce qui n'est pas

le cas, donc L = lim
+∞

f = 0, et de même on montre que lim
−∞

f = 0 .

(b) f ′ étant une fonction continue par morceaux et intégrable sur R, donc admet une trans-

formée de Fourrier, dé�nie par la relation : ∀x ∈ R : f̂ ′(x) =
∫ +∞

−∞
e−ixtf ′(t)dt =

[
e−ixtf(t)

]t→+∞
t→−∞ + ix

∫ +∞

−∞
e−ixtf(t)dt = ixf̂(x), donc f̂(x) =

f̂ ′(x)
x

tend vers 0 en ±∞,

car f̂ ′ est bornée en utilisant la question II.1.a pour la fonction f ′.

(c) Le fait que l'application g : t 7→ tf(t) est intégrable sur R nous permet d'a�rmer que f̂

est de classe C1 sur R et de dériver sous le signe intégral ; avec :

∀x ∈ R,
(
f̂
)′

(x) = −i
∫ +∞

−∞
e−ixttf(t)dt = −iĝ(x).

Fin de l'épreuve

FIN

a c© : www.chez.com/myismail

a Mamouni My Ismail PCSI 2 Casablanca Maroc
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B) 1) f(x, t) = g(x)h(t), alors, comme h et g sont de classe C2 sur R, f est
de classe C2 sur R2 et on a , pour tout (x, t) ∈ R2 :

∂2f

∂x2
(x, t) = g′′(x)h(t) et

∂2f

∂t2
(x, t) = g(x)h′′(t)

Comme g′′ = λg et h′′ = λc2h, on a , en remplaçant :

∂2f

∂x2
(x, t)− 1

c2
∂2f

∂t2
(x, t) = 0

Donc f est une solution de (I)
2) Réciproquement, si g, h ∈ C2(R) tel que (x, t) 7→ g(x)h(t) est une solution
de (I) non identiquement nulle, posons pour tout (x, t) ∈ R2 :

f(x, t) = g(x)h(t)

Alors ∃(x0, t0) ∈ R2 f(x0, t0) 6= 0, donc g(x0) 6= 0 et h(t0) 6= 0.
Comme f est une solution de (I), on a :

∀(x, t) ∈ R2 g′′(x)h(t)− 1

c2
g(x)h′′(t) = 0

En particulier on a :
(1) ∀x ∈ R g′′(x)h(t0) =

1

c2
g(x)h′′(t0)

(2) ∀t ∈ R g′′(x0)h(t) =
1

c2
g(x0)h

′′(t)

(3) g′′(x0)h(t0) =
1

c2
g(x0)h

′′(t0)

Si on pose λ =
1

c2
h′′(t0)

h(t0)
et λ′ = c2

g′′(x0)

g(x0)
on a d’après (3) la relation :

λ′ = c2λ et par suite on a d’après (1) et (2) :{
g′′ = λg
h′′ = c2λh

3) a) L’équation y′′ = µy :
Si µ = 0 , l’équation s’écrit : y′′ = 0 , donc les solutions sont définies sur R
par : y(t) = αt+ β avec (α, β) ∈ R2

6
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