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Durée 4 heures

Concours TSI
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L’énoncé de cette épreuve, particulière aux candidats du concours TSI,
comporte 3 pages.

L’usage de la calculatrice est interdit .

Les candidats sont informés que la précision des raisonnements ainsi que le soin apporté à la rédaction
seront des éléments pris en compte dans la notation. Les candidats pourront admettre et utiliser le résultat
d’une question non résolue s’ils l’indiquent clairement sur la copie. Il convient en particulier de rappeler avec
précision les références des questions abordées.

Définitions et notations

Soit ω = 2π
T avec T > 0 ; Pour tout n ∈ Z et toute application f : R −→ C continue par

morceaux et T -périodique on pose :

cn(f) =
1
T

∫ T

0
f(t)e−inωt dt.

Les cn(f) sont appelés les coefficients de Fourier complexes de f .

Étant donnée une famille (un)n∈Z de nombres complexes, on dit que la série
∑
n∈Z

un converge si

les deux séries
∑
n>0

un et
∑
n>1

u−n convergent. En cas de convergence, on pose :

+∞∑
n=−∞

un =
+∞∑
n=0

un +
+∞∑
n=1

u−n.

Partie I

1. Soit f : R −→ C continue par morceaux et T -périodique.

(a) Pour tout n ∈ N∗, exprimer cn(f) et c−n(f) en fonctions des coefficients de Fourier an(f)
et bn(f) de f . Que vaut c0(f) ?

(b) Pour tout x ∈ R et n ∈ N exprimer la somme
n∑

k=−n

ck(f)eikωx à l’aide de la somme partielle

d’indice n associée à la série de Fourier de f qu’on notera Sn(f)(x).

(c) Donner un énoncé du théorème de Dirichlet faisant intervenir les coefficients de Fourier
complexes de f .

2. Soit f : R −→ C une application de classe C1. On prolonge la restriction de f à l’intervalle
[0, 1[ en une fonction 1-périodique sur R notée g.

(a) Vérifier que g est de classe C1 par morceaux.

(b) Exprimer les coefficients de Fourier complexes de g à l’aide d’une intégrale faisant
intervenir la fonctionf .

(c) Montrer que la série
∑
n∈Z

∫ 1

0
f(t)e−2iπnt dt est convergente de somme 1

2

(
f(0) + f(1)

)
.
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3. Soient f : R −→ C une application de classe C1 et (p, q) ∈ Z2 avec p < q.

(a) Montrer que pour tout k ∈ {p, . . . , q − 1} on a :

1
2
(
f(k) + f(k + 1)

)
=

+∞∑
n=−∞

∫ k+1

k
f(t)e−2iπnt dt.

(b) En déduire que

1
2
f(p) +

q−1∑
k=p+1

f(k) +
1
2
f(q) =

+∞∑
n=−∞

∫ q

p
f(t)e−2iπnt dt.

Partie II

Le but de cette partie est de calculer, pour tout n ∈ N∗, la somme de Gauss notée σn suivante :

σn =
n∑

k=1

e2iπ k2

n .

1. Simplifier l’expression e−2iπn k2

4 selon la parité de l’entier k.

2. Montrer que pour tout entier p on a :∫ n

0
e2iπ( t2

n
−pt) dt =

∫ (−p+1)n

−pn
e2iπ u2

n du + i−n

∫ (−p+ 1
2
)n

−(p+ 1
2
)n

e2iπ u2

n du.

3. Montrer avec soin que pour tout α ∈ R∗, l’intégrale
∫ +∞

−∞
eiαu2

du est convergente.

(On pourra utiliser une intégration par partie.)

4. Démontrer alors que

σn = (1 + i−n)
∫ +∞

−∞
e2iπ u2

n du.

5. On pose Jn =
∫ +∞

−∞
e2iπ u2

n du, n ∈ N∗.

(a) Trouver une relation entre Jn et J1.

(b) Calculer J1 à l’aide de ce qui précède et donner l’expression de σn.

Partie III

1. Montrer que pour tout réel t > 0, la série
∑
n∈Z

e−πtn2
est convergente.

On pose alors

χ(t) =
+∞∑

n=−∞
e−πtn2

, t > 0.

2. Montrer que la fonction χ est décroissante sur ]0,+∞[.
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3. Montrer que

∀ t > 0, 0 < χ(t)− 1 6
2

eπt − 1
et en déduire la limite de χ en +∞.

4. Montrer en utilisant la question I-3-b que : ∀ t > 0, χ(t) = lim
n→+∞

+∞∑
p=−∞

∫ n

−n
e−(πtx2+2iπpx) dx.

5. Montrer que
∫ n

−n
e−(πtx2+2iπpx) dx =

−nte−πtn2

πp2
+

t

2πp2

∫ n

−n
(1−2πtx2)e−(πtx2+2iπpx) dx, (n, p) ∈

N∗ × Z∗.

6. Soit t > 0. Montrer que pour tout p ∈ Z et P ∈ R[X], l’intégrale
∫ +∞

−∞
P (x)e−(πtx2+2iπpx) dx est

convergente.

7. En déduire que pour tout t > 0 il existe une constante M(t) telle que

∀ (n, p) ∈ N∗ × Z∗,
∣∣∣∣∫ n

−n
e−(πtx2+2iπpx) dx

∣∣∣∣ 6
M(t)
p2

.

8. Soient ε > 0 et t > 0.

(a) Justifier l’existence de N0 ∈ N tel que
+∞∑

p=N+1

M(t)
p2

6 ε pour tout entier N > N0.

(b) En écrivant, pour tout N > N0, que
+∞∑

p=−∞

∫ n

−n
e−(πtx2+2iπpx) dx =

N∑
p=−N

∫ n

−n
e−(πtx2+2iπpx) dx +

∑
|p|>N+1

∫ n

−n
e−(πtx2+2iπpx) dx

montrer que l’on a :

χ(t) =
+∞∑

p=−∞

∫ +∞

−∞
e−πtx2−2iπpx dx.

9. Pour a ∈ R on pose f(a) =
∫ +∞

−∞
e−x2+iax dx.

(a) Montrer que f est bien définie et qu’elle est dérivable sur R.
(b) Montrer que f satisfait l’équation différentielle

(E) y′ +
a

2
y = 0.

(c) Résoudre l’équation différentielle (E) et conclure qu’il existe une constante K > 0 telle
que pour tout t > 0 on ait :

χ(t) =
K√
πt

χ(
1
t
).

(d) Donner alors la valeur de K ainsi que celle de f(0).

10. Montrer que

χ(t) =
1√
t

+ ◦
t→0

(1).
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