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Centrale TSI 2008 - Mathématiques 1

Partie I - Systéme différentiel autonome
[.A.la)

' =\ < 3C €R, VteR, x(t) = CeM

I.A.1.b) Si, en outre, z(ty) = 7o, I'on a 1y = CeM°, ce qui montre que

Vt € R, x(t) = 2ot

[.A.2) L’équation différentielle est une équation linéaire du second ordre a coefficients constants
d’équation caractéristique 2 — 2ar +o? + 2 =0 r = a £i.
Si B # 0, les solutions de I’équation sont de la forme :

R—R ) cR
t — e (X cos(ft) + psin(5t)) on A H
Si B =0, les solutions de I’équation sont de la forme :
R—R N
t s eot(A 4 ) OB RER

[.B.1) Les solutions constantes sont a dérivée nulle ce qui donne les deux applications :

R—R t]R—>R
t— 0 ¢ t—1

@ x @
IB2) [ ——dt = — dt
)/x(l—x) /<x+1—x> ~

x x
——dt =1
/x(l—x) e

1‘4—00{16’61&

[.B.3)a) Cherchons les solutions de I’équation a valeur dans I =| — 00,0[, ]0,1[ ou |1, +o0].
Alors :
, 2’ ]
— 1 _ P —
¥ =xz(1—x) <:>x(1 i
< 3C eR, In ’ 1’ =t+C

@HAGR*, %:)\et
< AN e R z(1— Aef) = —Ae!

1
< 3JC eR*, z(Cet+1)=1 (C’ = _X> . D’ou :
t de Ta forme ¢ — () L icer
— =
z est de la forme T [T et OO

1
[.B.3)b) On a alors z(0) = 5© C=1.Dou:

1
1+et

¥ =z(1—x) R—R
x(O): estx:{

La solution au probléme de Cauchy {

t —

1
2
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Cette fonction x est g}tors C*° sur R.

Vit e R, 2/(t) = Atee D’ou le tableau de variations de x :
t | —o0 0 +00o
x + 7 +
x| 0 )/ % 1

et sa représentation graphique :

[=EY

Partie IT - Cas linéaire

= \uz

II.A1) X' =AX <
) {yzky

r = CreMt o
& 40y, Oy € R, Vt € R, { y202€/\2t . Dot :
et 0
La solution générale de (S;) est X : R — R? ou ®4(t) = ( At ) et C € R?
0 et
I1.A.2)
v’ La trajectoire maximale passant par (1,0) vérifie :

01€A1t0 =1 Cl = €_>\1t0
Jty € R, { Cyeto — & dtg € R, Oy =0
Cela donne la paramétrisation de la trajectoire :

T = 6)\1(t7t0)
{ Y =0 , t € R. On a obtenu la demi-droite |Ox).

v’ La trajectoire maximale passant par (—1,0) vérifie :
016/\1750 =—1 C) = —e~Mito
Jty € R, { Cyeto — & Jty € R, Cy =0
Cela donne la paramétrisation de la trajectoire :

T = e)\l(t—t())
{ Y =0 , t € R. On a obtenu la demi-droite |Ox).

v’ La trajectoire maximale passant par (0, 1) vérifie :
C’le)‘lto =0 Cl =0
Elto € R, { 026/\2t0 -1 = Elto € R? 02 — 67/\2t0
Cela donne la paramétrisation de la trajectoire :

{ z: : gkz(t—to) , t € R. On a obtenu la demi-droite |Oy).

v On obtient de méme pour la trajectoire passant par (0, —1) la demi-droite |O,y’).
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I1.A.3) La solution au probléme de Cauchy relative a X' =AX vérifie Cr = o
(20, Y0,0) C2 = Yo

D’ott un point M (x,y) appartient a la trajectoire si et seulement si :

X
T = xoeM? n 0
3t € R, ) = o &3tEeR, ¢ t=— (, A #0)
— Y0 1
y = yoe'

Y=Y | —
Zo

L’équation cartésienne de la trajectoire est donc :

g A
y = C|z|* avec x du signe de g, C' = yo|zo| Moot o = )\—2
1

I1.A.4) Les trajectoires maximales passant par le point (zg,y) sont les représentations de solu-
tions correspondant & une condition initiale (xg, 3o, ). Le systéme étant autonome, ces solutions
se déduisent de celle satisfaisant la condition initiale (xq,yo,0) par translation de la variable ¢, les
trajectoires correspondantes sont donc identiques et ont méme équation cartésienne. On en déduit
que la trajectoire passant par (1,1) pour (Ay, Ag) = :

v (—1,-2) a pour équation cartésienne : y = Clz|* avec a« =2, C'=1 et > 0, ce qui donne

y=1ax%etx>0.

1
v (—2,—1) a pour équation cartésienne : y = Clz|* avec o = Y C =1et x>0, cequi donne

y=+/retx>0.
v (—1,1) a pour équation cartésienne : y = Clz|* avec « = —1, C' =1 et > 0, ce qui donne
1
y=—etx>0.
x

3,
1Y y=1/x, x>0
1 y=x"2, x>0
2,
1,
| y=sqrt(x), x>0
0 1 x 2 3

I1.B.1) et 2) La matrice A posséde deux valeurs propres réelles distinctes; elle est donc diago-
nalisable et il existe une matrice inversible P € G'Ly(C) telle que D = P71AP.

On a alors :
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X' =AX & P 'X' =P 'APP X
&Y' = DY en posant Y = P71X

& 30,0, € R, VEER, Y(t) = ®y(1) ( ¢ )

& 30,0, €R, Vt R, X(t) = Pd(2) ( 1 )

&30, Ch R, VE € R, X(t) = yt) ( 1 )

et 0
Comme P € GLy(R), ®(t) = (

0 et ) € GLy(R), ®y(t) € GLy(R). Donc :

La solution générale de (Ss) est X : R — R? oit ®y(t) € GLy(R) et C € R?

I1.B.3) Une condition nécessaire et suffisante pour que toutes les solutions de (S3) tendent vers
0 est que :
lim &y(t) =0 < tlifrn Pd(t) =0

t—+o0
& tli+m ®y(t) =0 car X — PX et X — P~'X sont continues surM;(K)

< lim eMt=0et lim e* =0
t——4o0 t——4o0

S A <0et Ay <0. Done :

Toutes les solutions de (S3) tendent vers 0 < A; < 0 et Ay <0

0

[I.B4)a) L'on a A = Lo ) Son polynéme caractéristique x4 vaut X2 — 1 et les valeurs

propres sont 1 et —1, distinctes.
Les sous-espaces propres associés sont, :

V2 V2

Ly x = y engendré par \% et 1 = Vect \/% orthogonal a E; pour le

2 2
produit scalaire canonique de R2.

L’on a donc :

0 -1

V2
10 5

D =P AP D= P=| 32
avec ( ) et NG

2

SISV

L’on a alors :

V2 V2
P=Ryyet R}, =R /= %@ \%
2 2

I1.B.4)b) D’aprés la question 11.B.2), la solution générale est :
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X: R—R?
t —

F)0 (@)t () e ()

I1.B.4)c) La solution au probléme de Cauchy relatif a (S2) et (1,0,0) est définie par :

V2 V2

Sl
[N} [N}
(N

)

—(C=Cy) =1 C, = =
N © e
7(01+C2):0 02:—7
D’ou la solution :
X: R— R?
L,[(1 L ,( -1\ _( cht
o (1) (3 - ()

I1.B.4)d) Le systéme étant autonome , la trajectoire maximale correspondant & une condition
initiale (1,0,%;) est la méme que celle qui correspond a la condition (1,0,0).

. . . T = cht
La trajectoire maximale passant par (1,0) admet donc pour paramétrisation { Zj B ght )
On reconnait la branche d’hyperbole d’équation cartésienne 22 —y?> =1, x > 0.
D’ou sa représentation graphique :
1Y
2,
2-y"2=1, x>0
0 4
2
J —2 1 N L e .

I1.B.5)a) L'on a A = L o ) Son polynome caractéristique x4 vaut (X + 1)(X + 3) et

les valeurs propres sont —1 et —3, distinctes.
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Les sous-espaces propres associés sont les mémes que ceux de la matrice de la question précé-

dente.
V2 V2
E, == 2 E, = 2
1= Vect /3 et F_3="Vect /o
2 2
L’on a donc :
V2 V2
~1 0 5 T
- PilAP = P = 2 2
D avec D (0 _3)et NG
2 2
L’on a alors :
V2 V2
P=Ryyet R, =R /= 3/5 \%
2 2
I1.B.5)b) D’aprés la question I1.B.2), la solution générale est :
X: R—R?
V2 V2
o T et 0 Ch ,t\/ﬁ 1 73t\/§ —1
t— _3 = 016 - + 026 —_—
2 2
I1.B.5)c) La solution au probléme de Cauchy relatif a (S2) et (1,0,0) est définie par :
2 2
=4 .
2 2
§(01+02) —0 @:-%
D’ou la solution :
X: R— R?
et e
1 1 —1
ot _ 3t _ 2
t— —e (1) 26 ( 1 ) et = o3t
2
LonY = P7'X. D’ou
Y: R—R?
R [E— _— _6
2 2 2 — 2
t— \/§ \/5 et =Bt \/5 »
PR — R —_— __e
2 2 2 2
I1.B.5)d) La trajectoire maximale passant par (1,0) admet donc pour paramétrisation :
et e
r=——
2
B ot S o3t -
V=T
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V2
T r=—=e
Elle est I'image par la rotation de centre O et d’angle 1 du support de Y : 2\/5
—3t
y=——-¢
2

ce qui donne 'équation cartésienne : y = —223, = > 0.
D’ou les trajectoires maximales correspondant a Y et X :

1,
1y
1 2 3
0 4
=1
Y
-2~

I1.C.1) Le polyndome caractéristique de A est ya = (X — «a)? + 5%
Les valeurs propres de A sont donc : o+ i3 et o — 1/3.

! __
I.C.2) X' = AX v=ar—fy
C.2) (:){y’:ﬁx—i-ozy

Comme x et y sont dérivables, 2’ et 3 le sont aussi et le systéme est équivalent a :

1
1 _ o
AN L
Yy = pPr+ay —(az’ —2") = P + = (ax — 2')
p . / p
o y:B(am—x)
" =201’ + (& + )z =0

On montre de méme que y est solution de 2 — 2az’ + (a? + %)z = 0. Donc :

r et y sont solutions de ’équation différentielle 2" — 202’ + (a® + %)z =0

D’apreés la question 1.A.2), on alors : x = e* (X cos(ft) + psin(Gt)) ou A, u € R puisque § # 0.
Donc :

y = =(aw—a)

e“(Acos(ft) + psin(5t)) — % (ae®(Ncos(5t) + psin(Gt)) 4 e (—BAsin(Bt) + Sucos(Ft)))

= e (—\sin(Bt) + pcos(Bt))
D’ou la solution générale du systeéme :

LI

X: R— R?
e (Acos(ft) + pusin(Bt)) \ o [ cos(Bt) —sin(Gt)
b= ( e (—Asin(5t) + pcos(Gt)) ) - ( sin(ft)  cos(ft) ) ¢

A
ou C' = , A, peR.
( u) :
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I1.C.3) Rg étant une matrice d’isométrie vectorielle, une condition nécessaire et suffisante pour
que toutes les solutions tendent vers 0 est que :
lim e* =0 < a < 0. Donc :

t—+o00

’Toutes les solutions tendent vers 0 < o < O‘

I1.C.4)a) D’apreés la question I1.C.2), la solution générale de X' = AX est :
X: R— R? OﬁC:<_>\>,)\,u€R.
t— eit/QRtC

Celle qui vérifie la condition initiale (1,0,0) est définie par C' = ( (1) )

D’ou la solution cherchée :

X: R—>R?
b ot2 cost
sint

I1.C.4)b) L’équation paramétrique de la trajectoire est donc : {

%= e”'" cost et un point
y =e t/?sint P
M(z,y) €T < 3t €R, OM = e /% cos £ +et?sin t? = e Y27 (t) avec U (t) = cos t7+sint7.

M admet donc un couple de coordonnées polaires (r,0) avec r = e 2 et § = t. D’ou 'équation

polaire de I" est :
0
r=exp|—=
P\ 72

I1.C.4)c) La courbe admet O comme point asymptote lorsque 6 tend vers +oo et une spirale
comme branche infinie lorsque 6 tend vers —oo.
Sa représentation est :

r=exp(-theta/2)

-2 T

Partie IIT - Cas non linéaire

[TI.A.1) F est évidemment C™ sur R? car ses fonctions coordonnées le sont. L’on a :

9 2z 1
\V/(ZE,y)GR, JF(xay)_ < 1 _2y>
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Au voisinage de (x9,%o) quelconque de R?,
Je : R? — R? telle que :

W(z,y) € R?, (y_“z > _ ( 3/0—%3>+(—2xo($—xo)+(y—yo))

r—y Io—yg (JC—IO) —23/0(3/—%)
v/ (2 — 20)? + (y — v0)?e(x, y)
et lim  e(z,y) =0

(x,y)—»(xo 7y0)

IT1.A.2) Les points critiques de (S3) sont solutions de :
y—a22=0 y = a2

{ r—1y>=0 Y r—at=0

Les points critiques de (S3) sont donc (0,0) et (1,1).

Sr=y=0ouzrz=y=1

I11.A.2) Chaque point critique fournit une solution maximale : R — R? et R — R?

0 1
t— ( 0 ) t— ( 1 >
c¢’est-a-dire une solution n’admettant aucun prolongement strict.
Les représentations de ces solutions, réduites aux points (0,0) et (1, 1), sont donc des
trajectoires maximales.

IT1.A.3) Cherchons une solution de (S3) vérifiant en outre z =y, x(ty) = 0.5, y(ty) = 0.5. On
obtient les deux équations :

{x’:x(l—x) 1

Y

SICeRyr=y=

y=u 1+ Cet’
v' La condition initiale (0.5,0.5,¢y) définit la solution par :
1 1 w
Trcen 2907
D’ou la paramétrisation de la trajectoire v = y = ﬁ. Une étude rapide montre que

lorsque t décrit R, z = y décrit |0, 1].
Le segment |(0,0), (1,1)[ est donc la trajectoire maximale passant par (0.5,0.5).

v' La condition initiale (2,2, ) définit la solution par :

! 2& 14 Ceo 1<:>C "
_— = (& = — = ——.
14 Ceto 2 2 .
D’ou la paramétrisation de la trajectoire v = y = e Une étude rapide montre que
1—
2

lorsque ¢ décrit |tg — In2, +oo[, z = y décrit |1, 4o0].
La demi droite d’équation cartésienne y = z, x > 1 est donc la trajectoire maximale passant par (2, 2).

III.A.4)a) L’ensemble des points des trajectoires maximales ou la tangente a la trajectoire
passant par le point est horizontale vérifie :

Yy =0 < 2 = y? et comme ces points ne sont pas critiques, y # 12 < 2’ # 0.

L’ensemble des points cherchés a donc pour équation cartésienne z = 3%, (x,y) # (0,0) et
(z,y) # (1,1).

IIT1.A.4)b) L’ensemble des points des trajectoires maximales ou la tangente a la trajectoire
passant par le point est verticale vérifie :

2’ =0 < x = y? et comme ces points ne sont pas critiques, x # y? < 1y’ # 0.

L’ensemble des points cherchés a donc pour équation cartésienne y = z?%, (x,y) # (0,0) et
(@,y) # (1,1).

III.A.4)c) L’ensemble des points des trajectoires maximales ou la tangente a la trajectoire pas-
sant par le point a pour pente 1 vérifie :
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¥ =1y & v —1y?* =y — 2% et comme ces points ne sont pas critiques, y # x> ou x # y?, ce qui
montre ' =y’ # 0.

L’ensemble des points cherchés a donc pour équation cartésienne z? — y> +x —y =0, (x,y) #
(0,0) et (z,y) # (1,1). On obtient les deux droites d’équation = = y ou  +y + 1 = 0 privées des
deux points critiques.

II1.A.4)d) L’ensemble des points des trajectoires maximales ou la tangente a la trajectoire
passant par le point a pour pente —1 vérifie :

¥ = —y & v —y* = —y+ 2% et comme ces points ne sont pas critiques, y # x? ou x # y?, ce
qui montre ' = —y' # 0.

L’ensemble des points cherchés a donc pour équation cartésienne x2 +y*> —x —y =0, (x,y) #

1\? 1\* 1
(0,0) et (z,y) # (1,1). On obtient le cercle d’équation (x - 5) + (x — §) =3 privé des deux

points critiques.

2+ tangente horizontale
1Y

t €nte verticale

tangente de pente -1

X
-1 ] 1 2 3

tangente de pente 1

-1-

Les points critiques sont exclus.

I11.B)

10
L’on a vu, dans la question II1.B.1) que les trajectoires de ce systéme admettent la paramé-
trisation dans R4 :
{ Ty = C’let
Y = Che™!
Pour C;, Cy # 0, les trajectoires sont des branches d’hyperboles d’équation cartésienne

v Au voisinage de (0,0), le systéme devient donc X' = ( 01 ) X.

avec (1, Cy € R.

y1 = — ou x; est de signe constant. On retrouve bien des branches d’hyperbole.
Ty
Pour C5 = 0, on retrouve bien des sous-ensembles de la premiére bissectrice.

-2 1
v Au voisinage de (1,1), le systéme devient donc X' = < 1 _9 ) X.

L’on a vu, dans la question I1.B.1) que les trajectoires de ce systéme admettent la paramé-
trisation dans R4 :

Ty = Cle_t
_ —3¢

y1 = Che
Pour Cy, Cy # 0, les trajectoires sont des courbes d’équation cartésienne y; = k3 ol z; est

avec C1, Cy € R,

de signe constant. On retrouve bien dans le repére ((1,1),u(n/4),v(w/4)) ce type de courbe
avec pour Cy = 0 des sous ensembles de la premiére bissectrice.
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IT1.C.1) Supposons X, calculé. On obtient X, en résolvant '’équation d’inconnue X : X'(t,,) =
1
(X -X,) e r=X,+eX'(t,), ce qui donne :
€

Xpy1 = Xp+eF(X(t,)) = X, +eF(X,) = H(X,)

La méthode d’Euler consiste donc a construire la suite (X,,) définie par X, = H(X,,).

II1.C.2) Les points fixes de H vérifient :
H(X)=X @{ v=wtely -y

y=y+elx—y?)

& (2,y) = (0,0) ou (z,y) = (1,1)
Les points fixes de H sont les points critiques de (S3).

[11.D.1)a) Soit ¢ €] — 0.5,0.5[.
2
PPt —g(t)? = (1 —e+ gz) 2 — 12 (1 — 2 + &% — 2e(1 — &)t + £%?)

3 2
=2 <€ - % +2e(1 —e)t — 52t2>

p 3e?
Etudions le signe de h(t) = ¢ — % +2e(1 —e)t —e*? sur I =] — 0.5,0.5].

Vt € I, h"(t) = —2e% < 0. h est donc concave et la courbe représentative de h est donc située
au-dessus de la corde joignant les points d’abscisses —0.5 et 0.5.

3
Orh(—0.5):£—%—5(1—5)t—%:Oet

32 2
h(0.5):5—%+5(1—5)t—%:25(1—5) >0
On en déduit : V& € I, h(t) > 0 et p** — g(t)* > 0 &

vtel, |g(t)| < plt]

[I1.D.1)b) Par une récurrence simple, on a Vn € N, |t,11] < 0.5, ce qui prouve |t,1] < plt,]-
Dou:Vn e N, [t,] < p"|to|. Comme lir+n P =0,

lim ¢, =0

n—-+00

III.D.1)c) On a xy = yo. Supposons au rang n fixé, z,, = y, (hypothése de récurrence). On a
alors T 41 = @y + E(yn - mi) = Yn + 5(3371 - 3/721) = Yn+1-

Donc Vn € N, z, =y, et x,11 =z, + ez, (1 — x,,)

Posons u,, = x,, — 1, on a alors :

Vn €N, tprr +1=1u, +1+e(uy, + 1)(—up) € tpr1 = up(1 —€) —u? = g(uy,).

Comme |ug| < 0.5, nEIJPOO u, = 0 (d’apreés la question précédente. Donc :

lim z,= lim y,=1
n—-+00 n—-+o0o

I11.D.2)a) L'on aV(z,y) € R%, /22 + 12 < ||(2,y)|| < v2y/2% 4+ 32. D’oil, en posant, \/z2 + y2 =

1),

VneN, | X, — X*|ls < |1 X, — X*|| < V2|| X0 — X2 et
lim X, — X*[ =0« lim | X, — X*||l2 = 0.

Ce qui montre :
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lim X, =X"& lirf | X, — X*| =0

n—-+o00o

(J’ai montré que la convergence au sens du programme TSI (norme euclidienne) est équivalente

a la convergence au sens de 1'énoncé (norme infini)).

IT1.D.2)b) L’énoncé ici est faux, comme on peut le vérifier avec u = —0.5, v = 0.5, ¢ = 1.
On a alors : G(T) — ( _0175’5 ) et |G(T)| = 1.25 > |T| = 0.5.

On peut 'aménager, comme me 'a proposé Alain Juhel (MP, Lille).
Si l'on prend € = 0.5, et si 'on note G = (G, Ga).

Si [|7]| < 0.5,

|Gy (u, )] = |u(l —2¢) + ev — ev?
< Jul(1 = 2¢) + glv] + ev? (car 1 —2¢ > 0)
< (L=29)|IT|| + ]| T|| + ev?

£
<A —=9)|T||+ =|v| (car ||T]] <e=0.5)
< (L= lITMl + 1Tl
5

< (1-3) 17l = pl7]

=

De méme : |Gy(u,v)| < p||T||. D’ou :

17 < 0.5 = [[GT)]| < ol T

IT11.D.2)c) Par une récurrence simple, on aVn € N, ||T,,51|| < 0.5, ce qui prouve || T}, 11| < p||Tn]|-
Dou:Vn e N, |[|T,] < p™||Ty||. Comme liril Pt =0,

lim 7, =0

n—-+00

I11.D.2)d) En posant u, =z, — 1l et v, =y, — 1, on a:
Tp4+1 = Tn +€(yn _272)
Xp = HX,) & * L
+1 ( ) { Yn+1 = Yn + 8($n - yi)
Upp1 +1=u, +1+e(v, +1— (u, +1)%)
Up1+1=v, +1+e(u, +1— (v, +1)?)
Upy1 = Uy + (v, — 2u, — u?

Vpg1 = Up + (U, — —2v, — V2

n

& Th1 = G(T),) (en posant T, = ( ZZ ))

Il est clair alors que si ||T,,|| tend vers 0 quand n tend vers +o0, alors :
. 1
(L, X = ( 1 )

AAA
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