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Partie |

I-A)

-A.1.a)

I-A.1.b)

-A.2)

[-A.2.a)

-A.2.b)

[-A.2.c)

Décomposition d'un isomorphisme de E.
AOS,". Etude de I'équation ¥®): M?=A dans S,".

Comme A est une matrice symétrique réelle, eligliegionalisable dans une base
orthonormale de vecteurs propres.

Donc, il existe une matrice orthogonale I edelsAy, ..., A, tels que:| A = P.diagg, ...

An). P

On sait, de plus quelAS," ce qui signifie qué lek; sont positif:{s.

Si B = P.diag(Ay, ...\An).'P,
~ B ='(P){diagt/A, ... "M = P.diag(/As, ...\'A).P = B donc BIS,.

-  Les valeurs propres de B sont les réels posjﬁs donc B1S,".

- B?=P.diag{/As, ...\A).P.P.diag(/Ay, ... \[A).P

et, comméP.P =}, B’ = P.[diagf/\y, ....\[A)]2P = P.diag(s, ..., An).P = A
Donc| B est bien une solution de|.

MOS," et M =A.

u est I'endomorphisme de E canoniguement associé a A
Siv est I'endomorphisme de E canoniquement associé a M
alorsv - v est I'endomorphisme de E canoniquement assocfé a M

La relation M = A se traduit par.

Soitx un vecteur propre deassocié a la valeur propme X # Og etv(X) = ax.
Par suite,u(x) = v{v(X)] = v[ox] = a.v(x) = a.(ox) = o’x.

Donc | six est un vecteur propre deassocié a la valeur propne

alorsx est aussi un vecteur propreulassocié a la valeur propmé

MOS," donc il existe une matrice orthogonale P et delspositifauy, ..., Hn
tels que: M = P.diag(, ...,un).'P. Par suite, A = ke P.diagfs? ..., o). 'P.

Les valeurs propres de A doncudsont les nombrgs,?, ..., i’

On en déduit que &iest une valeur propre dealors une des valeurs propgedev

vérifie | 4 :\/X ce qui définigy de maniére unique.

Sionnote g ..., G les vecteurs-colonnesde P et IE[{, n], W =u}

alors Vect({G}in) est le sous espace proprevdessocié a la valeur propue
Mais, comme les nombrgssont positifs, | ={0[1, n], w?=p?=A}

donc Vect({G}in) est aussi le sous espace propre dssocié a la valeur propxe

Donc | (G, ..., G) est une base de vecteurs propres aussi bierumpe pouw/|

car legu? sont les valeurs propres de
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-A.2.d)

-A.3)

-B)

-B.1.a)

-B.1.b)

On diagonalise les matrices A et M dans la basamane de vecteurs propres
et on obtient A = P.dial{, ...,An).P et M = P.diag(, ..., 1n).'P.

M?=A o P.diags? ...,u0). P = P.diagy, ....An).'P = diag{u? ...,pund) = diagy, ..., An)
car les matrice P & sont inversibles.

Par suite, M= A - 0i0[1, n], W =\/Xi ce qui définit M de maniere unique.
|Si ADS," alors I'équation B= A admet une racine unique da$ig|.

2 -1 . - 12-A
A—(_l 2) est une matrice symétrique at()?)—‘ 1 2 }\‘ A= - 3).

Les valeurs propres de A sont les deux réeldifsosiet 3 don.

-  (XYyUOE = x=y donc kE=Vect((1, 1)).
- (X YyUEs « x=-y donc E=Vect((-1, 1)).
i -1 -1
La famille €1, &) avece; —\/5 (1,1) ete \/5( 1,1)

est une base orthonormale de vecteurs propras de

1 -1 10
Par suite, A=P.EP avec P:/‘(l 1) et D_(O 3).

-1Y1 0Yy1 1
La racine positive de A est donc Iamatr e1 1)\o~BN1 1

4308 1)

Endomorphisme exponentiel d'un endomorphismeymétrique réel.
ullS$ et U est sa matrice dans la base canonique.
% = (g1, ...,€n) est une base orthonormale de vecteurs propres pou.

ce qui donne

Comme93 est une base de vecteurs propres,deil][1, n], CNOR, u(g) = A€
La matrice dei dans la bas®3 est dond D = diag¢, ...,)\n)|.

La matrice de passage P de la base canoniqueagdd&@oest une matrice orthogonale
car c'est une matrice de passage entre deux tdlsesormales. On la note P 5(C., G).

La matrice de expl dans la bas@3 estA = diag(expki), ..., €Xphn)).
Dans la base canonique, la matrice dewxgst PA.'P et celle del estU = P.D'P.

SoitA une valeur propre de on note encore | S{I[1, n], A =A}.
Le sous-espace propre @associé a la valeur propxeest Vect({G}io).

Le réel expX) est une valeur propre de eMpét le sous-espace propre de exp(
associé a cette valeur propre est Veg{Q avec J ={[ 1, n], exp;) = expd)}.
La fonction exponentielle étant bijective, |1 = J.

Donc| u et exp(l) ont les mémes sous-espaces prdpres

'PAP) ='('P)!A'P = PA'P donc exp() est un endomorphisme symétrique.

Par ailleurs, les valeurs propres de axppnt les réels exp{) qui sont tous strictement positifs.
Par suite: | expl est un endomorphisme symétrique strictementiplosit

Les valeurs propres de expé@insi que ses sous-espaces propres ne déperdent p

du choix den3, donc| la définition de expf ne dépend pas du choix ﬁ@|
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-B.1.c)

-B.1.d)

I-B.1.e)

-B.2)

~  Siu=0alors D= QetA=I, Parsuite; si=0 alors exp( =id|.

~  Siu=idalors D = } etA =el,. Par suite:;] si=id alors exp() = e.d|.

~  det[exp()] = |'| exp(\) z0 donc| exp(OGL(E)|.
i=1
- Dans la bas@&3, expli) - exp(u) a pour matrice
diag(expki), ..., expln)) x diag(exp(Ay), ..., exp(An)) = diag(d, ..., 1) =
Par suite, exp - exp(u) =id et | [exp()]” * = exp(u)|.

Dans la bas&s,
la matrice deRest 2.diagXy, ...,An) =diag(Ay, ..., Ap)
donc la matrice de exp(Rest diag(exp@®), ..., exp(2n)).

la matrice de exp) - exp(l) est [diag(exp(r), ..., exphn))]?
donc c'est diag(exp3), ..., exp(2,)).

Par suite,| exp(8 = exp()) - exp)|.

001
U=|0 0 O|appartient aSs.

100
-A 0 1
PUA)=| O =X 0 |==A3+A=-AA - 1)Q + 1) d'ot spg) = { -1y, Oy, 1y }-
1 0 -A
- (XY, 20E, - {;:é 0 donc E; = Vect((1, 0, -1)).
> XYy, 20E) = {)Z(ZOO donc k= Vect((0, 1, 0)).
. Xy, J0E - {; 5 =0 donc g = Vect((, 0, 1)

On utilise la base orthonormale de vecteurs gog, €, €3)
1 1
avece; =— (1, 0, -1), =(0,1,0) eteg=—(1, 0, 1).

(101 100
U=P.D'P avec P== 0 /2 0| et D=[{0 0 0
V21 0 1 001

—1
e~ 00
La matrice de exp] dans la base canonique est./P. avecA :[ 01 OJ.

ch(1) 0 sh(1
On obtientlamatricel 0 1 O

sh(1) 0 ch(l
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I-B.3) adO(E) et a(M) = {a(ey), ...,a(En)}.

I-B.3.a) On note A la matrice dedans la base canonique. ComaEO(E), A ="A.
La matrice dev dans la base canonique est W £ =A.U'A.

'W="(A).'U'A=AU'A=W (car'U=U) donc WIS, et |wOS(E)|.

[-B.3.b) L'image d'une base orthonormale de E par un autdmsme orthogonal de E
est encore une base orthonormale de E.

Par suite:| a(93) est une base orthonormale de E

DiD[[l, n]], D\iDR, U(Si) =)\i.si.

Donc Tid[1, n], wa(e)] =a-u-a’.a(g) =a- u(E) =a\g) = A.ag).

Par ailleursilI[ 1, n], a(g) # Og car ce sont des vecteurs d'une base de E.
Donclid[1, n], a(g) est un vecteur propre eeassocié a la valeur propxe

Par suite:| a(93) est une base orthonormale de E formée de veqienpses pouw|.

| La matrice dev dans la basa(93) est D = diag(y, ..., \)|

et| celle de expf) estA = diag(expky), ..., exp(\n))|.

I-B.3.c) 01, n], expU)(&) = expi).&.
Donc a- exp() - 8- a(g) = a- expl)(e) = alexp).&] = exp@).[a(e)].
On en déduit qua(93) est une base orthonormale de vecteurs propras dep(l) - a*
et que la matrice de cet endomorphisme dans luase esh = diag(expki), ..., expln)).

Par suite,| SA0O(E) etudS(E) alors expo-u.a]=a-expl).a|.

I-B.3.d)  Soitu un élément quelconque &E)"" alors sa matricel peut s'écrire sous la forme
U = P.diagky, ...,An).'P. avec tous leks >0 et PIO,
Soit V la matrice P.diag(Iag), ..., InQ\n)).'P.
p 'endomorphisme canoniqguement associé a P
p 'endomorphisme canoniquement associé a diagjin(., InQ\n))
Dans la base canoniqu¥,est la matrice de=p. s-p* avec pO(E) et sOS(E).
VOS(E) etd(v) = exp)) = exppovep ) =po-expl) - pt=u.

Donc|® est surjectif

On not

[-B.3.e) Siuetvdeux endomorphismes symétriques tels@q(g = ®(v) donc tels que exp) = expg).

-  Les valeurs propres desont les logarithmes népériens des valeurs prajeresp()
et celles d& sont les logarithmes népériens des valeurs praj@espy).
Comme exp() = exp{), uetvontles mémes valeurs propres.

- uetexp() ont mémes sous-espaces propres.
De mémey et expy) ont Mémes sous-espaces propres.
Comme exp() = exp{), uetvontles mémes sous-espaces propres.

Par suite: u=v et |CD est injectivé.
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I-C)

I-C.1.a)

I-C.1.b)

I-C.1.c)

I-C.1.d)

I-C.2.a)

|Décomposition d'un isomorphisme réel
f OGL(E) et M est sa matrice dans la base canonique.

- ‘MM ="M (M) ='M.M  donc 'M.MOS,.

~  Soit X un vecteur propre d&l.M associé a la valeur propke
Ona'™M.M.X = A.X donc X.'M.M.X = 'X.A.X soit {(MX).(MX) = A.'X.X
ce qui s'écrit]|[MX |F = A\|[X|F et, comme X 0, A >0 donc'M.MOS,".

- Sionavait =0, ceci entrainerait MX = 0 avec #0.
Or ceci est incompatible avBdGL(E). Par suite:M.MOS,™.

| Si MOGL(n) alors'M.MOS,"].

On sait que si AS," alors I'‘équation B= A admet une solution unique dafig.
Comme'™M.MOS,"™ O 8., I'équation B ='M.M admet une solution unique dass".

Il reste & montrer que cette solution est dgfis

Soit X un vecteur propre de B associé a la vagbeojpreA,

B*X = B(AX) = A.BX = A2.X donc 'M.M.X = A2X d'ot "X."M.M.X = X.A%.X

ce qui s'écrit (MX).(MX) = A2'X.X  soit ||[MX|F =A% [X]|F.

Comme précédemmenk, = 0 entrainerait MX =0 avec X0 ce qui est impossible.
|Si MOGL(n) alors I'équation B="M.M admet une solution unique da§§++|.

SiV=M.Btalors'V.v =B 'M.M.B™* =(B™)..BZB™* = (B)™B car'(B™) = (B)™
Comme B est une matrice symétriqu¥,V = ('B)™'B = I, donc [ MIO,].

Si BOS,™ et VOO, vérifient M = V.B alorsM = 'B.'V
donc'M.M=BV.V.B=B.I.B=F car'V.v=1, et 'B = B.
Ceci détermine B de maniére unique d&x'$ d'apres le b-).
Ensuite, M =V.B donne V = MBavec \[JO, d'aprés le c-).

| Si MOGL(n) alors1(V, B)O, x S,"*, M =V.B|.

. -3 8
- SiM :%[4 6) alors det(M) =-2 0 donc MIGL(n).

10 10 o
N t|\/|.|v|=(O 4) donc B=(0 2) et B1S,.

-us” =37 8l 137 3
- V=MB=734 4 6lo 1) 4 3) € VIOQ)

3 1-3 4 10 ++
Donc | M=V.B avec VE 4 3)DO(Z) et B:(O ZJDS” :

- det(V) =—1 donc V est la matrice d'une réflexpane.
- PourV, K y)lE; = y=2 dou Ek=Vect((1, 2)).

| L'endomorphisme associé & V est la réflexioneddect((1, 2)).

Centrale Supéle2007 TSI Mathématiques Il --*-Pageb



2 -1 2

I-C.2b) - SiM :{2 -2 1} alors det(M) =2%0 donc MIGL(E).

-C.3)

1 22
~ 'M.M=09l; dou B=3} et B1S,*".

Donc | M=V.B avec V :% MOO; et B = 340S5,™].

- det(V) =1 doncV est la matrice d'une rotation

- PourV, &y 2UE = {)Z(?C:’y doncr est une rotation d'axa = Vect((1, 1, 3)).
-  SiB est l'angle de cette rotation, 1 + Zestr(V) = —% doncB =+ Arcco{—éj.

6

1 1 -2 1 1-21 5

- (1, 0, 0)IE,, V| 0 :3 2 et 5 0 21 :§>0.
0 1 01 3

6

V est la matrice de la rotation d'axe Vect((13)},et d'angl® = Arccoz{—% .

Si MOGL(n) alors M s'écrit de maniére uniqgue M =V.B awdoO, et BIS,™.
Autrement dit, sf OGL(E) alorsf s'écrit de maniére uniqtie- v - b avecvJO(E) etbOS(E)™.
On sait que I'équation (d'inconnule exp(l) = b admet une solution unique dafiE)

car on a vu que était une bijection d&(E) dansS(E)™".

Par suite:| di OGL(E) alorsf s'écrit de maniére uniqtie v - exp{u) avecvIO(E) etuDS(E)|.

'M.M = B? est la matrice exp) - expl) donc|'M.M est la matrice exp(®)|.
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Partie I Endomorphismes invariants d'une forme quadratique
[I-A) Forme quadratique associée a une matrice syétrique.

I1-A.1.a) AOS, et O(x,y)OE? é(x,y) ="X.AY.
O Y)OE? d(xy) = X.(A.Y)OR car c'est le produit scalaire euclidienxdgar Ag).
O Y)OE?, ¢y, X) ='Y.AX = '(XAY) = ('X.AY) car A est symétrique.
donc(x, Y)OE?, &(y, X) ='d(x, y)= d(x, y) cardp(x, y) est un réel.
Par suited est bien unéorme symétrique
- DOADR, O(x X, y)OE?,
dAX+X,y) = AX + X).AY = AX + X)AY = AXAY + X.AY = Ap(x, y) + d(X, y).
doncd estlinéaire a gauchest, avec la symétrig, estbilinéaire.

|Si A, alors d(x, y) ='X.A.Y définit une forme bilinéaire symétrique sEJ|r.

La forme quadratique associé¢ ast définie par{xJE --- Q) = 'X.A.X]|.

[I-A.1.b) Note SiA =@ j)IMn(R)etsiB= (e, ...,&) est la base canonique de E
alors0(i, )O[1, n %, 'E.AE =a |
{A.Ej donne lg-éme vecteur colonne de A
car 'E.(A.E) donne ld-éme élément de ce vecteur colonne

SiW est I'application d&, dans I'ensemble des formes bilinéaires symétridads

définie parW : A0S, <o ¢ telle qued(x, Y)OE? (x, y) ='X.A.Y,

WA) = W(B) - Ox y)OE? XAY ='X.B.Y

donc W(A) =WB) = 0O(,j)d[1, n]% 'E.A.E="E.B.E

soit W(A)=¥(B) = 0@, j)J[1, n]? a j =bi,; ce qui signifie que A = B.

Par suite: W est injective.

Comme il y a bijection entre les formes quadraiiet les formes bilinéaires symétriques,

|I'app|ication AlS, oo~ Q telle quéIxE, Q) = X.A.X est injectivé.

[1-A.2) A0S, et aest|'endomorphisme canoniquement associé a A @{x) = X.A.X
MOMn(R) et f est 'endomorphisme canoniquement associé a M.
Q estinvariant parf < [OxOE, Q[f(X)] = Q(X).
HE) = {fO<£(E), Q estinvariant parf } = {fO<£4(E), OxOE, Q[f(x)] = Q(X)}.

I-A.2.a) OxOE, QF (¥)] = (MX).A.(MX) = X.(M.AM).X et '(M.AM)="M.'AM="MAM
Par suite '"M.A.M est une matrice symétrique

donc |x 0. Q[f (x)] définit une forme quadratique suf.E

-A.2.b) MOY < OxOE, X.(MAM).X=XAX < P(MAM)=PA) « MAM=A
car I'applicationp est injective.
Donc | MI94, = 'MAM=A].
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1I-B)

II-B.1)

1I-B.2)

1I-B.3)

1I-C)

I-C.1)

I-C.2)

[I-C.3.a)

Structure des invariants des formes quadratfjues assiciées a des matrices involutives.
AOS, telle que A =1, Parsuite, AIGL(n) et Al=A.

Soitfl9¢E) et M sa matrice dans la base canonique de E,
- MO9% -« MAM=A < AMAM=I, car AIDGL(E).
Par suite: si M9¢, alors M estinversible et M= A'M.A
- (MHAMT=(AMA)AM = AMM™T=A donc si NO9¢, alors M O9¢,.

Par suite: | di19¢E) alorsf est inversible eit‘1D<)6(E)|.

Si MO9¢, alors 'M.A.M = A donc'M = AMLA
Par suite'(‘M).A."M = M.A.(AMLA) = M.M™1A = A donc 'MOY,.

Donc | si MI9¢, alors 'MO¢,|.

- 96 0GL(n).
~ Ay =A donc h09, et, par suite9¢, 2 0.
- On a montré que tout élément@i posséde un inverse dang.
- OMg, M)O90% '™MLAMi=A et M. AM=A
donc '(M1.M).A.(M1.My) = 'M2.(M1.A.M1).Mz ='M2.A.M; = A
dou M.M,09,.
Par suite:| A est un sous-groupe de Gl.(et 9UE) est un sous-groupe de GLkE)

Caractérisation des endomorphisme orthogonaux darfat,.

fOO(E) = MOO, = M=M™
Par suite,| NIO,n 9 = MEAM=A - AM=MA]|.

.. (01 (ab (c d (b a
Si A—(l O) et M—(C d) alors AM _(a b) et M.A—(d c)

a=d
donc | AM=MA < {b=c'

a b) : : A L |
Pourque M3, ] soitune matrice orthogonale, il faut et il suffite 2ab=0

cequidonne a=0 etb=x1) ou é=x1 etb=0).
10,0 96 ={A —A I, —b}|

F = Ker(A —}) est le sous-espace propre de A associé a laryaiepre 1.
G = Ker(A + |,) est le sous-espace propre de A associé a larvaiepre -1.

A est une matrice symeétrique et orthogonale ddest la matrice d'une symétrie orthogonale.
Par suite, sp(AX{-1, 1}.

On en déduit que E =[F G si aucun de ces deux sous-espaces n'est pétsar¢alu

donc si sp(A) ={ -1, 1} c'est a dire siA-l,, 15 }.

De plus (%, y)OFxG, (x,y)={(a(x),a(y) ) caraest un endomorphisme orthogonal.
Or O, Y)OFXG , a(x) =x et aly) =—-y. Donc{x,y)=—=(x,y) et(x,y)=0.

| F et G sont bien deux sous-espaces vectoriesatthogonaux et supplémentaijres
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[I-C.3.b) On construit une baskde E en juxtaposant une base orthonormale deikedbase
orthonormale de G.

p =dimF

: Iy O)
Dans cette bad®, la matrice da est(O l avec| ¢ = dimG

(écriture par blocs).

. M1 M . . .
Dans cette méme base, la matricé déM; Mj) avec des blocs de méme dimension.

mo® 9@ - (w8 =6 Dl W)

My — M My M
fOO(E) n 9UE) (M:_Mi)=(_,\j3_,\j4) ~ M;=0 et M=O.

Donc fOO(E) n 9¢E) si et seulement si sa matrice par blocs dabase adaptée
M

aFO Gestdela form{ Ol I\(ZJ et, comme MIGL(n), M;00GL(p) et M,OOGL(Q),

on en déduit que{fO(E) n 9UE) ~ f(F)=F etf(G)=G|.

. 3 4 , foe
[1-C.4) SIA=%(4 _3) alors la relation A= 1, est vérifiée.

- (XYyUOEs < —-ZX+4=0 dou E=Vect((2, 1)) =F.

> (XYOE; =« &+4=0 dou E=Vect((1,-2)=0C.
- -1 =1 .

Dans la basB = (g, &) avecel—\/&_s(z, 1) ete NG 1, -2)

la matrice de est A= (é 01) et celle dd est de la formég 8)
Pour qud appartienne &(E) il faut et il suffitquen =+ 1 et = £1

ce qui donne les matrices, + b, Aet—A
En revenant a la base canoniqL@z NAHp={l—h A —A }|.

[1-D) Caractérisation des endomorphismes strictemet positifs dans9¢(E).

[1-D.1) D'apres le 1I-A.2.b),
fO9((E) si et seulement si sa matrice M dans la baserique vérifieM.A.M = A.
Dans le cas of dS(E)™, on a de plusM = M

donc [fOS(E)™" n 9UE) = MAM=A o fo.a.f =al.

. 01 . ab ab=_0
11-D.2) Si A={ | pjetsiM= ] alors MAM=A - bc=0
ac+b’=1

ce quidonne a=c=0 etb=%x1) ou H=0 etac=1).

On obtient A, — A et toutes les matricég 1(361) avecalR".

A et — A n'appartiennent pasSa * car sp(A) = { -1, 1}.

Pour qu'une matrice de la fornE%1 1(361) soit dansS,", il faut et il suffit queadR*

a

Donc | S(R)™ n 9UR?) = { (x, Y)OR? 5+ (ax, Xj avec aDIRi} :
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I-D.3)  fOSE)* N9(E) - foao.f =a
donc siu est l'unique élément dgE) tel que:f = expq),
fOS(E)™ n9UE) = expl)-a-expl)=a
fOSE)™ n9UE) = a-expl)=[expl)] - a
fOSE)™" n9UE) = a-expl)-a=exp(u) cara-a=id et [exp()]™ = exp(y)
fOS(E)™ Nn9UE) = explou-a)=exp() caralO(E)

[fOS(E)™* n9UE) = a-u.a=—u| car ® est bijective.

c=-—-a

. 01 ab
[1-D.4) SIA=(1 Oj et U:(b c) alors UA=-AU = {bzo

o ao
d'ou U:(O -a) avec alJR|.

Dans ce casu-a=—a-u donca-.u-.a =—u et expQ)IS(E)™ n9(E).

) - 0 0 .
Par suite:| S, m%:{(e e—a), aDIR}:{(g 1/0(), GD|R+}.

ce qui nous ramene bien au résultat précédent.

[I-D.5) On se place dans la base adaptéélad-

. . lb, O U; U
La matrice de est toulour:{cg | j et celle dau est de la formé ! 2).
q

Us Uy
Ul—Uz)_(—Ul—UZJ _ —_
Us —Us) =\ Us U,) = Ui=0G, et U=0,

. . O, U
Par suiteuoa=—-a-u < la matrice de est de la forméuz Ozj.

Donc [fOS(E)" n9UE) = u(F)0G etu(G) O F|.

Uocad=—ao-U <« (

3
4 b=—
[1-D.6) SiA =%(j _3), on cherche U €§ 2) telle que UA=—-A.U eton obtie%t 44

c=-a
4da -
Donc U:(—&x _40() avec aR.

| - .3
Pu(A\) =A% —25° dou sp(U) ={—f) 51} puis { EF_55: \\;:::::((((13 1);)

) _[5a 0 ), _i(-s 1)
Par suite, U—é.o —Euj‘P avec PW) 1 3)

5a
. . . e’ 0
En en déduit que la matrice léans la base canonique est M (= 5’ e—So(j.tP.

1 (9 +e™ —6sh(m) )
‘10( —6sh(®) & +9e™) IR|.

Il vient | M
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lI-E) Caractérisation de 9¢E).

lI-E.1) SIVO(E) etsiv(F) =F et(G) =G alorsvlJO(E) n 2UE) O 9UE).
SIuUdS(E) etsiu(F)OG etu(G) O F alors expf)OS(E)™ n 9UE) O HUE).

Comme{(E) est un sous-groupe du groupe Iinéaimeq exp(u)D%(E)|.

lI-E.2.a) SifOY¢E) alorsfOGL(E) et, d'aprés I-C.1,
f peut s'écriréf =Vv. expQ) avecvllO(E) etuDS(E)|.

II-E.2.b)  Sion note M la matrice dedans la base canonique, alors NMeippartiennent &¢,
donc'M.M appartient &, et, d'aprés I-C.3M.M est la matrice de exp(®

Par suite, | exp@,|.

exp(AU)OSE)™ n 9E) donc B(F)OG et 2(G)OF.
Par suite, uF) 0 G et u(G)OF.

CommeudS(E) avecu(F) G et u(G)OF, | expl)O9(E)|.

Dés lors, [exp)] ™09, et |v="f. [expL)]09¢|.

lI-E.3) On en déduit que

3 uJO(E) tel queu(F) = F etu(G) = G
fO9UE) = f=v-expl) a"ec{ VOS(E) tel queu(F) 0 G etu(G) O F |
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Parie lll : Applications géomeétriques
[-A) Transformations géomeétriques laissant invariante une conique.
[lI-A.1) <€ est la conique définie par I'équation€)( xy + 3x + 5y — 4 = 0.

lI-A.1.a) SiQ a pour coordonnées, () dans le repére (G;, ),
L .éxzx+a
le changement d'origine se traduit %/r: Y +b
L'équation de¢ devient XY +b+ 3)X + @+ 5)Y —4 +ab=0.
Q est centre de symétrie podrsi et seulement si cette expression est invariante
qguand on change Xen—-XetYen-Y.

=-3
Donc| ¢ admet un centre de symétrie qui @$t5, -3)|.

. a
C'est le cas si et seulement{%

lI-A.1.b) Dans le repére; i, ) une équation d& est donc| XY = 18

ll-A.1.c) |<@est une hyperbole équilatére d'asymptafesi() et @; ]'1)|.

>w th(plots):
>inplicitplot({x*y+3*x+5*y-4=0, x=-5, y=-3}, x=-13..13,y=-20..14);

107

J;;;M,_“_f

N

=151

' -20+

lI-A.2.a) Dans la basei{, |), cela revient a trouver les endomorphismes qsséat
invariante la forme quadratique associée a lggua XY = 38.

. . 01
La matrice de cette forme quadratique est@lzo).

. L s 01
Donc| le probléme posé revient a détermip@mpour A :(1 O) :
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[lI-A.2.b) Les matrices d®; n 9¢; sont b, — b, Az et — A.

. i ) a 0 .
Les matrices d&, n 9¢ sont les matrices de la forr68 1/a) avecaldR:+.

) . (a O 0 a .
Les matrices d@¢, sont donc les matrlc{% 1/a) Ou(lla O) avecalR .

En tenant compte du changement d'origine, orvédes applications

) a -

(x,y)::a(a(x+5)—5,%3—3) et X,y)aua(a(y+3)—5X+5 3) avecalR’.

[1-B) Transformations laissant invariante une quadrique

(S): X+ +Z=1 et &) X¥+y-Z=1

I1I-B.1.a) |S; est la sphére de centre O et de rayon 1

Note S est un hyperboloide a une nappe de révolutioruaadi® I'axe (Q@).

I-B.1.b) —  PourS, la matrice de la forme quadratique® +y* +Z est[ A = Iy|.
Dou [ k=R et|G={0}].

100
~  PourS, la matrice de la forme quadratiqué +y* —7 est A:{O 1 0} :
00 -1

D'ott | B = Vect((1, 0, 0), (0, 1, 0)) et | G = Vect((0, 0, 1)).

Les deux quadriques admettent l'origine pourreeate symetrie

donc pour que la quadrique soit invariante par ajplication affine

il faut et il suffit que sa forme quadratiquetsovariante par I'endomorphisme sous-jacent.
Il suffit donc de détermine?((E).

[lI-B.2)  Dans le cas d§,,
~  DOVOO(E), V(R® = R® et v({0}) = {0} donc VOO(E) n 9¢E).
~  u(Fy) O Gy s'écritu(R®) = {0} ce qui donneu = 0 donc exp() = id.

Par suite,f peut étre n‘importe quel automorphisme orthogdedR. |9¢(E) =Os|.

Les transformations affines associées qui laiS9danvariant sont donc:

- l'identité et la symétrie par rapport a O,
- les réflexions par rapports a un plan P passan©p
- les rotations d'ax& passant par O,
- les composées d'une rotation d'Axgassant par O
par une réflexion par rapport au plan P perpertaiie aA en O.

[lI-B.3.a) Siv est un automorphisme orthogonal#é¢E),

- Larestriction de&r a G est un automorphisme orthogonal de la droite G
ce qui donne l'identité ou moins l'identité,

- Larestriction der a F, est un automorphisme orthogonal du plan F
ce qui donne soit une rotation soit une symeéirilkogonale.
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cos@) —a.sin®) O
Par suite la matrice deest de la forme sin®) a.cos@) O
0 0 B

avecOl[0, 2], a=+1 et = +1.

correspond a la rotation d'axe & d'angléd

cosP) —sin@) O
Sif6 =0, c'est l'identité

[1-B.3.b) [sin(e) cos@) O
0 0 1

sin@) cosP) O par la réflexion par rapport & F

cosP) —sin@) O } correspond a la composée de cette rotation
0 0 -1 SiB =0, c'est la réflexion par rapport & F

correspond a une réflexion par rapport a un plaorRenant @

sin®) —cosp) 0 SiB =0, c'est la réflexion par rapport au pla@©Z)

0 0 1

cos@) sin@) OJ

sin@) —cosP) O

0 0 -
correspond a la composée de la réflexion précéqeam la réflexion par rapport & F
Comme les deux plans de réflexion sont orthogoneast une rotation d'angte
autour de la droite d'intersection de ces dear®l

Sif =0, c'est le demi-tour autour dexjO

cos@) sin@) OJ

mab
n-B.4.a) Si U :{a n c} est la matrice de, les conditionsi(F,) O G, et u(Gy) O F,
b cp

bcoO

et les endomorphismedels que exp( soit dans?>¢(E) forment bien un eace
vectoriel de dimension 2.

00D
donnentm=a=n=0 etp=0 d'ou U{O 0 CJ avec b, c)OR?

[1I-B.4.b) Si U = G alors la base canonique est une base de vecreygrep deu
et la matrice de exp) est &.

Si Uz Oz alors R(A) = =A% + (02 + A = =A(A =% + A\ +~[b> + ).
Les calculs (fastidieux) donne la b&se (e, e, 3)

_ 1 _ _ 1 _ _ 1
avecel—\/_m(c, b, 0), & \lim(b,c, \/b2+c2)ete3 \lim(b,c,\/bzﬂf)

0 0 0
et, dans cette basa,a pour matric{o \ a +b 0 }

0 0 —\/a2 +b?

1 0 0
et exp() a pour matric{o exp(y/ a + b2) 0 J
0 0 eX|c(—\/a2 + b2)
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