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I Questions préliminaires

LA -

pii P2 @) P P 0

LAY AA = |pn pn 2| [Py P B

roorp s rpoorh

On calcule le terme premiére ligne, troisieme colonne: p114; + p1295 + 415,
et le terme deuxiéme ligne, troisiéme colonne: pa14} + p22qy + ga25'-
On adonc:
_ [Pll P12] T
) |4

Pllq/l + P12q/2 + 415/

p2141 + paady + 428’
Onconclut: Y=PQ'+Q¢S".

q1
q2

Y = +

<]

_ [Pllqﬁ +P1211'z] N [415/
Py + p2dy] 928

tp ¢t
LA2) A= [ ] , en admettant que tout se passe « bien ».

IB -

tQ tS

I.B.1) Si X; et X, sont propres pour B, il en est de méme pour —Xj et X», les valeurs propres sont

les mémes,

si Xj et Xp sont normés, il en est de méme pour —Xj et X,

si Xj et X, sont orthogonauyx, il en est de méme pour —X; et Xj.

En un mot, si on peut choisir une base orthonormale de vecteurs propres, on peut en plus la
choisir directe sans changer la matrice diagonale semblable.

I.B.2) S, symétrique réelle est diagonalisable avec une matrice de passage N orthogonale, c’est a

dire telle que N~! = N.

On obtientdonc: S = ND'N.

On considere L obtenue en remplacant la premiére colonne de N par son opposée. C’est en-
core une matrice orthogonale qui diagonalise S dans la méme matrice D puisque les vecteurs
colonnes de L sont respectivement propres pour les mémes valeurs propres que N.

On obtientdonc: S = LDIL.

I.B.3) Clairement: det L = — det N, 1"une des deux matrices est directe. Une matrice orthogonale di-

I.C R—I:[

det(R—1) =

cosf —sin6
recte en dimension 2 est une matrice de rotation, qui est de la forme: R(0) = [ ] .

sinf cos®

cosf—1 —sinf
sin @ cosf—1|
6—-1 —sinf

€08 SmE (cos@ —1)% 4 sin?0 = 2(1 — cos H).

sin 0 cosf —1

R #1=cosf #1=det(R—1)# 0= R— Iinversible.

II Le groupe ¥

II.A -

IL.A.1) det(M(6,p,q)) = det ([I;

T
] ) = det R = 1, car la matrice M est triangulaire par blocs.
1

II.A.2) Une matrice est orthogonale si et seulement si les vecteurs colonnes sont normés et orthogo-

naux deux a deux.
Les trois vecteurs colonnes sont normés, ici, si et seulement si 1 + p? + g2 = 1, ce qui équivaut
ap=q=0.
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Dans ces conditions, les vecteurs colonnes sont orthogonaux deux a deux et la matrice est
orthogonale.

La condition nécessaire et suffisante est: p =¢q = 0.
II.LB -

ILB.1) M(8,p,q9)-M(@,p.q') =

0 1 0 1 0 1
On a bien R R’ qui est la matrice de rotation correspondant a 0 + 6'.
Le produit des matrices est bien une loi de composition interne de ¢.

R T| [R T _[RR’ RT +T

II.B.2) On a besoin de 2 conditions pour que ce produit soit la matrice identité :
* RR' = L < 0+0 = 0[271] o0 = _Q[ZN]

, cosf —sinf| |p/ p| 0
*RT"+T=0« + -
sinf cosf | |g q] 0
/ o . - I_ .

L cosf —sin® Pl [P Z cosf® sinf@| |p

q sinf cosf q q | —sinf cosf| |q

4 p

M(0',p',q') estl'inverse de M(0,p,9) < <9’ = —0pn et L/] =—R . )

ILB.3) ¢ est non vide, par définition; il est stable par produit et par passage a l'inverse. C’est donc
un sous-groupe du groupe orthogonal, c’est donc un groupe pour le produit des matrices.
II.C -
cosd —A —sin6 p
IL.C.1) Py(A) =| sin@ cos8—A g |=(1-A) ((cos 8 — A)2 + sin? 9)
0 0 1-A
=(1-2A) (A2 —2Acosf+1)
I.C.2) a) Onsait que 6 7# 0.
Le discriminant A de A2 —2Acos@+ lest: A =4 (cos’0—1) = —4 sin? 0.
Si 0 # 75, la seule valeur propre réelle est 1, qui est simple.
Si 6 = 735, 1 est valeur propre simple et —1 est valeur propre double.
b) E; est toujours de dimension 1, car 1 est toujours valeur propre simple.
X0 0
R-I, T
On résout: [ ] yo| = |0].
1 0
X0

Yo

Ce quirevienta: (R — Ip)

YT = H = [x°] = (R-L)'T=(L-R)'T
0 yo
ILD -

IL.D.1) Onaévidemment: (x,y') = (x+p,y+7q).

) .
I1.D.2) La formule habituelle est: [x - xO] = [COS B —sin 60] [x a xO] .
v =y sinfy cos6y | |y —yo
Ce qui donne:
x" = (xcos By — ysinby) + (xo (1 — cosby) + yosinby),
y' = (xsin6y + y cosBy) + (—xp sin 6 + yo (1 — cos Hy)).

1 0 p
IL.D.3) Pour la translation, il suffit de prendre: M= [0 1 gq].
0 0 1
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cosfy —sinfy xp (1 —cosby) + yosinby
Pour la rotation, on prendra: M = |sinf) cosfy —xpsinby+ yo (1 —cosby) |-

0 0 1

Ces matrices sont bien dans ¢, ce sont les seules qui conviennent, mais 1'énoncé ne demande
pas de montrer 1"unicité.

X costy —sinby p| |x xcosbp — ysinfy + p
ILD.4) a) M(6,pq) |y| = |sinfyp cosby gq| |y| = |xsinfy+ycosby+q]|-
1 0 0 1( (1 1

H
b) Pour 0y = 0j,;, P’ est le translaté de P de vecteur T .
Pour 0y # 0p3, P’ est le transformé de P par une rotation d’angle 6y et de centre l'unique
point invariant. Ce point invariant est 'unique solution du systéme de rang 2:
Xo = xpcos8y — ypsinby + p
Yo = xosin By + ypcosy + g
Dans tous les cas, c’est un déplacement.

. . X0
¢) On vient de voir que dans ce cas: [

Yo

X0
Yo

=R + T, c’esta dire: Vp, = RVp, + T, ou

encore: (I — R) Vp, =T.
Onadoncbien: Vp = (I—R)"!T.

III Le groupe ¥ et les matrices symétriques

ITLA Soit Q € .77

III.A.1) On doit montrer que: M € 4 = 'MQM € ..
Mais f(‘MQM) = 'MQM, ce qui prouve que cette matrice est bien symétrique.

IIILA.2) I =1I,donc:IQI = Q.
Q est bien une transformée de Q.

II1.A.3) N’oublions pas que M est orthogonale, c’est a dire que M~! = M, et que M~! est aussi
orthogonale.
Q' =MQM=M'1QM & Q=MQM =M 1HQ' M
Ce qui prouve que Q’ est une transformée de Q.

IIL.A4) Ona: Q' = 'MQM, et: Q" = 'PQ'P. On remplace: Q" = P'MQMP = {(MP)Q(MP).
Mais, MP est aussi orthogonale, donc Q” est une transformée de Q.

LB -
R T R 0
III.B.1) M = et M = )
1 fT 1
S A d
Q= (Q) , enposant: A = .
A f e
oM — S(Q) A|l|R T| |[S(QR ST+A
M fllo 1 AR AT+ f|
'RS(Q)R
Etenfin: MOM = | ROWQIR *|
* *

Cestadire: S('MQM) = 'RS(Q)R.
IIL.B.2) P;(Q) = Tr(S(Q)), la trace de S(Q).
PI(Q)) = Te(S(Q)) = Te(S ('MQM)) = Te('RS(Q)R).
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Mais, 'R = R, car R est orthogonale.

Pi(Q) = Tr(R™'S(Q)R) = Tr(S(Q)) = Pi(Q).

On conclut donc: P1(Q) = P1(Q’).

P (Q) = det(S(Q)), le déterminant de S(Q).

P (Q') = det(S(Q")) = det(S (tMQM)) = det('RS(Q)R).
Mais, 'R = R, car R est orthogonale.

P (Q") = det(R71S(Q)R) = det(S(Q)) = P»(Q).
On conclutdonc: P (Q) = P (Q’).
IILB.3) P;(Q') = det(Q') = det('MQM) = det('M) det(Q) det(M)
= det(M) det(Q) det(M) = det(Q) = P3(Q).
—— ——

-1 -1
On conclut donc: P3(Q) = P3(Q’).

III.C -

II.C.1) S(Q) est symétrique réelle, donc diagonalisable avec une matrice de passage orthogonale,
qu’on peut choisir directe, comme on I’a montré. On appelle R cette matrice.

A0
0 p '
T B / t —1 PRT]
, avec cet R la et T quelconque et Q' = 'MQM = M~ QM vérifie:

1
A0
0 u] .
Q' est donc bien de la forme Q(A,0,u,d’,¢, f").
ILC2) P (Q) =P (Q)=A+u et Py(Q)=P(Q)=Apn
II1.C.3) P,(Q) =0 = ()\ ~0ouu=0).

Mais, en diagonalisant S(Q), on n’avait aucune condition sur 1’ordre des valeurs propres, dont
I'un est nulle, on pouvait donc choisir sans contrainte la seconde nulle, c’est a dire: u = 0.

Alors: RS(Q)R =

R
On choisit: M = [0

5(Q') = S('MQM) = RS(Q)R =

10 p
LD M=MO,p,q) = |0 1 g
0 01
1.0 0/ |A 0 d| |1 0 p A 0 d’ 1 0 p
'MQM=10 1 0| |0 p €| |0 1 gq|= 0 n ¢ 01 g
p g 1| |d ¢ f|]|0 0 1 Ap+d upug+ée dp+eg+f|]0 0 1
A 0 Ap+d
= 0 noo gt
Ap+d pug+e o
On n’a ici calculé explicitement que les termes demandés et appelé le dernier « o ».
IIILE Etude des différents cas
IILE.1) P,(Q) #£0 & (}\ L0etu# 0).
. i o Ap+d =0
On va chercher a annuler les termes non diagonaux de Q’. C’est a dire: { a4 =0

/ /

Onadonc: p = etg = o qui conviennent.

A
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A0 O
Alors: 'MQ'M = |0 u 0f.
0 0 «
P3<Q) = P5(Q') = det(Q'), et,
det('MQ'M) = det('M) det(Q’) det(M) = det(Q’) car det(M) = 1.
Ce quidonne: P3(Q) = Apa = det(S(Q)) a = P»(Q) .
P5(Q)
P (Q)
IILE.2) P,(Q) =0 < p =0, compte tenu du choix déja fait.
a) Pi(Q) # 0 et P5(Q) # 0.
On adonc A # 0 etdet(Q) # 0.
On choisit p tel que Ap +d' = 0.
Ce qui donne:

Le troisiéme terme diagonal, «, est bien alors :

A0 da’ 1 0 p A0 0
MQ'M= 1[0 0 e 01 g|=100 e

0 ¢ dp+eg+f|(0 0 1 0 ¢ dp+2eq+f
Mais P3(Q) = det(Q) = det(Q') = det('MQ'M) = —A¢'* £ 0, donc: ¢’ # 0.

On choisit donc g tel que d'p +2¢'g + f' = 0.
A0 O
Alors: 'MQ'M = |0 0 ¢| =Q(A,0,0,0,,0).
0 ¢ 0
b) P1(Q) # Oet P3(Q) = 0.
Onadonc A # 0etdet(Q) = 0.
On choisit p tel que Ap+d' = 0.
Ce qui donne, en reprenant le calcul précédent:
(A 0 0
'MQ'M= {0 0 e
0 ¢ dp+2eg+f

Mais P3(Q) = det(Q) = det(Q') = det('MQ'M) = —A¢’* = 0, donc: ¢/ = 0.

A0 0
MQ'M= [0 0 0 = Q(A,0,0,0,0,f"), en posant: f" =d'p + f'.
0 0 dp+f

<) Pl(Q) =0.
Onadonc: A = pu =0, S(Q) est semblable a la matrice nulle et est donc nulle.
On en déduit immédiatement: a=b=c=0.

IV Application aux coniques

IV.A Etude d"un exemple.
s est d’équation: xy—y =1.
1

Sous la forme: on reconnait une hyperbole équilatere.

Y= "7
x—1
Les asymptotes sont les droites d’équations x = 1 et y = 0.

st est d’équation: x2 — yz = 2.
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x2 2

Sous la forme: 7 — s 5 =1, onreconnait encore une hyperbole équilatere.
(i) ()
Les asymptotes sont les droites d’équations y = x ety = —x.

Sur la figure qui suit, personne n’aura de mal a identifier les deux hyperboles.

IV.B Compte tenu de I'expression générale d"une forme quadratique, sans calculs:

a b d| |x
xyz]|b ¢ el |y| =ax®+cy?*+ f2%+2bxy+2dxz+ 2eyz.
d e f| |z
En posant z = 1, on obtient:
a b d| |x
PIQPr =[xyl |b ¢ e| |y| =ax*+2bxy+cy*>+2dx+2ey+ f.
d e f| |1
Finalement: P € ¥ < 'P;QP; = 0.

IV.C -

IV.C.1) Si le point P correspond a la matrice Pj, le point d(P) correspond a la matrice MP;.
Ce qui donne: d(P) € € < (MP;)Q(MP;,) =0 & P 'MQMP; = 0.

IV.C2) d(P) € ¢ & P('MQM)P, = 0 & 'PQ'P, =0 & P € ¢, avec ¢’ qui correspond a la
matrice Q' = 'MQM.

IV.C.3) Q' = 'MQM est une transformée de Q puisque M € 4.
Cette définition a été donnée a la partie II1...

IV.D Selon les invariants de Q, € est la transformée d'une courbe ¢ d’équation

P5(Q)
P(Q)

e A+ puy*+ = 0au cas IILE.1);
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e Ax?+2¢'y =0aucasILE.1.a);
e Ax?+ f' = 0aucas IILE.1.b);
o 2dx+2ey+ f=0aucaslllLE.l.c).
IVE P € 6y < P1QP; =0« P (aQ)P; = 0 puisque o # 0.
Examinons I'exemple proposé.

0 1 0
Pour 74, la matrice Q; peut étre, en doublant tous les coefficients : 1 0 -1
0o -1 -2
1 0 0
et on peut avoir comme transformée: Qf = |0 —1 0
0 0 -2

01
En effet, les valeurs propres de [1 0] sont1et —1.De plus P5(Q) = 2 et P,(Q) = —1, on applique

le cas IIL.LE.1).

1 0 0
Pour .#%, la matrice Qo est: |0 —1 0 | = Qf.
0O 0 =2

Ces matrices Q7 et Q; sont transformées 1'une de 1’autre.
7 est bien I'image de % par un déplacement.

. ) . , ) , 7T
Mais, géométriquement, on remarque que ce déplacement est, par exemple, la rotation d’angle 1

qui transforme le centre de 7%, de coordonnées (0,0), en le centre de 74, de coordonnées (1,0), ce
qui permet de déterminer le point fixe, centre de la rotation.

Ce sont tout simplement deux hyperboles équilatéres dont la distance d’un sommet au centre est
a chaque fois v/2...

Pour .4, le centre est de coordonnées (1,0), et les sommets (0, — 1) et (2,1).

Pour %, le centre est de coordonnées (0,0), et les sommets (—\/E,O) et (\@,0).
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