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I Premiere partie

LA -

I.A.1) Classiquement, on fait une intégration par parties a partir de I, ;.

2 2
I _ m/ n+1 dx = n+1 : /2 7/ n i2 d
nt2 = cos" " xcosxdx = |cos" xsinx| + (n+1)cos" xsin” x dx.
0 0

2

Le crochet est nul et on remplace sin”x par 1 — cos?

X.
n+1
n-+2

Inio = (n+1) (I, — I,12), qui donne finalement: [, = I, pourn e N.

I.A.2) De fagon tout aussi classique:

I.B -

_2n—1 _(2n—-1)(2n-3) . (2n—-1)(2n-3)...(3)(1)
Ly = mn Iz(n—l) - 22 7’1(7’1 — 1) IZ(n—Z) == 1 Ip.

KT . P . . . 7T
On multiplie numérateur et dénominateur par le dénominateur et on remplace I par X
2n)! =«
IQn == ﬁ -
22 (n!)2 2
On fait le méme type de calcul pour I, 1.

I _2n I  22n(n—1) I - 2" n! I
T o1 2V T o ) (2n—1) 2D T T T on 1) (2n—1)...(3)
On multiplie numérateur et dénominateur par le numérateur et on remplace I; par 1,

| 22n (n!)z

2n+1 — (2n+1)‘

I.B.1) La premiére relation évidente est: I, ~ I,4> étant donnée la relation de récurrence.
“+00

. 7T .
Par ailleurs, sur [O,E}, ona: cos"?x < cos" x < cosx, quidonne: I,i» < I41 < L.

On en conclut: I, fodR 2! en revenant, au besoin, a la définition des équivalents.
o0

ILB.2) Ona:J, = (n+1)I,I,11 = (n+2) L4z I,11 = Juy1, en utilisant simplement la relation de

récurrence. -
La suite (J,) est donc constante, et: Jo =Ip[; = 5
7T
Finalement: VneN, [,= 5
: 2 [N : 2 7T . 7T
Mais, ]n ~ nI dotu: limnI;= =, etcommel, >0: limynl,=./=.
+00 2 +oo 2
7T 7T
Et, lut: Ly ~ /= et: I, ~ /—.
on en conclu \/ﬁnﬂo,/z e n A
I.B.3) Ona: Ent(t) <t < Ent(t) +1,
d'ot cosEnt)+1 ¥ < cost x < cosEt) x, sur [0,5], d’ou encore

/2
Iene(t) 11X < / cos’ xdx < Ignt(r), et comme les termes extrémes sont équivalents:

/2
~ E ~
/0 cos xdx ~ [ —— 2Ent fod ,/ car Ent(f t

I.B.4) Remarquons d’ abord que la série est une série a termes positifs, on pourra travailler par équi-

valence.
On fait le changement de variable x = u + n, et on obtient:
(n+1)m 7r - )2
Uy = | sin x|*dx = / | sinu|"t""du = / (sinu)"™""du = 2/ (sinu)"**""du
nm 0 0 0

/2 T
=2 / (cos x)*™"dx, par un nouveau changement de variable x = 5 U
0

. T
Sur l'intervalle [0,5], ona: cos" "2 x < cos™ " x < cos"” x.
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/2 /2 1
Mais/ cos"™ 72 xdx ~ / os" xdx ~ {/—.
0 2(nm + +o<> 2n7r +oo +oo V 21
i : ~ 2
Ce qui donne un \/ =— 2n \/>

Z u, diverge donc.

Par la relation de Chasles et le fait que la suite des sommes partielles d'une série positive
nrw

divergente tend vers l'infini, lim |sinx|*dx = +o00, ce qui assure la divergence de
n—+oo Jo

lI'intégrale généralisée par application de la définition méme de la convergence d'une telle

intégrale.

I.C -
LCD vy =tys1 — Uy = (n+3)In(n+1)—n—1 —1n((n+1)!) — (n+ 1) In(n) +n+ln(n!>

=n+3Hn(1+1) -1
On fait un développement limité a I’ordre 3 du lograrithme, qui donne:

" 2 n  2n?2  3nd n3 - 2n  2n  3n?  4n? n?

1 n 1 1
= — ol — ~ —.
12n? n2 | +oo 1212

I.C.2) Onadonc Z v, qui converge par équivalence et qui est de méme nature que la suite (u,), qui
est donc aussi convergente.

On rappelle qu’en effet, une suite et sa série des différences sont de méme nature.

I.D On a montré que: lim (n + ;) In(n) —n— ln(n!) =S.

n—+00
ntj e—n s
On en prend l'exponentielle (qui est bien une fonction continue): ~ lim ———— =e”.
n—4-00 n:
n+% e " 1
Cequidonne: n! ~ —————.Ce qui est bien le résultat annoncé en posant: C = —.
+00 es es

LLE On vaici utiliser le résultat suggéré, mais aussi l’écriture de I, en factorielles et le résultat que I'on
vient d’obtenir.
1
(2n)! = C(2n)*"tze" 7 1 \/f U’
n

221 (n!)2 2 foo 221C2p2n+le=20 2 — C\m 2°

On avait aussi: I, <A / 7T
| 7T 27 .

On obtient donc: \/> etenfin: C ~ +/27m.
4n +oo +o0

Mais comme 7 a disparu, ce sont deux constantes, et on al’égalité: C = 27 et:

n! ~ 2rannte "
+oo

IZn =

II Deuxieme partie

ILLA On sait que: z — =—In(1—x) sur [—1,1]etn’estpas définie ailleurs. C’est du cours!

+o00
II.B Etude de z In (l + 1> x".
= n

+00
ILB.1) Lerayon de convergence de Z In (1 + > x"  s’obtient classiquement par application du

théoréme de d’Alembert.
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n
n+1

1
ln (1 + —H_) x”“ 1
Pour x # 0, " n —{ 1

In (1 + 1> x" oo
n n

Ce qui prouve que le rayon de convergence est 1.

X

+00 +00

+0o 1
IL.B.2) Pour x = —1, la série est: Z (=1)"1In (1 + )
n

n=1
Cette série numérique est clairement alternée, répondant au criere spécial : le terme général

(=1)"In <1 + i) tend vers 0 et est décroissant en valeur absolue. Elle converge donc.
Calculons la somme partielle jusqu’au rang 2N.

2N 1 2N 2N
Son = Z (=1)"1In (1 + ) = Z (=1)"In(n+1) — Z (=1)"In(n).

n=1 n n=1 n=1

Dans caque somme, on sépare les termes de rang pair, en posant n = 2p, et de rang impair en
posant n = 2p — 1 la premiere fois et n = 2p + 1 la seconde.

N N N N-1
Son= Y In(2p+1)= 5 In(2p) = 5 In(2p)+ 5 In(2p+1)
p=1 p=1 p=1 p=0

=2 % In(2p+1)+in(l)—In(2N—-1) -2 % In (2p)
p=1 p=1

o ((3)(5)...(215;]!1)(21\1“)) _meN—1)

= 2In(bys1) —In(2N—1) = —1In ((IZNH)2 (2N — 1)).

On peut prendre le logarithme d’équivalents, ce qui donne: Spy fodie In (;), qui est

donc la limite de Sy al’infini, et donc celle de Sy puisque la série converge.
us
On en conclut que: g(—1) = —1In <§)
I1.C Notons d’abord que, pour x > 0, g(x) est clairement croissante. Ce qui fait que
e ¢(x) a une limite finieen 17, ou,
e 9(x) tend vers +ooen 1.

+00 1

Par ailleurs, z In (1 + > diverge, en utilisant par exemple le critere d’équivalence.
n

n=1
Comme la somme d’une série entiere est continue sur son ensemble de convergence, g(x) ne peut
avoir de limite finieen 17, et donc:  g(x) tend vers +ocoen1-.
Cette démonstration manque de rigueur, sans doute faut-il faire une démonstration en ¢ ou utiliser la ques-
tion suivante. ..

ILD Comparaisonde fetgenl™.

ILD.1) Pourx €] —1,1[ ona: g(x)+In(l-x)= § <1n (1 T ,11) - i) X

n=1

o) o ce qui fait que la série entiere converge en 1, et, par conti-
nuité sur l'intervalle de convergence, a une limite a gauche en 1.

Finalement, ¢(x) + In(1 — x) a une limite finie a gauche en 1.

Ceci prouve rigoureusement le résultat précédent !

1 1 1
II.D.Z) wn+1 — Wy = m — 11‘1(1’1 + 1) + ln(n) = m + 11‘1 (1 — m)

Mais, In (1 + % — 1) —

Etudions ¢ définie sur [0,1] par: ¢(u) = u+In(1 — u).
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I1.D.3)

n
II.LE
2

1<ln<1+i) }() In(n+1) — Zk [Z—ln

1 —
o (u)=1- T3 =1 _uu < 0= @décroit, mais: @(0) =0= ¢@(u) <0 surl0,1].
D’ot (w,) décroit.

On va d’avord montrer que w, > 0

n1 n—1 n
In(n) = [ Jdt = z/ fdté

Mais, on pose: v, = Z — —1In(n).

1 1
Ul = Un = = In <1 + n> >0, parleméme type de calcul. Donc (v,) /. De plus v, > 0.

Ce quidonne: w, >v, >1v; >0,
(wy) converge bien vers une limite strictement positive.

1
+In <1+k> +—O>O—7/+O.

Onabien: [= —vy.

ILF Un expression intégrale de .

IL.E1)

II.E2)

171 1
I = /0 (t + 1n(l—t)> dt aune singularité en 0 eten 1.

En 1, c’est un faux probleme puisque la fonction a une limite finie en ce point.
2 2
1 In(1-n+t 5 o) g

= = — =
In(1—1t) tin(1—t) —t2+0(#?) t-02
On en encore une limite finie, I'intégrale converge aussi en 0, et donc converge.

1
EnO, ?—’—

Onpose: x = —In(1—t), quiestbien monotone de classe C!, les deux intégrales sont de
méme nature, ici convergentes, et donc égales.
onobtient:t =1 —e ", etaussi: dt = e *dx.

“+00
D’ou: I:/ ( 1 — 1) dx.
0 1—e™* «x

1 1 1
Par ailleurs, @ (x) iy 1, et O(x) 50 car c’est aussi la limite de n + In(i—1)
—00 X— -

en 0.
¢ est donc continue sur |0, + oo, prolongeable par continuité aux deux bornes, donc bornée
sur cet intervalle par un réel positif K.

+o0 k 1
IL.LE3) Notons d’abord que: / e “dx = T
0
1 e—(n+1)x
oz = l+e +e X+ - +e ™+ 1 _e—x Pparsomme des termes d’une suite géo-

métrique. On en déduit:

+o00
I:/ 1_‘_e—x+e—2x+“‘+e—nx+7_
0 1—e¥ X

1 1 1 1 —(n+1)x —x
=145+ +n+/ ”“>< —>+e—e dx

2 1—e™ «x X X
—x _ ef(nJrl)x

400
—1+1+ B +/ n+1)x(D( )dx—/ e—dx.
2 0 X

En effet, ces deux intégrales convergent bien, on montre facilement que la premiere est abso-
lument convergente en utilisant le fait que @ est bornée ; la seconde converge alors puisque I,
I'intégrale du départ, existe.

400 p—X _ a—(n+1l)x 400 p—X 400 o—(n+1)x
wry [T ey ety
€ 3

€ X X
En effet, ces deux intégrales de fonctions positives convergent, par exemple par comparaison,
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al'infini. Dans la deuxiéme intégrale, on pose: u = (1 + 1)x, qui est bien monotone de classe
C!, ce qui donne:

+oo @=X _ g—(n+1)x +00 o—X +o0 —u
[ e [ ey,
X (n+l)e U

+00 o™X +o00 —X
—/ € dx—/ € dx.
(n+l)e X

On regroupe ces deux derniéres intégrales :
400 p—X _ a—(n+1)x (n+l)e a—x
e e e
/ —dx = / —dx.
Je € X

X

1_ e _ 1
ILE5) Onafacilement: 1>e*>1-x, pourx >0, quientraine: po > ex > < 1.
On integre entre ¢ et (1 + 1) ¢, ce qui donne:
(ntl)e g—x
ln(n+1)>/ dx>In(n+1) —ne.
£
La limite de l’intégrale quand ¢ — O estdonc: In(n+1),
00 @ _ e—(n+1)x
mais c’est aussi: / fdx par convergence de cette intégrale en 0.
0
+00 o=¥ _ @ (n+1)
On conclut : / fdx =In(n+1).
0
0 +o0 +o00
IL.E6) e X @(x) dx| < / ‘e*(”ﬂ)x d)(x)‘ dx < / ‘e’(”“)xK‘ dx
0 0
<K / ~(r+1)xgy < — 0
n+1 +oo
1 1
On en déduit: I—1+2+ +——ln(n~|—1 +/ ~ DX @ (x) dx.
”_'—‘*>'°°y njooo
Ce qui prouve que: I =1.
IIT Troisieme partie
IILA -
ITILA.1) Soit0 < x < 1, alors: z a, x" converge (absolument), et z |bn| x" converge par comparai-
son. "= "=
Ce qui prouve que: Rj, > 1.
III.A.2) Pour 0 < x < 1, on a la convergence absolue de la série Z b, x".
n=0
Ce quidonne: |v(x)| = Z Z|b]x —Z|b|x + Z by | X"
n=0 n=N+1
b
Sion prend N assez grand pour avoir: Vn > N, i P %,

ce qui est possible car ce quotient tend vers 0, alors:

N 0 N
Z by | 2"+ Z an "< (bl + Zun%xng S ]an—%u(x).
n=0 n= n=0

n=N+1

|02

= o
iMz=

II.A.3) u(x) — oo, dong, pour x assez proche de 1,
x—1- u(x)

ce qui donne alors: |v(x)| < eu(x).
Mais, on pouvait choisir ¢ aussi petit que I’on veut, et donc: v(x) = o(u(x)).
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IILB On pose ¢y = an — by, et, w(x) = 3 ¢y x", clairement: w(x) = u(x) — v(x).
n=0
Comme a4y, o~ by,ona:c, =0 (ay), et, w(x) = u(x) —ov(x) = o(u(x)).

Ce qui équivauta: v(x) ~ u(x).
X—1"
III.C Application 1:

III.C.1) On obtient ce rayon de convergence classiquementpar application du théoréeme de d”Alem-
bert.

S 1) _ 1 1Vy_ 1 LI RO

Calculons d’abord : In <Chn> =In <1+ 2 T o <n2>> =52 10 <n2> Yoo 212
1

3 n+1

(n+1) 1n<chn+1> T2

~ 2

S T

n31n <Ch1> - )
n

III.C.2) On adonc: nzl n°In (Chn> x" ~ 2 g x" ~ 5 nzl(n +1) "
o0 - 2
Mais z (n+1) x" est la dérivée de Z Kl — X
" n=1 1—x
< 2x — x2
n+1)x" = —— 2.
nzl (1 — x)z

1 N 3 n ~N ——
Enfin: n:§1n In (Chn> X b Tg—
III.D Application 2:

III.D.1) La limite finie de (w,) et infinie de Inn entraine: H, o Inn.
[e¢]

Les deux séries entiéres ont donc le méme rayon de convergence.
In(n+1)
Inn

On travaille donc maintenant avec x €] — 1,1[.
On remarquera sans le rappeler a chaque fois que toutes les séries utilisées convergent au
moins sur cet intervalle.

0 (ee] o0 o0 o o0 1
(1—x) z H, x" = z H, x" — Z H,x"t! = (Z H, x" — Z Hon”H) + z X1
n=1 n=1 n=1 =1 =1 =1 n—+ 1

Comme lim

= 1, ce rayon de convergence est égal a 1.
n—-+oo

n= n=
1
En effet: Hn = Hn+1 — m
(1—x)Zan”: Zan”—Zan” +Z MTl=x4+ § =&
n=1 n=1 n=2 n=1 " +1 n= 1
X1
= z —x"=—1In(1-x).
n=1 "
IILD.2) On saitdéjaque: 3 H,x" ~ > (Inn)x".
n=1 n=1
® In(1—x)
. n = —-—
Or: nlenx = TP
® In(1 -
On en déduit: Z (Inn)x" ~ —u.
] 1- 1—x

IILLE Application 3:
1 _1
ILE1) ——— = (1—4a%x?) 2

V1—a?x?

On sait développer cette expression en série entiére pour |a x| < 1.
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. 1
On prend donc x € |—1,1[ le rayon de convergence est bien stir R = -

(1 _a2x2)*% =14+ - (_%) (_%) (_% —Tl-l-l) (_1)na2nx2n

] n!

— 1 n n — 1 n n

+n; 2"n! * " Z 22n( ')2
o0 2 o

=1+ nzl Ly a®"x*" = - nZO Ly, a*'x*"

1 2 2 2n 2n
IILLE.2) Onadonc: —(——— = — z Ly x™" cos™ ().
1—x2cos?t 7,5

Cette derniere série est une série trigonométrique, de variable t, dont la somme est une fonc-
tion continue, c’est donc la série de Fourier de cette fonction continue. On peut donc par
ailleurs intégrer terme a terme cette série de Fourier sur [O Z]. Cela donne:

2 o0
2 Z L / cos?' (1) dt = = Y (1) %" = Z i Lo
n=0

2
pour: a, = = bL,.

Sauf erreur de ma part, I'énoncé semble s’étre pris les pieds dans le tapis.

2,1 1
III.E.3) — ~ — :o—=1 1 -
E3) 7r<12") i 2 n(1-s z 2n’
. . 1 5 In2
ce qui entraine: J(x) ~ —Eln (1—x%) ~ —Tln(l —Xx).
Onabien: K= —IHTZ

IV Quatriéme partie

+1
IVA (1-x) i ApxP = i ApxP — i ApxPtt = Z Apx? —nz Ap_1x?
p=0 p=0 p=0

n
=Ao+ Y (Ap—Apr) X — A = Ag + Z apx? — Apx"t
p=1 p=1

Mais AO =dag = lZQXO !

n n
Onadoncbien: (1—x) H Apxf =5 apxf — Apx"tl

Premiérement, comme Z a, diverge, Z A, diverge par comparaison, puisque 0 < a, < Aj,.
Le rayon de convergence de Z Apx" est donc inférieur ou égal al

(e/e]
) Z apx? 21 apx?
=

Deuxiemement, pour 0 < x < 1, fixé, on a: z ApxP <
p=

1—x = 1—x

n
La suite ( Z ApxP ) est donc croissante majorée, ce qui prouve qu’elle converge.
p=1

Le rayon de convergence de Z Apx" est donc supérieur ou égal a 1.

On conclut que le rayon de convergence de Z Apx" est bien égal a 1.
IV.B Pour x €] — 1,1], toutes les séries convergent et donc 1113 Apx" = 0, de méme pour la limite de

n—-00
An xn+1 .

o o0 o 1 (o)
On en déduit: (1 —x) Z ApxP = Z apx?, etenfin: z Apxt = . z apx".
=0 p=0 n=0 T =0
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On travaille toujours avec x €] — 1,1].
(e ¢]

Ay o B, prouve que le rayon de convergence de z B,x" est aussi 1.
(e.¢]
n=0

Onadonc: lim B, x"T'1=0
n—-+00

n n
Onaaussi: (1—x) ) Bpx = % bpxV — B,x"*1, sur lequel on peut faire le méme passage a

o0
la limite... qui prouve au passage la convergence de z b,x" ...
n=0

oo 1 o0
On conclut: Z Byx" = —— z b,x".
n=0 l-x.5
Maintenant, appliquons la partie précédente avec A, et B, a la place de a, et b,,.
oo [e¢]

On obtient: Z Ayx™ ~ z B,x",
n=0 1= n=0

oo
et en multipliant par (1 — x) ces deux termes: % a,x" ~ > bux"
n=0 n=

IV.C Application 1:
Rappelons que le rayon de convergence d'une série entiére est aussi :
sup{r >0/ llm a, " = 0}. On garde la notation r pour un réel positif.

Or: ( lim r“":0<:)r<1> car lim a" = +oo.
n—-+oo n—+o0
x® n
Le rayon de convergence de ) x* est1.
n=0
Soit 1 et p deux entiers naturels. Onpose: a, =1<dpeN/n=af, et a,=0 sinon.
n Inn

Ay = z ay revient  compter le nombre de k tels que a* < 1; c’est a dire tels que: k < na
k=0

Onendéduit: A, = Ent (lnn)
Ina

. . Inn
On obtient facilement: A, ~ —.
+oo Ina

En utilisant la partie précédente:
1 In(1—x)

1 o0
A ~ 1 ~N ——
z x" anzo(nn)x 1= Ina 1-—x

1
Zan Zx N——ln(l—x)
n=0 1=
1 .
L =—— convient.
Ina
IV.D Application 2:

IV.D.1) Pour E (\/ﬁ - \/ﬁ) x",ona: Vn+1—+/n o 23/%’ en multipliant et en divisant
par langlolantité conjuguée.

Cela donne un rayon de convergence de 1 par application simple du théoréme de d’Alembert.
Pour § ", on utilise le méme théoreme qu’ala question précédente... avec la méme notation
r pouilq‘:ci)ésigner un réel positif.

n—-+00 n—-+00

Or: <lim 7”2:O<:>r<1> car lim n? = +oo.

oo
2 .
Le rayon de convergence de z x"" est bien 1.
n=0

— Christophe Caignaert — Lycée Colbert — 59200 Tourcoing — http://c.caignaert.free.fr —



Centrale — TSI — 2004 — 1 9

Soit n et p deux entiers naturels. Onpose: a,=1<IpeN/n=p? et a,=0 sinon.
n

Ay = Z ay revient & compter le nombre de k tels que k* < n; c’est a dire tels que: k < /n.
k=0
Onendéduit: A, = Ent (y/n).

On obtient facilement: A, o~ N
o

En posant: b, = v/n+1— /n, on obtient: B, = v/n + e N
Ce qui donne: Z a,x" = z X" I Z b,x" = z (x/n +1-— \/ﬁ) x"
n=0 n=0 X = n=0

N
-
a-

IVD2) I ~ ,/%, dot Vi+T—/n ~

(e¢]

Ce qui donne: %x" ~ —Zln

IV.D.3) Pourx €] —1,1], T zcost z x" cos" t.

On a ainsi encore une fonction contmue égale a la somme d’une série trigonométrique. Cette
série trigonométrique est donc sa série de Fourier...que I'on peut intégrer terme a terme sur

[0,7]:
Ainsi: /g ¥dt: § <x”/gcosntdt> = § Lx"
" Jo 1—xcost = 0 =0 e
IV.D.4) On pose d’abord u = tan , ce qui donne apés un peu de calcul :
/gldt:/l 2 du=—> /1 ! du
o 1—xcost 0 (1—x)+(1+x)u? 1+xJo 2

() s

2 —1 2
= arctanu/ | = arctan /1%
el Bl = e eV

2 T 1

- /2(1-x)2 V2V1—-x
x 7T 1

On adonc: Ix" ~ —
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convient.

Tout ceci sauf erreur de calcul de ma part. Si un collegue de TSI a une classe ott un nombre significatif d’éléves
peut faire une partie significative de ce probleme. . . j’échange mes éléves contre les siens quand il veut !
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