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Partie | - Définition d'une suite (8,) non
A -
- Si A;A,A fait partie de la configuration voulue alors il ne reste plus cprédigurer le quadrilatére restant

A A;A A5 lequelestduressortducas=4 .lIl'yadoncbien 2 facons de faire .

- Si A;A,A , fait partie de la configuration alors les triangls, A ;A , et A ;A ,A ¢ quisont ainsi formés ne
peuvent plus étre partagés donc la configuration est terminée . Il n'y a qu’une facon de faire .
« Si A;A,A estdans laconfiguration souhaitée alors il ne reste plus qu'a s'occuper du quadrilatére restant , a savc

A,A ;A A | etdonc comme dans le premier casily a 2 fagons de faire .

Le segment[ A 1 A 2] doit , dans chaque configuration possible , faire partie d'un seul triangle dont le troisieme sommet ¢
a choisir parmiA ; , A , , A5 . Les trois cas envisagés ci-dessus conduisent donc a toutes les possibilités ( on n'a pas c
de solution ) . De plus si on change de cas les configurations obtenues différent en ce que Ie[s%gm%rg] a changé de
triangle (on a pas compté deux fois la méme configuration ) . Ansi=2+1+ 2=5 . C.Q.F.D.

I.B-
« Si A;A,A; estdans laconfiguration alors il ne reste plus qu'a configurer le penta§gqrd ; A ;A ;A4 .

Danslecas n=6 , A;A,A; fat patiede a; =5 configurations

« Si A;A,A , estdans laconfiguration alors il ne reste plus qatfigurer le quadrilaterd ; A ;A ;A ¢ .

Danslecas n=6 , A;A,A, fat patiede a, =2 configurations

« Si A;A,A estdans laconfiguration alors il ne reste plus qatdigurer le quadrilateré , A ;A ,A 5 .

Danslecas n=6 , A;A,A fat patiede a, =2 configurations

« Si A;A,A estdans laconfiguration alors il ne reste plus qar#igurer le pentagonéA ; A , A ;A A .

Danslecas n=6 , A;A,A fat partiede ag; =5 configurations

La aussi, comme dans le cds=5 , on a épuisé toutes les possibilités et elles sont toutes distinctes .
On peut donc conclure@g =5+ 2+2+5=14

I.C-
Le raisonnement est identique a celui d&s- etl.B - a ceci prés que dans le troisieme cas , celui ou le seg{rﬁ\erth 2]

fait partie du triangleA ; A , A 5 , il faut ensuite partager le quadrilatéfe , A ;A , A 5 et aussi le quadrilatere

A, AA 6A + et chaque partage du premier peut donner lieu a autant de configurations que de partage du second . Ce
donne donca,a, fagons de faire dans ce cas .

Par contre le raisonnement peut étre absolument identique pour le cal@yl det donc (a mon avis ) I'énonce est trop

directif .( Si le candidat n’a pas compris le cas= 7 alors il ne comprendra certainement aucun autre cas pour n supérieut
ae6!)

I.D -

R.A.S. Par un raisonnement généralisant celui du calcuige on trouve
n-2

Pour n dans [7,+cl , ap =an_18,5-, +( Z a'J'—la'n+2—j)+a'n—2 ta,
]=5

|.E -
R.A.S. Il suffit de faire le décalage d’indicg = K + 1 pour les cash = 7 et de contréler par un calcul explicite les cas

particuiersn <« 3,Nn « 4, N« 5,n « 6 .



I.F-
Langage utilisé ici MATHEMATICA (version 2.2 et plus)

(* La définition des an étant récurrente on a fortement ( du moins en pratique ) a utiliser une fonctior
mémoire . *)

al[2]=1,a[3]=1;

a[n _Integer]:=a[n]=Sum[a[k]*a[n+1-k],{k,2,n-1}];n >=2;

Résultat[n _}=Table[a[k],{k,2,n}]

(* On suppose qu’ensuite I'utilisateur taperdRésultat [ n > pour une valeur de n a choisir . *)

Partie Il - Expressonde a,

A -
n+1

R.A.S. Le résultat s’obtient en séparant les deux derniers termeideak a,,1_K etenconstatantquils sont nuls
K=2

(vus les choixdea, et dea, ).
n+1

REMARQUE: I'expression Z a,a,,,-x aunsensdésqua =1 etdonne un résultat correct pour le das= 1
k=2

mais faux hélas dans le cdd = 2 . On comprend la prudence de I'énohcé

.B-

IB-1)
Considérons la série entiér{ c,x" définieparc, =b sin=>1 etparc; =0 .

h apparait comme la fonction somme de cette série entiere et on observe que
+ o0

1 - m+n k 1 - k
OxO]-r,r[\{0},h(x)=— DmsnX = b,x® =—(g(x) - b, x
RN RGO Y LA ICORD ALY

k=m+1

m+n

car g estdéfiniesul —r, r[ .Donc h estdéfinie suf —r, r[ \{ 0} donc le rayon de convergence de la série

entiére z C,X " vaut au minimum r et donc sa somme h est (‘en tant que somme de série entiere ) @%Ia{;se

donc a fortiori C® ysur]-r, r[ .C.Q.F.D.
ILB-2)

m
Onadéald x O] —r,r[\{0},g(x)=x"h(x) + z b, x* (voir question précédente ) .
K=o

On observe que , grace a la convention usuebl’eo( =1 méme lorsqueX = 0 ), cette égalité reste vraie en 0 . Par
ailleurs , puisque h est continue en &im = h(0) = 0 . Ceci signifie que
X -0

m
g possede un Développement Limité a I'ordre m en 0 dont la partie réguliéE eklk x
K=0

I1.B-3)
R.A.S. Le théoréme ( du cours de SUP ) donnantle DL m du produit de deux fonctions conduit &

p
Le coefficient dex P dansle DL m deg? en 0 estz bib,_;
j=0

Si p# 3 alors le coefficient dex P du DLm de X — g2 (x) =xg(x) + x> en 0 vaut
P 3

(enposant b_; =0 ) (z bb,_;)-b,_, .S p=3 adorsil vau (z bb;_;)-b,+1.
i=0 j=0




I1.C-
I.C-1)

D'apres le cours (de SPEJ k OIN, f ) (0) = kla, donc en particulief ' (0) =a, =0
I.C-2)
Les calculs du 11.B - 3) permettent d'obtenirle DL m en 0 de la fonafionx — f #(x) =xf(x) + x> . 0n

trouve A(x) =x Mg (X) avec )l(.ing €, (X) =0 ,etcequel que soit m danBN . On peut conclure ( en tenant

compte des résultats de 11.B - 2) appliquéAa)

Si A:x i f2(x)=-xf(x)+ x> est Développable en Série Entiere eralors elle est nulle sur
]-R,R[ .

I.C-3)
RA.S.

X
Le polynéme X 2 — x X + x 3 possede deux racines, (X) = E(l -J1-4x) et

r,(x) =§(1+«/1—4X) IorsqueXS% .

On observe ( grace a des DL simples ) dug(X) - X ce quidonner, '(0) =120 et r,(Xx) - X 2 qui donne

r,'(0) = Lim ) =100) - imx =0 C.QF.T.
X_

X -0 0 X -0
X 1 1
h(x):z(l—‘/1—4x) sur ]_OO'Z[ et B:Z .
I.D -
I.D-1)RA.S.
Le cours (de SPE )ditdx O] —,1[,(1+x)% =1+ z Yy, x" avec
n=1
_a(a-D(a-2)..(a-n+1)
"o n! '
Si o nest pas dansIN alors on trouve (poun > o ) Yo+ -h-a 1 doncRZl' .
Yn n+1 +e 1

Si O n’est pas dansIN alors le rayon de convergence du D.S.E.xde~> (1+ X) “ est 1.
Sinon il vaut + o

I.D-2)RA.S.

1 © 1x3x%x..x(2n-3
Onobtient| O xO]-1,1[,/1-X :1__X_z n( )Xn
2 n=2 2 nl

I.D-3)RA.S.

On obtient| O x O] _71 , %[ h(x) = nZ: (n (_er)]!Zn‘lz!Z)!X ”

REMARQUE: sans nouveau calcul et en tenant compte de I1.D - 1) on peut affirmer que le rayon de convergence de la s

entiére qui développe h 3]1;1 1[ aut
i ui dév ,—[ vaut = .
4 4 4



II.D - 4) Question assez délicate que javais personnellememycottée» en premiére lecture en admettant ( de fagcon
cavaliére vis a vis du programme officiel ) que la fonctibA est développable en série entiére en 0 . Ce qui permet
aisément de montrer que la fonctidh ( voir 11.C - 2) ) I'est aussi et

permet de conclure par I'unicité du D.S.E. en 0 d'une fonctioh X f sur un voisinage de 0 .)

Voici une solution ( suggérée par Jean-Luc PETITPIERRE ) qui respecte le programme

2n - 4)! -
( ) . Autrement dit Z b,x" estle
n=0

Posonsiciby =b; =0 et ONO[ 2,+0 [ ,b, =

T (n-1)(n-2)!
D.S.E. en 0 de h .
Daprés 11.C-3) lafonctiond: X > h?(x) = xh(x) + x 3 est identiquement nulle sdr%l , %[ .
En conséquence la partie réguliere de chacun de ses DL m en 0 ne comporte que des termes nuls (‘unicité du DI

en 0 lorsqu’il existe) .

D'aprés 11.B-3) onadonc (enposabt; =0 )
p 3

OpOINV{3}, (Y bjb,_;)-b,_;=0 etaussi(y b;by ;) ~b,+1=0.
i=0 j=0

En changeant p em + 1 dans la premiére relation on lit donc

O
Db0:b1:0 (1)

]

Ob,=1 (2)

O n+1 voir (1) N+1

Emnmﬂs,mﬂ,bnzz bjboyy = ) bibaiyy
i=0 i=2

Les conditions initiales (1) et (2) étant celles vérifiees par la suit@lgeset la derniere relation étant également vérifiée
par cette suite , on montre par une récurrence ( faible ) que les éa’@ nON €t

(by)non sontégales. C.Q.F.D.

. E

(2n-4)! 1 S
(n-D(n-2)! n-1_2"

RAS OnalUOnO[2,+0[,a, =

. F
La simple définition dea,, comme «iombre de pavages d'un polygone etet les conventions définissant les premiers

termes prouve que tous le& , sont dans IN donc

1 n-2 :
C on-a lereste aussi. C.Q.F.D.
1

Partie 111 - Equivalentde a

(ou «Intégrales de WALLIS» donc unvieux classique ... pour les prdfs
[ .A

R.A.S.

On montre que l'intégrale n'est généralisée quemo et on la traite par le théoreme " convergence et équivalents " en
utilisant le théoréme concernant les intégrales de RIEMANN .
Tt

2

On trouve aussj | o = (avue)ef |, =1 (changement de variable = tan(0) ).

[ .B

.B.1)
RA.S.

Evaluation del ,,, — | , par linéarité de I'intégrale puis étude de son signe .

.B.2)



RAS. "astuce"1=1+1t2 — t? puis intégration par parties .

I.B.3)
lhir o n+1
RAS. Onmontre O NOIN, 1> I 2 T2 puis on utilise le théoréme d’encadrement .
n
n
. C
Tt Tt
R.A.S. DnD]N,(n+l)InIn+1=§ puis In;o on
i.D
RAS. ONO[7, 4,1, _,=2n-9(2n-7(2n-9).3xim .
(2n-4)(2n-6)..6x4%x2 2
_m(2n - 4)! _ 2208
DnD[[Z,‘FOO[[,|2n_4—22n_3(n_2)!2 et n—m|2n_4
1 22Y‘I—4
Enfin an +’:°—T[W
REMARQUES:

1) Le calcul de | 1 h'était donc la que pour tester les aptitudes des candidats pour le calcul intégral .

Tt
2) La preuve correcte du dernier résultat demande de subsftier 4 an dans| , = /2— (1+e,).
n

Partie IV - Etude d'une fonction
IV.A

+ oo
n-2 n

-1 1 X 1
On saitdepuis 1.D.3 et Il .E quel xO]—,=[,h(x)==(1-.,1-x)= —C X
n sait depuis 11D.3 et Il E quel x O] —=, 2 [, h(x) = (1= J1-x) 3 oG

Donc il n'y a rien de nouveau
( Je suppose que cette question est surtout formulée pour les candidats qui zapped da partie I1!)
REMARQUE : on connait déja le rayon de convergence de la série entiére qui dgfidibnc on peut dés a présent conclure

-1 1 : -1 1
- = U - =

Etude des variations dé :

DXD]%,%[,¢'(x):ﬁ(,/l—4x + 6X —1) quiestdusignedg/l—4Xx + 6X —1 noté
- 4X
S(X) dans la suite .

A _ R _ -1 1
On montre que I'équatiors(X) = 0 n’a qu’'une solution ( & savoir 0 ) sﬂrj "7 [ .
. -1 : : o
Sachant que s est continue et ne s’annule pa$ sz% , O[ (unintervalle), elle y garde un signe constant ( théoréme des

1
valeurs intermédiaires ) . On peut raisonner de mémg €ig Z [ .

Ces signes s’obtienne ( par exemple ) ag&{ ) - 2X .

1
Pour le tracé de la courbe on a également besoin de connaitre le comporterperguieoisinage de—Z t au voisinage

1 -1 1
de lequel comportement est aussi celuildgouisque h et ¢ coincident sur] 7 ) Z[ .

4




1 1 . -1
+ En 2 : h est dérivable en—z donc le1 d(x) = h(—% :(T: 0,05 et la demie tangente de

X - —=
4
4-5,/2
départ admeth (—%) = Tf = _5 pour coefficient directeur .
+ En 1 : h est continue en]—' donc Lim ¢(x) = h(i) :l .
4 4 « oL 4" 8
4
Dh est continue sur ]O,%]
1
De plus [] 1 donne h 'y (=) = +o (parle ¢héoréme
Oh est dérivable sur ]O’Z[ et Lim h'(x) =+ 4
X

H 23

. N . 1 1 .
du point d’arrét généralis¢) et donc la demie tangente d’arrivée ((ez , h(z)) ) sur la courbe dep est verticale .

Tous ces renseignements permettent de tracer quelque chose qui ressemble fort a ...

IV.B
IV.B.1)

20 1 n-2
RA.S. (Lécartentreh(X) et Z —1C on -4 X estla somme d'une série & termes positifs . )
=, N —
n=2

IV.B.2)
R.A.S. ( Appliquer le théoréme de passage a la limite en tenant compte de la continuité de‘z h. Bn
IV.B.3)
L. 1 C n-2 1 n . . .
R.A.S. La série z Z, ,avec”Z, = —1 on -4 (Z) est convergente puisque ses sommes partielles constituent
n [a—
une suite croissante et majorée grace au résultatde IV.B . 2) .

1 1 .
La série Z (-1)"Z,, est absolument convergente donc convergs ndé(z) et ¢(_Z) existent

IvV.C

R.A.S. On a maintenant & o= [ —,=1] etlethéoremd’ABEL permet d'affirmer que




- = -1 1
¢ est continue sur 9 ¢ | etvuquelle coincide avec h ( elle méme continue@rq, ) sur | I ) Z [ on peut

conclure DXD[_I:L,%] ,¢(x):§(1—w/1—4x)

IV.D
IV .D. 1) Question decours
IV.D.2)

R.A.S. On trouve DxD]_Il,%[,x(l—4x)¢' (xy (¥ 6x0 (xF p(x¥ %

IV.D.3)
R.A.S. (calcul immédiat de vérification )
IV.D.4RAS

1
" La " solution générale de (E) syr—o , O[ ousur] O, 2 [ se définit par

X
X 5 + UX4/1—4X o0 MU estune constante ( réelle ou complexe ).

IV.D.5)
RA.S.

FREMA_RQLJE : Lerecollement en_0 conduit au résultat suivant ((que n'exigeait pas 'éno ﬂC_é1)
| 11 |
1" La " solution générale de (E) SL]I’—Z "2 [ est définie par |
| |
| |
| |
| |
| |

X
X 3 + UX4/1-4Xx o0 [ estune constante ( réelle ou complexe ) .

IV.E
IV.E.1) Laréponse edON! (On a déjavu qudLirq ¢ '(X) =+ .)

X

N

IV.E.2)
La réponse esNON ! car dans le cas contraire le théor&WeBEL ( appliqué au D.S.E. d& ' ) donnerait la continuité

1 1
de ¢ ' surle segmenf O, 2 ] et par conséquent I'ensembie ([ O, 2 ]) serait lui-méme un segment (image

, 1
continue d’un segment par une application numérique continue)'etserait bornée suf O, Z ] . ce quiest faux .

IV.E.?3)
RA.S.

Pour le début il s’agit d’une simple vérification qui , par équivalences successives , se ram@ne 8 > 0 qui est vrai .
Ensuite on montre par les théorémes de comparaison ( divergence par minoration ) et des équivalents que la série

z In(x,)—In(x,,,) estdivergente et donc que la sutbn(X ,)) o estégalement divergente . Comme par

ailleurs elle est décroissante elle admet nécessairement la fimite et on peut conclurg Lim x =0
n - +o

IV.E.4)

R.A.S.

Pour la premiére question on montre que la série mise en jeu vérifie les trois hypothéses du théoréme généralement connt
le nom de «critere spécial des séries alternéest donc la réponse e§tUl .

. 1
Ensuite le théorem@&@ ABEL permet de montrer qua) '(X) admet une limite réelle errzIr et le théoreme du point d'arrét

-1 1 1
permet ensuite d’en conclure quig ( déja connue pour sa continuité S[II’I ) Z ] ) est dérivable en—z ( du moins a

droite ) mais nous le savions défalV.A allié¢a IV.C )

FIN !



