Signalons tout d’abord que cette énoncé ne fait que "rappeler” la notation et
la définition de la trace qui est explicitement hors programme. Et comme on
a ”besoin” d’utiliser sa linéarité et son invariance par changement de base, ce
sujet est hors programme.

I.LA.1) S5 (C) est clairement de dimension 3 car

oo ) (o v)(50))

en est une famille libre et génératrice.

1.A.2)
det ("PMP) = det (*P) det (M) det (P)
= det (M) (det (P))?
qui est donc non nul. *PM P est donc inversible, il en est de méme pour ‘PN P.

On a maintenant M harmonique relativement & N, soit X, X’ qui réalise cette
harmonie et Y = P7'X et Y/ = P71X’ | (Y,Y’) est bien une base de C? et :

YY!PMPY =t (PY)M (PY)=' XMX =0
Y'"tPMPY' =t (PY')M (PY') =" X'MX' =0
YY'PNPY' =t (PY)N (PY') = XNX' =0

Ce qui assure que "PM P est harmonique relativement & ‘PN P.

I.B.1) Tout d’abord, b = 0 entraine M non inversible. b est bien non nul.

On pose X = x ,

Y
- (81)()

= 2bzy + cy® = y (2bz + )
=0

On obtient donc les deux droites vectorielles d’équation y = 0 et 2bx + y = 0.

Les bases cherchées sont de la forme ()\ ( (1) > S ( _CQb >> avec A, i non nuls.

1 c

Prenons X = ( > et X' = ( . On a ’harmonie si et seulement si :

0 —2b
txnx =0 ¢ P © )=ac—28=0
v 6 —2b
Ce qui assure le résultat.

I.B.2) On a maintenant XM X = ax? + 2bzy + cy? = 0 qui est une équation
du second degré en x puisque a est non nul.
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—b+d —b—d
yetxr =

Les racines sont x = y. ' XMX = 0 correspond encore

a deux droites vectorielles engendrées par ( _ba_ d > et ( _b;_ d > .

Prenons X = _b_d>etX':<_b+d>.
a a

On a donc ’harmonie si et seulement si :

thX’z(—b—d’“)< : § > ( _b;d >

=« (b2 — d2) —2ab3 + va*
—_——

=ac

=a(ac—2b3+va) =0

Comme a est non nul, on obtient bien la condition ac — 2b3 + ya = 0. Cette
condition est compatible avec la condition précédente avec a = 0.

1.B.3) Les roles joués par a,b,c et «, [, étant symétriques, M harmonique
relativement a N entraine N harmonique relativement a M. D’ou 1’équivalence
annonceée.

I.C) Par un calcul classique, on obtient

et

tr (N7'M) = ﬁlm (ay — 200 + car)

On a bien la nullité de la trace si et seulement si on a ’harmonie.

b
ment linéaire et non nulle, de rang 1, puisque N est non nulle et qu’on arrive
dans C.

H qui n’est que son noyau est un sous-espace vectoriel de S3 (C) de dimension
2 par application du théoréme du rang.

Un supplémentaire de H est donc de dimension 1.

D’autre part, on remarque que tr (N_lN) = tr (I) = 2, ce qui prouve que N
n’appartient pas a ‘H et engendre donc un supplémentaire de H.

1.D) L’application S (C) — C qui & ( “ lc) > associe ay — 2b0 + ca est claire-

LLE.1) On remarque que la trace est clairement une application linéaire. Pour
simplifier ’écriture, on va montrer que M; n’est pas combinaison linéaire des
autres matrices. La démonstration vaut pour chacune d’entre elles. Si on a :
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Alors :

k
= Nitr (M7 'M;) =0
=2

d’ou la contradiction.

LLE.2) Si une famille est liée, I'une des matrices est combinaison linéaire des
autres, ce qui est impossible dans une famille harmonique.

Comme on est dans un espace de dimension 3, il ne peut y avoir de famille
harmonique de plus de 3 matrices et une famille harmonique de 3 matrices est
une base.

LF) Compte tenu de la propriété précédente, si B et C sont de la forme
b . . . .

( Z c > , A et B sont harmoniques si et seulement si Ac + ua = 0, systeme

linéaire de rang 1 & 3 inconnues (a,b et ¢).

Les solutions sont paramétrées par « et 3, de la forme

a=Ay,b=0,c=—pa

ce qui est la forme demandée.
On fait la méme chose pour A et C' en appelant o’ et 3’ les parameétres.
Maintenant, il nous faut de plus B et C harmoniques, c’est a dire

—ad M\ — ac’ = 265

ou encore

ad’\p+ B3 =0

systeéme linéaire de rang 1 a 2 inconnues.
Les solutions sont paramétrées par k de la forme

o =Bk, B = —aluk.

Les triplets harmonique sont donc les triplets de matrices inversibles de la forme

(3 1)

[ ax B
b= ( B —ap >
= Bk —aduk
T\ —apk —Buk
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Enfin, on a

det (4) = M\

det (B) = — (oM + 5)

det (C) = —k* A (@®Ap + 7)
det (B) det (C) = k2Au (® A + B2)°

— &% (o + 3%)° det (A)
qui est du signe de det (A4).

I.G) Le probléme est de montrer que
tr (('PAP) ™" (‘PBoP)) =0
On a:

tr (("PAoP) ™" ("PBoP)) =tr (P~1A5" ‘P~ 'PB,P)

en utilisant la propriété ¢r (P~ AP) = tr (A) qui découle de tr (AB) = tr (BA)

n n
qu’on montre en faisant le calcul et en obtenant > > a; jb;; qui est une formule
i=1j=1
symétrique en a et b. ’
Ce qu'on a fait avec Ay et By se fait de la méme fagon avec les deux autres
couples de matrices. On obtient donc bien un nouveau triplet harmonique.
D’autre part, on sait que si A est symétrique réelle, elle est diagonalisable sur
R avec au besoin une matrice de passage orthogonale, c’est a dire pour laquelle
pl= tp
En admettant le résultat indiqué avec (A, B, C) un triplet harmonique, ‘PAP
est diagonale et (*PAP,! PBP,! PCP) est aussi un triplet harmonique donc de
la forme du L.F). On pose Q@ = P~1, les triplets harmoniques sont donc de la
forme (*QAQ,' QBQ,' QCQ) avec A, B, C de la forme obtenue au L.F).
Enfin, dans le cas ol les matrices sont réelles, on a vu que (*PAP,! PBP,* PCP)
correspondait a un changement de base. Le déterminant est invariant dans un
changement de base. Donc les déterminants sont ceux du I.F) dont on a vu que
le produit était strictement positif.

a b T Z
I.H)OnposeS-(b C>etM=<y t>’

tr(SM)=azx+b(y+2)+ct=0

avec a, b, ¢ quelconques. On obtient donc x =0, y+ 2z =0, t = 0. M est donc

de la forme ( 0 —y >
y 0
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Prenons D = ( 1

_01 > , on a bien D inversible vérifiant

tr (A7'D) =tr (B'D) =tr (C™'D) =0

car A™! est symétrique ainsi que les deux autres.
(A, B,C, D) est une base car c’est une famille libre. Ceci découle simplement
que D n’est pas symétrique et que (A, B, C) est libre.

II.LA.1) 1 ou —1 solution de (1) ou de (2) entraine b = —1 ou b = 1 ce qui
implique det (B) = 0 et B non inversible.
D’autre part, si (1) et (2) ont une solution commune, elle est racine de la
premicre, donc non nulle. Et (2) — b (1) donne 2 (1 —b?) z = 0 et encore une
fois b= —1 ou b =1 ce qui est impossible.

I1.A.2)

z1—1 —-b+d-1
z1+1  —b+d+1
21—1 —b—-d-1
2 +1 —b—d+1
z1—1+z1—1 —bt+d—1 —b—d—1
2+1 2 +1  —b+d+1 —-b—-d+1
(=b+d-1)(-b—d+1)+(-b—d—1)(-b+d+1)
(=b+d+1)(=b—d+1)
b2 —(d—1)> 40— (d+1)°
(=b+d+1)(=b—d+1)
2(b? —d*-1)

" ChrdrD(b—drD)

On a la méme chose exactement pour ’autre.
D’autre part,

(22 — 21) (23 — 21) + (22 — 21) (25 — 21)
= 22025 + 22121 — (2125 + 2221 + 2122 + 21 25)

= 2pa +2p1 — (21 + 21) (22 + 25) = 2p2 + 2p1 — 5152
Ce qui nous permet de calculer :

(2—21) (5 —21) (22—21) (25— 21) + (22— 21) (25 — 21)

(2—21)  (22—21) (22 = 21) (22 — 21)
_ 2p2+2p1 —si1s2 242 (—2b) (—2/b) _
(22 = 21) (22 — 21) (22 = 21) (22 — 27)
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I1.A.3)

z—i z—i—1(1—zi)
- @ —
plp(e) =2 — = =4
1_,2—2'2, 1—zi—(z2—1)i
1—2zi 1—2zi
_z—i—i—z =2
Cl—zi—zi—1 2z
1
oz
IL.A.4)
N2 . N2 . . 2
z—1 z—1 b(z—i)"+2(1—28)(z—4) +b(1 — zi)
b -] +2 -+ b= 5
1—zi 1—zi (1—zi)
Cb(22 22— 1412z —2%) +2(2—i—i2® —2)
B (1—zi)?
b(—4iz) —2i (22 +1 —2i
S A ) 2 (g
(1—zi) (1—zi)

Pour 1 — iz non nul, on a bien z solution de (1) si et seulement si ¢ (z) est
solution de (2).

I1.B.1) On a 2z = 22 +y? et 2 — Z = 2iy ce qui donne bien

zE—tZ_,Z—lsz—l—yQ—ty—l
29

Annuler ce terme donne bien ’équation d’un cercle. De plus, si un cercle passe
par P et P’, son centre est sur Oy en (0,t/2). Ce cercle est d’équation

22+ —ty—k=0

Comme il passe par P, k vaut 1. On a bien le résultat demandé.

)

F(X,)Y)=>2—t2

I
|
Q| =
7N
N
]
|
-

N
NI
S

b

|
—
~_

Pour z non nul, F(X,Y) =0« F (z,y) = 0 ce qui correspond & M (z) appar-
tient au cercle si et seulement si M (1/z) appartient au cercle.
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I1.B.2) La droite (PP’) étant la droite réelle, cela revient & montrer que z; n’est

_Z%

21

pas réel. Mais, comme z; n’est pas nul, b = serait donc aussi réel ce

qui est contraire a I’hypothese.
On considere donc le cercle circonscrit au triangle PP'Q. On a

//\ - 21—1
(P'Q, PQ) = arg (21 +1>

z; =1
=T+ arg 1
1

=7+ (PQ, PQ)

Ce qui prouve que P, P’, ), Q' sont cocycliques. On fait la méme chose & partir
de R en utilisant la deuxieéme relation du début du II.A.2).

II.B.3) On a

(z =1 (1) (z =¥ (1)) =0
21—1 Z{—l
=|z- z—
z1+1 Z{-i—l
2, z1—1+z§—1 n 2z —1 zé—l
z1+1 2 +1 z1+1 zp+1
=0
.2 zlz{—(zl—l—z{)—l—l:ZQ 1+2b+1
2121+ (z1+24)+ 1 1-2b+1
1+

P
S

qui est I’équation cherchée. On fait la méme chose avec les racines de ’autre
1

équation, ce qui revient a remplacer b par b L’équation dont les racines sont

P (22) et 1 (25) est :

1+1/b 5, 140

2
0= T =% "1y

P (z1),% (21), % (22) et ¢ (24) sont dont les racines de :

14+b\?

4

_ - :O
- (12)
140

1-5
sommets d’un carré. Ils sont donc cocycliques. Le carré étant centré a 1’origine,

2
Ce sont donc les racines quatriemes de ( > , leurs images sont bien les
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140
le cercle ’est aussi, son rayon est i

1+0
1-0

et son équation

1-b
_ |1+b
-5
Enfin, Q,Q’, R, R’ ont des affixes qui vérifient donc

z—1 XE—l _|1+0
z4+1 z+1 1-b

22— (242)+1

T+ (242)+1

1+b] 2249y*—-20+1

‘1—b‘:x2+y2+2x+1

Ce qui donne :
140
) (1 | 5)) -2 (1|55 +

(- []) -0

1+0
qui est ’équation d’un cercle sauf quand ‘1——’_17‘ = 1 auquel cas, il s’agit d’'une

droite.
Q,Q', R, R’ sont donc cocycliques ou alignés.

T1.B.4) On a 70 daffixe z; — —- 1+ L
1 2121

les notations introduites au II.A.1).

et TQ' d’affixe z] —

z1+7z1
1+ 2177

. On utilisera

a_zHﬂT:m+ﬁE—m—E
1+ 1+
(22-1)zr  (~2bz; —1—-1)7
1427 - 1+
_ 2(bzl +0z _2(b(—b+d) +1) (=b+d)
1+ 2171 1+2z21z1
_ (b2 +bd+1)(-b+d) . (bd —d*) (—=b+d)
1+ 1+ 2171
PG _1d) (cbtd) -2 (~1p-d)
+ 2171 1+ 2171

D’autre part,

; Atz

! ! - -
21t 27171 — 21—z

Zl_ =

14+ 2121 14+ 2127

P _
Z1+7zZ1—z21— 71 .

2] — 2

1+ 21727
—2d

1+271

1+ 2171
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On a donc )

A= ———
b —d*
qui convient. Ce qui prouve que T, @, @’ sont alignés. De plus w est réel, ce qui

fait que T, P, P’ sont aussi alignés. L’intersection de (PP’) et (QQ’) est T.
On sait aussi que ¢ (21) est z2 ou 2z d’apres le II.A.4). Calculons

z21 — 1 Zi+1
() +o(z) _ 1—zid 1+7

1+¢(21) 9 (z1) 14 z21—1 o zZ1+1
1—2z11 147z

_ (=) (L +779) + (1 — 219) (71 +1)

(1= 2z4) (1 +2Z19) + (21 — 1) (71 +4)
1Z1t21 — itz + 7 -2z - a1z + 2
l—zit+zZ1t+ 2121 + 2121 —Z1 + 210+ 1
2= +7)  amtEm
2L+ z7)  1+z7

= Ww

Ce qui prouve maintenant que T, R, R’ sont alignés.
Et enfin on obtient (PP’), (QQ’) et (RR’) sont concourrantes en 7.

IITI.A.1) On a trés facilement

1/u 0 0
ATt = 0 1/v 0
0 0 1/w
a
On ne calcule que les éléments diagonaux de A~'B = -od - et donc
f
tr(A_lB) =a+d+f=0
De méme, on ne calcule que les éléments diagonaux de
dfvw — e?
1= 1 afuw — 2
det (B) aduv — b?
qui permet d’obtenir
dfuvw — e%u
1A= 1 afuvw — v :
det (B) aduvw — b*w

dont la trace est nulle si et seulement si

2 2 2
df+af+ad—e——c———:O
W oUW U
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et en remplacant a + d par — f, ces deux égalités équivalent bien au systeme (3)
annonce.
a et d sont donc solution de
2 2 2

e c b
X+ fX+—+—+—+f=0
VW uw v
Cette équation du second degré n’a des racines réelles que si son discriminant
est positif. Or

Ce qui revient a

IIT.A.2) Si u,v,w sont de méme signe, uv, uw,vw sont strictement positifs et
donc

ce qui est impossible.

3 b2
II1.A.3) Sion a ¢ = e = 0, la condition devient ZfQ + —
u
il est facile de trouver b et f répondant a la question. Reste a vérifier qu'on a
aussi B inversible.

< 0. Comme uv < 0,

det (B) = fw (aduv — b*) = fPuvw

~——_———
=f2uv
- 9 42
11 suffit donc de choisir f non nul et b tel que b° > T3
U

IIT.A.4) A est symétrique réelle, diagonalisable avec une matrice de passage
orthogonale, on note A’ la matrice diagonale correspondante.
On suppose que A et B sont harmoniques et on a A’ diagonale et

pl=tp
A =P tAP
B =P 'BP

tr (A'B) =tr (P"'A”'PP"'BP)
=tr (P"'A7'BP)
=tr (A"'B)
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en vertu de propritétés décrites au I.G). On a le méme résultat pour
tr (B'~'4") = tr (B~ A)

On a donc A, B harmoniques si et seulement si A’, B’ harmoniques.

Si toutes les valeurs propres de A sont de méme signe, A’ n’a pas de conjugué
harmonique d’aprés 11.A.2), par contre, si les valeurs propres de A sont de signes
distincts, on s’arrange pour que A’ ait ses deux premiers éléments diagonaux de
signes distincts, on utilise IT.A.3) pour construire B’ harmonique avec A’.

En conclusion, il existe B telle que A, B sont harmoniques si et seulement si les
valeurs propres de A ne sont pas toutes de méme signe.

III.B.1) On utilise le II.A.1) avec
(U, v, w,a, b7 c, d7 €, f) = (15 1) _aQa 1) Oa ﬁa 1) 07 —’72/’11))

Le systéme (3) devient :

2=12/a?

1=-3%/a%+4

ou encore

2% = +?

3a? = 32
On a donc quatre solutions pour le couple (3, v) qui sont (ia\/g, ia\/ﬁ) . At-
tention, ces quatre couples ne fournissant que deux matrices B !

111.B.2)

10 0 1 0 aVv3
C=A"'B=]0 1 0 0 1 0
0 0 —1/a? av3 0 202

1 0 av3

= 0 1 0

—V3/a 0 -2

La question revient simplement a montrer que C' est diagonalisable! On cherche
le polynoéme caractéristique.
1—A 0 a\/§ 1—\ a\/g
0 1—A 0 =(1-X) V3o —2-)
—V3/a 0 —2-)
(L=XN) (N+A+1)
(1= =) (r=77)
On a trois valeurs propres simples, C est diagonalisable.

Par contre ses valeurs propres ne sont pas toutes réelles, le polynéome car-
actéristique n’est pas scindé sur R et donc C' n’y est pas diagonalisable.
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