Concours Centrale-Supélec 2000 - option TSI - Mathématiques 1

Partie

[.A - Soit u € |—1,+00[\{0} et appliquons la formule de Taylor-Lagrange & z — In(1 +z), C*

sur |—1, 4o00[ sur [O,SU} 11 existe ¢ G]O,:u[ tel que In(1 +u) = u — muQ. D’ou :

Vu € |—1,4+o0[, In(1 4+ u) < u (I'inégalité est vraie pour u = 0)

In(l+2) <2 ce qui
In(l—2)<—x’ q

En particulier si z € [0, 1], en substituant { A uu , on obtient{

équivaut a :

Veel0,1[,z+In(l—2)<0etx—In(l+2z) >0

1 n+1
ILB-VYn2>2 upp1 —u, = —1
=2 Unpr — U n+1 n n
1 1
= +In(1-— <0 (d’apres I.A
n+1 ( n—l—l)_ (dap )
D’ou (uy) est décroissante.
1 1
Vn22,vn+1—vn:——lnn+

n n
D’ou (v,,) est croissante.

1 1
=_—lIn (1 + —) >0 (d’apres 1.A)

vn > 2, u, — v, =—. Dou lim wu, —wv, =0.
n—-4o0o

n
On a montré que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes.

Les suites (u,) et (v,) étant monotones, leur limite 7 vérifie v = inf(u,,) et v = sup(vy,).
D’Ol\liwnZQ 'UnSVSUTJ

I.C - Grace a une calculatrice, on peut calculer des valeurs approchées par exces de u,, par
défaut de v,, pour encadrer v :

n 2 13| 4 5 6
valeur approchée de u,, par exces | 0.9 | 0.8 | 0.7 | 0.68 | 0.66
valeur approchée de v,, par défaut | 0.3 | 0.4 | 0.4 | 0.47 | 0.49

On a donc 0.49 < v < 0.66. D’out une valeur approchée de v est 0.57 & 107! pres.

1 1
I.D—L’onaVnEZ,wn:_ln<1__)__
n n

1

~
n—-+oo 2n?2
Donc Y w, converge.

Vp>2,¥m > pt L,y — i = (fl—ln(p)) . (il—ln(m))

__ (n% %)1 . n% (In(n) fé@ _1)
:nél (m(n?z ) - %)
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= Z wn
n=p+1
+oo
—= Z wn
En faisant tendre m vers +o0o, on obtient n=p+1
1 1 1
Vi > 2, [F g(t) dt == (—+—)
LE.1) - 2\k=1_F/|(aire d'un trapeze)

I.E.2) h affine sur } 00, k — 5[ h(k—1)= f(k—1), h'(k—1) = f'(k — 1) impliquent :
Vxe] %[h ( D= flh—1)z—k+1) <
v } 1[ h(x L k+1
T € ~ 3 —(k_1>2(:17— +1)
h affine sur [k — %, —1—00[ h(k) = f(k), W (k) = f'(k) impliquent :

Vo e [k— %,—l—oo[, h(z) — f(k) = f'(k)(x — k) &

1 1
Ve e |k — 5t , h(x) = T —(z — k). D’ou 'unicité de h.

Soit h la fonctlon définie par :

h: R—R . Alors h est une fonction affine sur
1 1 ) 1

e LT G 2
1 1 . 1
E—ﬁ(a:—k) six>k— -
—oo,k—% et sur [k—%,—l—oo[tellequeh(k—l):f(k 1), W (k—1)= f'(k—1), h(k) = f(k)

et h'(k) = f'(k) (de maniere simple). D’ou 'existence de h.

1 1
I.E.3) h est continue sur } —00, k — 3 [ et sur } k— 3 +00 [ comme fonction affine sur ces inter-

valles. En k — g ona:

1 1 1 1 1 1 1
h (k: — —) = - — — (——) z + —— et h est continue a droite en k — —

2 ko k2 2 2k2 2
1 1
lim h(z) = — .
e (k-1)" W= 2(k—1)°
111 1 , (k=17 , K
2_2 1 2
orioa ik B2 B

1
& k2= R Cette équation n’ayant de solution entiere,

1
la fonction h n’est pas continue en —.

LEA) k> 2, [F () dt = [“Fh(t)dt+ [* L h(t) dt
1 1

= [y (kil - (k_11>2(t—k+1)) dt+ [ (%—ﬁ(t—k)) dt
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:lxl 1 _ 1 + 1 +l+l_i(]{;_l_k>
2 2k-1 2k-1)7> k-1 k ko k2 2
_ N——— ~~ ~
"1 — h(k—1) h(k) h(k=3)
1 IR 1
1 1 1 1

VE>2, [ h(t)dt = st ot s =y
= 7fk_1 (t) Q(k_1)+2k+8k2 8(]{7—1)2

LF - f est C* sur R™™.
Vi e Rt f(t) = t%; D’ou f est convexe et l'arc de la représentation de f correspondant a
I'intervalle [k — 1, k| est situé sous la corde : Vt € [k — 1,k], f(t) < g(t).

De méme, f étant convexe, le graphe de f est situé au-dessus de ses tangentes. On en déduit :
@—k+U§f@M¢WeRﬂ,%—%ﬁ—k%ﬁﬂﬂ&khmmmm

Vt € R, L 5
=1 (k—1)

Donc
Wi e[k =1 k[ ht) < F(t) < g(t)

[.G - L’inégalité précédente montre :

V>, [P oh@)dt < [Ffe)de < [Fg(t) dt =
L S LRI DR S (IR SR &
2(k—1) 2k 8k* 8(k—1)*" "'t T2\k-1 k&
T S AT I P A
2(k—1) 2k 8k* 8(k—-1*" \k—-1) " 2\k-1 &k

IHH—L—+i+i—_—L—<mG£0<1 l)j
2k—1) 2k 82 g(k—1)P = \k—-1)=2\k—1 "%
1 1 1 1 1 1 1
ST B s < <1 (1)
Don¥p>2vm>ptl, 50—+ 1. 1 b ¢ o l(L_l)
- - 7k:p—i—12(k_1) 2k 8k2 S(k—l)Q_k:p_H _k:p+12 k—1 k

1 1 1 1 m 1/1 1 , ,
———+———< > w; < = -———) et en faisant tendre m vers +oo, on obtient
2p 2m  8m? 8p* T 2\p m

T T T
e — u —
R A )

[.T - On déduit de I'inégalité précédente :
1 1 1

Uy — — < y<u, — —+
P T E T g T

Pour obtenir une valeur approchée & 1072 pres de v, il suffit de rendre:
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1
— < 2x1073
82

1000
< p>8. Or:

0.5759 < u(8) — 1/16 <~y < wu(8) — 1/16 + 1/512 < 0.5779 (calculatrice)
Donc une valeur approchée & 1073 preés de « est 0.5769.

Partie 11

— " n—1

1
IuyanLvuqau,l -_Z#

11—

Jo — — k(?iﬁ)dﬁ:

no1 1L =17

2—,:071_ dt

pa) t
1 1 "
II.B - Or dt 1 M du (changement de variable u = —t)
0 11—t u
1—(1—fyl
= [ ———"— dx (changement de variable z = nu)

[ z
D'ou :

_—
il:ﬁ1_0;5>dx

n o]
Ona alors u, = Y — — In(n)
— i

1=

:ﬁl‘@‘ﬁ)

0 1 T z _f1n;d37
-0 (-2)
1 n
- :fo T 1 dx_fl xn dx
ol :
x T x T
Up = 11_(1_ﬁ> dx—fn(l_ﬁ> dx
0 x 1 x

I1.C.1) exp est convexe. d’ou le graphe de 'exponentielle est situé au-dessus de celui de sa
tangente au point d’abscisse 0 :

VreR, 14+ 2 <€

I1.C.2) Soit = € [0,n]. En substituant —— & = dans l'inégalité précédente, on obtient :
n

x x T\" :
l——<exp (——) & (1 - —) < e ™ (car u — u™ est croissante sur R™). Donc :
n n n

Vz e [0,n], (1 - £>n <e?

n
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I1.C.3) Soit = € [0,n]. En substituant T A 2 dans I'inégalité 11.C.2), on obtient :
n

1+£§exp(£)<:>(1+£> <e*. Dou :
n n n

Vz e [0,n], (1—|—£)n <e”
n

—1
[1.C.4) Vu € ]0,1], e € ]0,ul, (1 —uw)" =1—nu+ %(1 — ¢)"2u? (formule de Taylor-
Lagrange). D’ott : Yu € ]0,1], 1 —nu < (1 —u)" (qui est encore vrai pour u = 0).
2 2
Sizel0,n], :1:_2 € [0, 1] et en substituant :1:_2 a u dans 'inégalité précédente, on obtient :

x? x2\"
n n

En outre Vz € [0,n], e — (1 — f)n =e” (1 — et (1 — £>n>
! T\" \
<e’” (1 - (1 + —) (1 - —) ) (d’apres la question I1.C.3))
(-(-5))
2
<e™” (1 — (1 — %)) (d’apres la question 11.C.4)). D’ou :

2

T\" x
VxE[O,n],Oﬁe‘“”—(l——) <e*t—
n n
et . e " +o0
IL.D- 2z — est continue sur [1,4o00[; en outre Yz € [1,+o00], <eTet || e dr
converge. *

400 €
Donc [, — dx converge.
x

De plus :

T\ TN\
_ 1—(1-2 1- =
w2 e S o p ) g e B

€T n
e (1) 1
Or fol nZ_ dx| < fol e_”ﬁf der = — fol e *x dr qui tend vers 0 quand n tend vers
n

x n
400
. c>o€_aC +o00o e
Et lim [ —dz=0 —d .
Jim | —dr car [, — du converge
. 1 o dz too €7
Doncngglwun—fo(l—e )?—i-fl . dr =0<
1 _ dz +00 e "
—[f1—en & d
=L (- —— 7 —de
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Partie I11

1 1
S - -1
1
:—(1+£—1+0(:1:))
1
= — 1
2+0()

D’ou ¢ se prolonge par continuité en 0 par ¢(0) =

::,;M_I}—t

D’autre part 1151_1 p(x) = 1; donc 3A > 0, Vo > A, |¢(z)| < 2 et ¢, continue sur [0, A], est
bornée sur [0, A].

Donc ¢ est bornée sur R*.

IMI.B - 2 — e “p(x) est continue sur RT et x > A, |e %p(z)| < 2e7%; or f:oo 2e~* dx converge.
Donc, f0+oo e "p(x) dr converge.

MLC-2 % S "% est continue sur [a,+o00] (a > 0).

T
lirgl r?P(z) = liI}_l z(e™® —e ™) =0 (I'exponentielle I'emporte sur la puissance).

Donc I,,(a) existe pour tout a > 0.

De plus, I,(a) = [ © da— [ S
x x
+o00o e +o00o e 1 . .
= [ —dz— [ | = x = | du (changement de variable u = nz valide dans la
x 2 n
n

seconde intégrale)
—x
dx

= Ja E o
na na —€ ¥
_ fa Ed'r - fa €T

na I—e™®
= ln(n) - 1"~

e

dx

dz.

On a montré :

na o na I—e™®
Va >0, I(a) = [, S - In(n) — [, ° dr.
x x
IT1.D - ¢ (notation précédente) est continue sur R**.
l—ax—1
En 0, ¢(z) = * +nz + o(z) ~ n—1(n>2). Donc fol ¥ (x)dx converge; comme I,(1)

x z—0
a un sens,

—nT

f+oo e —e

0 . dz converge.

na 1 —e " na .
Va>0,0< [ © dz < [¥dx (car 0 < 1 —e ™ < a pour z > 0 (question IL.C.1))

nal_ - . nal_ e
D’ou 0 < [ ¢ dxg(n—l)aethn(l)fa € dr=o.

En faisant tendre a vers 0 dans I'identité obtenue en III.E, on démontre :
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4o €7 — €
Iy " dz = In(n)
MLE - [ (e —e™) p(x)de = [[7° (e — e ) L 1 dx
0 0 l—e™
oo et _ o et _ o
= — d
) ( l—e® x ) v
Lo n—1 . e—a: e—na: )
= J, > ePr — dr (somme des termes de la suite
p=1
géométrique de raison e~%)
n—1 —r __ ,—Nnx
= f0+oo e Prdr — 0+°O C T (intégrales toutes convergentes)
p=1 Z
n—1 [ g—pz]+>®
_5 l } ~In(n)
p=1L P lo
n—11
= > - —1In(n)
p=1 p
= v,. On a montré :

‘vn = 0+°O (7% — e ") go(a:)d;z:‘

ITIL.LF - On déduit de la question précédente :
Vn>2 v, = f0+oo e Tp(x)dr — f0+oo e " p(z)dr (les intégrales convergent car ¢ est bornée sur
RT).
Or ’f;oo e_mgo(:z:)dx’ < M [, e dx (ot M est un majorant de |¢|)
_ +o00o
e "”C] M

<or|
-n |, n

Donc lim f0+oo e "p(r)dr =0 et comme vy = lim v,
n—-+00 n—+0o0

—+0o0 —x

‘fy: ) © go(a:)d;t:‘
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Partie IV

IVA-ker®d={PeR[X]|/P(X+1)—P(X)=0}.

Soit P € ker ®; posons @ = P — P(0). On a alors Q(0) = 0. Supposons Q(p) = 0 avec p € N.

Alors Q(p+1) = P(p+ 1) — P(0) = P(p) — P(0) (car P(p+ 1) — P(p) =0)

= 0.

(@ ayant une infinité de racines, ) est nul et P est constant. Réciproquement, un polynome
constant est bien dans ker ®. Donc ker ® = Ro [X]

ker ®,, C ker ® = R [X]; d’autre part, tout polynéme constant est dans ker ®,,. Donc ker &, = R [ X

Im ®,, = Vect {®(1), &(X), ®(X?),...,®(X™)}

n—1
= Vect {1, 2X +1,..., > CﬁX’“}
k=0

n—1
=R, [X] (la famille 1, 2X + 1, ..., > C*X* étant une famille de n polynomes de degrés
k=0
échelonnés de R,,_; [X], est libre donc une base de R,,_; [X]). Donc :

m®, =R, ;1 [X]

Soit @ € R[X]; posons d° (Q) =r. Alors Q € R, [X] =Im ®, ;. Donc :

IP € R,y [X], Q = 0,41 (P) = O(P).

Don m® = R[XT |

IV.B - D’apres la question précédente, Vp € N, 3P € R[X], ®(P) = XP. On a alors (P —
P(0)) = B(P) — &(P(0)) = B(P) = X*.
Donc il existe un polynome P, = P — P(0) tel que ®(P,) = X? et P,(0) = 0.
Soient 2 polynomes P, et P, tels que ®(F,) = X? et ®(F)) = X?. On a alors :
B(F,—P)=0=3\€R, P, — P, =
= A = F,(0) = P)(0) =0
D'ott P, = P et il y a unicité de P, € R[X] tel que ®(F,) = X? et F,(0) = 0. On a montré :

AP, € R[X], B(P,) = X7 et L,(0) =0

IV.C.1) q)(Qp) = Qp(X +1) - Qp(X>
= P;(X +1) — P;(X) =

pXPLsip>0(car P)(X +1) — P,(X) = XP)
Osip=20

v(@,) - {

Q) =P0) - P0)=0 A
IV.C.2) L'on a Vp € N*, q)(%) _ Xrl = (P, ) Or il existe un polynoéme unique F,_;

» [2
vérifiant P,_1(0) = 0 et ®(P,_1) = XP~'. D’ou @ = P,_1. On a montré :
p

Vp =1, Py = pQy

IV.D - Déterminons Py; posons Py = aX + b puique Im ®; = R, [X].
P(X+1)-FRX)=lea(X+1)+b—(aX+b) =1
Sa=1
Py(0) =0« b=0. Donc [Py = X]
On a alors Q1 = P02(d’aprés IV.C.2)); d'ou P{(X)— P/(0) =X &

X
Ja,6 €R, P = Y + aX + 3; Comme P;(0) =0, 3 = 0. Or le terme constant de ®(X?) vaut
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d(X? 1 1
Dot ®(P) = (2 >—|—a<I>(X) = §+a:0:>a:—§.
X - X
P =
Donc [ 2 |
On a alors Qy = 2P, (d’apres IV.C.2)); dott Py(X) — P5(0) = X? - X &
X3 X2
Ja, 0 € R, P, = Euies + aX + 3; Comme P»(0) = 0, f = 0. Or le terme constant de
d(X3) vaut 1.
d(X3 d(X? 1 1 1
Dol (P) = (3 ) _ (2 )+a<I>(X):>§—§+a:0:>a:6.
L _ X XX
Doncl > 3 2 6. 5 x
On a alors Q3 = 3P, (d’apres IV.C.2)); d'ott P5(X) — P4(0) = X® — §X2 + 5
X+ X3 X2
Ja, €R, Py = T 3 + T + aX + f; Comme P3(0) =0, 5 =0. Or le terme constant de
d(X?) vaut 1.
d(X* d(X3 d(X?
Dot ®(P) = (X7 _ & )—i- ( )—i-ozCI)(X)
4 2 4
S
12Ty
= a=0.
Xt X3 X?
Donc 3_T_7+T.
On a alors Q4 = 4P; (d’apres IV.C.2)); d'ot Pj(X) — Pj(0) = X* —2X®* + X? &
X5 Xt X3
Ja, 6 €R, P, = =5 + =5 + aX + f; Comme P,(0) =0, 8 =0. Or le terme constant de
d(X?) vaut 1.
d(X° o(X* o(X3
Dot a(py) = 2 2D P | gx)

5 2 3
1

S -
- — o =
5 2 3

6 ¥15-10 1

S o= =
° 30 30
X X XX
Doncl 5 9 " 3 30 - . ¥
On a alors Q5 = 5P, (d’apres IV.C.2)); d'ot Pi(X) — P(0) = X° — §X4 + §X3 e
X6 X 5X4  X?
Ja, 8 € R, Ps = ?—7—1—?—6—#&)(4-5; Comme P5(0) = 0, § = 0. Or le terme
constant de ®(X) vaut 1.
d(X6 1 50 (X4 d(X?
D’ou ®(P5) = X0 _ —P(X5) + (X7) _ o) +ad(X)
2 12 12
(S AT B
6 2 12 1277
==
L X0 X XX
Doncl > 6 2 12 12].
IV.E - Etudions P sur [0,1] .
) ) T
\ 0,11, P = -ty 3 2
x€[0,1], Pi(z) == 5% —1—337 5
7
1 1+ 3

1 1
=x(z—1) (x — 5) (x2 —z— §) . Les racines de 2% — 2 — 3 sont
situées de part et d’autre de [0, 1].
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L’on en déduit le tableau de variations de Ps :

x 0 % 1
Pliz) [0 — 0 + 0
1
Ps(z) | 0\ “ 198 /0
D’ou : ,
Vz € [0,1], ~158 = Ps(z) <0
_lpt)B(©)
VD) - Lah) = Jy S
(p+ 1B ] 5(®)
T =+ D+ k)P, th Wdt
fo H_#;Hdt (car B,(0) =0 et P,(1) = P,(0) = 0)
1 @p(t) + F5(0)

=) T
_p pBy-1(t) + F(0)
~ T

= I,(k) + F,(0)

dt

=l
Jo (t 4 k)r+t

1 1
= I(k) + F)(0) | ————=,| - Dou:
(k) + p”l—p(tw)p]o "
P0) /1 1
" o p _
VpGN,]p+1(/€)—[p(k>+ P (]{;p (k+1)p)
Lt ! i
V-2 0 = fy gt = i = 0 G
B S G
k11
a k E+1
E+1 1
[,(k) =In i A k+1
P0) /1 1
IV.F.3) Is(k) = Is(k) + 20 (ﬁ N (k + 1)5)

)
= I5(k) car P(0) =0

1 /1 1 L
= (k) — 0 (k m) carP4(O)_—%

() B )
:_%< o )Hg,(k;) car PJ(0) = 0
:_%< ST )—l—%(%—ﬁ)—i—b(/ﬂ)cmg’@):é
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N _% (%_ ﬁ) +1i (%_ (k;j1)2) A0 (%_ %—H) +A(k)

2
1 /1 1 1 /1 1 1 /1 1
Sy (S U (. (- ——) + L
120<k4 (k+1)4)+12<k2 (k+1)2) 2</<: k+1)+1(>car

1
T /1 I T /1 I T/1T 1
k) =—— (- —— ) += (5 — — (- —= )+ 0k
Dot : o™ 120(k4 (k;+1)4) 12(k:2 (k;+1)2) Q(k k;+1) (k)
1 4 6
IV.F.4) D'apres IV.E, —— [} ———dt < I4(k) <0
) Diapres IV-E, —5¢ Jo rpgr®t < lolk) < 0=
! LV <o=
128 (t+k)6], = "=
T [1 ]

|- <k <0
128 kS (k+1)°) — o(k) <

IV.F.5) On obtient =-alors :
[ ] = (- )+
128 [KS  (k+1)°] = 120 \k* (k+1)*
1 /1 1 1/1 1 k+1 1
ﬁ(ﬁ—m)ﬁ(rm)“nT‘mgb
1 [1 1 1 /1 1 1 /1 1 1
_@[ﬁ_(lsﬂ)ﬁ]+ﬁ<ﬁ_(k;+1)4)_ﬁ<ﬁ_(k;+1)2)+§
<wk+l<i<i_; _ro 1 +l<l__):,
- T 120 \A* (k4 1) 12\k?  (k+1) 2 \k 1
1

£y w5y )-

P
+o0 too [ 1 1 1 1 1 1/ 1 1
w, < e e . e
p:%l g p%llm ((p—1)4 p4) 12 ((p—1)2 p2) 2<p—1 p)}
1 L o1 T T
1286 1200 1202 " on = T = To0md 122 ' om

IV.F.6) On en déduit :
RS SR SR S B U, 1

B o no="1 = - - — ».Cherchons un r
120n" " 1202 20 " 7= 19806 T 120m4 T 1202 on up.Cherchons une valeu

1
approchée de v & 107! preés en rendant 086 <2x 107" & nb > o TN > 28.

Pour n = 28, on obtient :
0.577 215 664 89 < v < 0.577 215 664 92; donc
les 10 premieres décimales de v sont 577215664 plus un 8 ou un 9. Pour conclure, il faut un en-

cadrement plus fin; en prenant n = 38 par exemple, on trouve que la derniere décimale est un
9.

00 00 00 00 OO OO0
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