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Exercice 1

=0.
f est impaire, donc f(-mn) = —f(m), et f est 27t périodique, donc f(—-m) = f(m).
Finalement f(mt) = —f(m), et f(7) =

() ) oo 2= )2

1. f est impaire, donc f(0)

Y

3. a. f estimpaire,doncVne N, a, =0.

* 2 § : 2 TC 2 n
¥YnelN*, b, = po ; sin(nt)dt = = [—cos(nt)]y = v (1=(=1)".

Si n est pair, on pose n = 2p, et on a by, = 0.

. . . 4
Si n est impair, on pose n=2p +1,etona by, = (2PT)”
b. La série de Fourier de f est donc
+00 +00 +o0 .
_ . B 4 . 4 sin((2p + 1)t)
S =) bypasin(p+1)t) =) Gy T (@ 10 = Y TR
p=0 p=0 p=0
o 4 O sin((2n + 1)t)
On réécrit S(f)(t) = ; Z T—fl

n=
Notons que f est 27 périodique, de classe €] par morceaux, ceci assure que la série de Fourier
de f converge en tout point.

De plus, en tout point, f(t) est la demi-somme des limites a droite et a gauche en ce point.
Ceci nous prouve que la série de Fourier de f converge en tout point t vers f(t)

4 +0o0 . 2 ]_t
Et donc, Vt € R, f(t) = ;Z%

e T
c. Cette égalité est donc valable pour t = —,

4+o<>sin((2n+1 )
tdonc, 1 = —
N A T Z«2n+1
+00 (_1)11 _7_(

Ce qui donne Z =—.
o 2n+1 4

+00 2 2
+b 1
d. La formule de Parseval nous dit que ao + Z a— = — J-

n=1
On l'applique ici en tenant compte que f est impaire, 2p+1 B j £
p=
+00 8
Ce qui donne - - -1.
q ,;)' (2p + 1)212
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+0o0 2

1 e
Finalement, _—
; (2n+1)2 8

+00

4. a. lexp(—xt)f(t)| < exp(—xt), et comme J exp(—xt)dt converge,

1.

0
la fonction donnée est intégrable sur [0, +oo].

b. Sur Jkm, (k + 1)xt[, on a f(t) = (=1)k, et donc

(k+1)7c (k+1)m —exD(— XD(—
j exp(—xt)f(t)dt:(—l)kj exp(—xt) dt = (—1)F PR+ Drx) + exp(=kmy)
k k

T T X
k1 - exp(-mx)

= ( - exp(—nx))

X

J+oo ( t)f(t) t i (n+1)7 : t)f(t) t . n J(k+l)r( ( t)f(t) t
C. expl—x d = m expl—x d = 1m expl—x d
0 P P § p

n—+oo J n—+0co = Jin

n

n
L 1 — exp(-7x) k1 -exp(-nx) k
= fim ) S et | = S i ) (—exp(o)
k=0 k=0

1 —exp(-mx) © ( )k _ 1 -exp(-mx) 1
- x ; exp(-mx)| = x 17 exp(-mx)

1 1-exp(-mx) 1 exp(nx/2)—exp(-mx/2) 1 X
=X — = — X :—th(—)

x 1+exp(-mx) x exp(mx/2)+exp(-nx/2) x 2

Exercice 2

f est décroissante sur I < (Vxl,xz €el, x1 <xp= f(x1) > f(xz)).

exp(t) _ exp(t)

0<x1 €S =>0<x1+t<x+t> >
X1+t X2+t

= f(x1) > f(x2)

f est bien décroissante sur R™.

1 1 B
2. a f(x)—f(xo):jo exp(t)( 1 ! )dt:L exp(t)(xo—xdt

3.

4.

x+t_x0+t X+ t)(xg + t)

1

1
()= flxo)l < f exlo(t)lx——%l)dt< L Jxmwl  _elv—xl

0 (x+t)(xg + ¢ XoX XoX
2e|x — x X
Finalement, |f(x) — f(xq)| < % sur [70, +oo[.
X0

b. Ceci prouve que, quand x — xg, alors f(x) — f(xg), f est continue en x.
Dans un deuxiéme temps, bien siir, f est bien continue sur R™.

On a EXP() < exp(t) < exp(t)
x+1 X+t X

1 1 1
doncJ‘ wdts[ eXp(t)dt<j expt) 4
0 0 0

)

x+1 x+t X
t enfi e—1 < f( )<e—1
et en 1’1,—\ X X .
x+1 x
. . e—1
Ceci prouve que ngme—lf(x)_l’et donc, f(x) Fodi

a. La dérivée de I'exponentielle est I'exponentielle, donc,
lexp() — exp(0)] < Max lexp(#)] |¢ - 0.
te[0,1]

Ce maximum est e, on a, compte tenu que t est positif,
Vit e [0,1], |exp(t)— 1| <et.

— Christophe Caignaert — Lycée Colbert — 59200 Tourcoing — http://c.caignaert.free.fr —



CCP — TSI — 2011 —1 3

. U'inégalité précédente donne

1
. F(x) = g(x) +f0

exp(t)—1 t
p( ) ‘ <e s€
x+t x+t

Ce qui entraine |g(x)| < e pour x € R™.

o dt = g(x) + In(x + 1) — In(x).

D'ott f(x) = —In(x) (1 _8) E?x()x ¥ 1)).

g(x) +In(x + 1)

— 0 quand x — 0, et on a bien f(x) ~ —In(x).

In(x) 0.
t t
h(t) = ei{(t), un calcul facile donne h’(t) = (f)j_p:)z) 0, pour ¢ > 0.

h est bien croissante sur [0, 1].
1

. u, et v, sont des sommes de Riemann, ce sont des valeurs approchées de J h(t)dt.

0
C’est un calcul d’aires « en batons ».

. Sur [E, k+ 1], on a h(k) < h(t) < h(ﬂ), qu’on integre sur l'intervalle,
n n n n
k+1
ce qui donne lh(k) < j " n(t)dt < lh(k 1 )
n \n k n n

1
. Et maintenant, on sommedek=0ak=n-1,u, < f h(t)dt < v,, et on reconnait f(1)!
0

Onadoncu, < f(1) <v,.

Et maintenant, u,, — Un tVn _Bn—Vn f(1) - UtV "= Un ¥ Vn _ Un e,
2 2 2 2 2
U, + v v, — U h(1) — h(0)

, 1 _ n n < n n — .

ou encore, [f(1) > 5 P
h(1) - h(0) _ 1072
. Il suffit d’avoir ( )2n © < 5 pour avoir le résultat demandé,
Cest a dire n > 50(h(1) - h(0)) = 50(— - 1) ~ 17,95,
_ 113
ny = 18 convient donc. On trouve f(1 ~ 100"
Exercice 3

1. Pour xy > 0, ce sont des séries numériques a termes strictement positifs. Le critere de d’Alembert

3.

Et ainsi, h(x) =

donne a chaque fois une convergence pour xy < 1 et une divergence sinon.
Les trois séries ont donc un rayon de convergence égal a 1.
On se place donc a chaque fois sur | — 1, 1].

2. f(x)

La somme d’une série entiere se dérive terme a terme sur 'ouvert de convergence,

X s ) J
= 1 , comme somme d’une série geometnque.
- X

+00

dong, xf'(x) = an” = h(x).

n=1

(1-x)

a. Pour x1,x, €[0,1], x; < x; = x{ < x2:>Z’\/_x1 Z\/_x2:>gx1 < g(x0).

g est bien croissante sur [0, 1].
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b. Ona g(x) > f(x) = * +00, donc, g(x) —— +o0.
1—x x->1_ x—1_
+00
c. on a facilement g(0) = 0, et en dérivant terme a terme, g’(x) = an/ﬁx”_l.
n=1
Donc ¢’(0) = 1.
+00
De plus, toujours en dérivant terme a terme, g”’(x) = Z n(n—1)Vnx"2.
n=2
On a donc ¢g”(0) = =242 > 0, la concavité est tournée vers le haut.

On rappelle que g est croissante sur [0, 1], ou I'allure de la courbe est donc :

A

Y
\J

a. g est strictement croissante sur [0, 1], et, g([0, 1[) = [0, +oo[,
il existe donc un a unique de [0, 1], tel que g(a) = 2.

b. h(0,5) =0,5/0,25 = 2, et de plus, g(0,5) < h(0,5), donc, g(0, 5) < 2.
Et comme g est croissante, @ > 0, 5.

5 6
c. Z\/Z(o,é)" ~ 1,916, et, Z\/Z(o,é)" ~2,031.
=1 n=1

On a donc ny = 6.
Ceci prouve que g(0,6) > 2, et donc, @ < 0, 6.

+00 +0o0
a. (1-x)g(x) = g(x) —xg(x) = ) Vmx" =) Vnx™L,
n=1 =1
On ré-indexe la seconde somme avec n’ = n + 1 suivi de n = #’, on obtient,
+00 +00 +00 +00 +00
(1-x)g(x) = Z\/ﬁx” - Z\/n - 1x" = Z\/ﬁx” - Z\ln -1x" = Z(\/ﬁ— Vn—1)x"
n=1 n=2 n=1 n=1 n=1
1

1
- <0
\/n+1+\/ﬁ Vn+Vn-1
1
0
\/E_i_‘\ln_l n—+o0o

La suite |u,| décroit et tend vers 0 a 'infini, la série alternée, E (Vn—Vn- " converge.

n=1

b. (Vn+1-+n)-(Vn-Vn-1
De plus Vn—-Vn—-1=
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N—+co

N
c. Z\/_—\/n— VN — +c0.
n=1
La série Z(\/ﬁ — Vn —1) diverge donc.

nx=1
Finalement, Z(\/ﬁ -Vn-1)x"

n=1
— converge en —1,

—diverge en 1.
Son rayon de convergence est donc 1.

d. G(x) = Z(\/— — Vn —1)x" est définie, et donc continue, sur [-1, 1][.

nx=1
Donc G(x) T G(-1), ce qui donne (1 — x)g(x) — G(-1),
x—-1, x—-1,
+00
Y (W= Vn=1)-1)"
ou encore, g(x) G=Y ==
’ x—-1, 2 2
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