Concours communs polytechniques 2009 - TSI Mathématiques 1

Exercice

1-a)

1-b)

2-a)

2-b)

OnON,  un(r)| =r".|cosa@)| < r".
La série géométrigue, r" converge car| < 1.

Par comparaison, la séheu,(r) est absolument convergente donc convergente

OnON,  ug(r) = Re(r.e%.
La séried. (r.€®)" est une série géométrique de raise!! avec].€®| =r < 1.

Cette série est donc convergente et a pour sorﬁnmeeie)” =71 1r 0
n=0 o
. n B 1 _)_ { 1 )_ (1—r.cos@+i.r.sinﬂ}
Par swte,rgor -cos(0) = Re{l e TR I Trcom—irsig) - R 1o 2.c0@+12
s n _1-r.co®
D'ou n§or .cos(B) = 1 7 cod 72
f(r,0) = 1-r.cod 5 existe si et seulementsi 1 =@9H +r?z 0.
’ 1—-2.coH+r
1-2.c00+r’=0 « 1—2.coP+r%cos0 +r’sif0=0 « (1—r.cod)?+ (r.simM)’=0
5 rsil=0 (a)
Donc 1-2co9+r°=0 = {r.cosezl (b)

Commer#0, (@) - 60T - co9==1.
Commer| < 1, cette condition est incompatible avec (b).

1-r.cod
1-2.cod+r

Par suite: | OrJ]0, 1[, O8OR, f(r, 8) = 5 exista.

] _ N -4, 2(1-r.cod)
Org)o, 1], 060R, 1 + znglr .cosf@) =1+ Eor .cos(10) 1} R
—1+2.coP—r’>+2—2.cod
+ ", =
Or0j]o, 1[, 0eOR, 1 2n§1r cos(B) 1— Z.co® +r2
1—r?

Donc: (Or0]o, 1[, O6OR, 1+ 2 r".cos(®) =

n=1

1—2.coH +r?
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Premiére partie

I-1)

-2)

On note (H) I'équation différentielle sinf2 '(t) — cos(2).f(t) = 0.
Sit]0, 2] alors 200]0, 1{ et sin(2) >0 donc sin(@ # 0.

Surov2f, (H) - f'(t) —%f(t):o.

C'est une équation différentielle linéaire hommgdu premier ordre résolue €n

Sia(t) = —%% alors Af) = —% In[sin(2)] est une primitive da sur ]0,172[

et la solution générale de (H) sur [ est f(t) =A.e ™V, AOR.

La solution générale de (H) sur j@2[ est don(if(t) = \/sin(2), }\DR|.

On note (E) I'équation différentielle sit)2'(t) — cos(2).f(t) = (sin(2))*>

surlo,w2[, (E) = f '(t)—z(i)—rf((%f(t)=\/sin(2).

C'est une équation différentielle linéaire dunpiex ordre résolue .
On cherche les solutions de (E) sous la foithe= A(t).A/sin(2).
Il vient: A'(t)A/sin(2) =+/sin(2) soit A'(t) =1 etA(t) =t+k, kOR.

La solution générale de (E) sur 182[ est donc|f(t) = (t + Kn/sin(2), kOR|.

Deuxiéme partie

II-1.a)

II-1.b)

lI-2.a)

11-2.b)

lI-2.c)

d(AM).dBM) =K ~ [[(x+a)* +YI[(x=a) +y] =K (*)

(*) o C+y+a+2a)0C+y’ +a’—2ax) =K
(*) = (?+a’+ 2ar.co®)(r’+a’— 2ar.cod) =k*
* = [(®+a)>—4a’r’.cosh =K.

Sion pose R #, il vient (R +a%)? - 4a°.R.co$6 = K*
ou encore R+ 2a°.R.(1 — 2co®) +a* —k* = 0.
Comme 2cd® — 1 = cos(R),

R est solution de I'équation du second dedré® — B%R.cos(®) +a* —k*= 0| (1).

—  Pour cette équation du second degu = 4a*.co(26) — 4a* + 4k* = 4[K* —a”.sirf(20)].
Donc| (1) admet des racines réelleskést a’.sirf(20)|.

— Dans ce cas, leur produit vaat —k* et leur somme vaut a2cos(®).

{ a’sirf(20) <k*<a*
cos(B) =0 '

Pour avoir deux racines positives, on obtiesitcienditions

Si I'équation admet des racines réelles positil@s R =r = a%.cos(d) ++/k* —a’*.sirf(20) = 0

dond| r = +\/a2.cos(®) +/K —a".sir(26)

ce qui donne bien 4 courbes d'équations polaagzectives:

r1(8) =\/a2.cos(B) —\[K —a* sirf(26) r(8) =\/a2.cos(B) +/K — a.sirf(26)
rs(0) = —r1(8) et ry(0) = —ry(0).
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11-2.d)

11-3.a)

ll-a.b)

[l faut tenir compte de la condition co8§2 0 pour préciser l'intervalle d'étude.

- Les guatre fonctions étantrepériodiques, on se restreint a une étude sw4;-7v4]
suivie d'une symétrie par rapport au point @afion de centre O et d'angig

-  Ces guatre fonctions étant paires, on peut erserestreindre a [074]
puis faire une symétrie par rapport a I'axe ipplsuivie de la symétrie par rapport au pole.

Sik=z+a, il vient r = +1\/a%.cos(®) + a1 — sif(28) = + a/cos(®) + cos(®)

On obtient dongr = + an/2cos(B)| car la valeur = 0 est atteinte po@r:g

On retrouve, pour ce cas particulier, les syragtprécédentes:

-  par rapport a O parpériodicite,

~  par rapport & (O}) par parité,

~ par rapport & (O}) par combinaison des deux précédentes.

~  Les symétries permettent de se limiter a I'étude=tg/cos(D) sur [0,174].
- Sur cet intervalle, cos@2 décroit de 1 a 0 dorredécroit de 1 a 0 en restant positif.

Note r'= __(_Lsin 2
1/ cos(dD)

- PourB =0, la courbe passe par le point I(1, 0).
Sa tangente dans le repére mobile est dirigeé (& 1)
ce qui donne une tangente verticale.
- Si6 =£[, la courbe passe par le pole et la tangenta esblted =E.

>wW th(plots):polarplot(sqrt(2*cos(2*t))/sqrt(2),t=-Pi..Pi);
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Troisiéme partie

X=r.cod
l-1.a) y =r.sind

=7

-1.b) X0+ YV+ZK =xi +yj +2zK
= (X.co® - Y.sim)i + (X.sid+ Y.coP)j + ZK =xi +y] +zK
X.coP — Y.siB =x
o {X.sine +Y.co¥=y car {,],K) estune famille libre
=2
{ X =x.co9 +y.sind

Y = —x.sid +y.cod

=2
1 {fﬁl=c059.i&+sirﬂ.jI {T=0059U Sirh.v
-1.0) V=—siM.i +cod.j ~ i =sirb.U + cod.V |
ou A ou_ ov_ ¢
30 =—siM.i +cod.j =V 09 =—co$8.i —siB.] =—U donc 39 =V et 30 =—u|.
cod —sirb 0
l-1.d) La matrice de passage de la basej( k) a la basel(, V, k) est P 3 sin@ co$ 0|
0 0 1
C'est la matrice de la rotation d'an@let d'axe (OK).
C'est donc une matrice orthogonale de détermingaita +1.
Comme , j, k) est une base orthonormale directe,
(U, v, K) est aussi une base orthonormale directe.
Par suit¢ (Ofi, v, K) est un repére orthonormal direct
l-2.a) Il est nécessaire d'exclure les points de I'axekfOpour que le calcul deait un sens

donc on travaillera ave¢IR".
2 -
z=§7§ sécrit z="1 (co§9rz Sirf6) soit .

() apparait donc comme l'image de la nappe paraenétré

X =r.coD

t, 0)OR %[0, 21 =~ M { y =r.sind
Z = cos(®)

111-2.b) z=cos(®) = —1<z<1.

Donc ) est contenue dans la partie d@d@mprise entre les deux plans paralléles
d'équatiorz=—-1 etz= 1.
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I11-2.¢)

I11-3.a)

111-3.b)

11-3.c)

11-3.d)

I11-4)

Xx=0+ cosfp) xr
Pour une valeur fixé@ de6 dans [0, 2{, il vient { y=0+sino) xr | rOR".
z=1c0S(By) + Oxr

0 cosPo)
C'est une représentation paramétrique de Iaed@@iif]) avec 0 et U| sino)
cos(Dp) 0

privée du point C et cette droite est paraklglan d'équation= 0.

Par suite:| X) est une réunion de droites paralléles au plaqudi®on z = 0|.

r
Dans le repére cylindrique (@Q(8), V(8), k), M(r, 8, 2) a pour coordonné{s 0 J
cos(d)

OM =r.{i(6) + cos(®).K donne ‘i—ﬁg(r, 0) =r.¥(8) — 2.sin(B).K et %(r, 0) = ti(8).

N(r, 6) =¥(r, 0) D%

(r, 8) = 2.sin(B).V(B) +r.K est un vecteur normal &)(au point M.

X r—X
F{YJDI‘IM - ﬁi\z{ -Y J ON(r,0) = —2sin(®).Y +r.(cos(®)—2)=0
Z cos(d) - Z

Une équation dB\, dans le repéere cylindrique est dodm: 2.90W2+r.Z = r.cos($)|.

X
Y [O0ny -
Z

Ce qui redonne I'équation 2.siB)Z + r.Z =r.cos(D)|.

1 0 X —r
0 r Y
0 —2.sin(D) Z - cos(B)

r Y

=0 = ‘—Z.Sin(m) Z—cos(®) |~ %

La droite dont il est question est celle définia guestion IlI-2.c.

x=r.cod
Elle a pour représentation paramétriq{uyF r.silb | rOR dans le repére (@, j, K)
z=cos(®)
X=r
donc{ Y=0 , rTOR" dans le repére cylindrique.
Z = cos(®)

OrOR", 2.sin(B)x0 +r.cos(B) =r.cos(B) est une égalité vraie.
Donc tous les points de la droite appartienndm;a

Par suite:| cette droite est incluse dan)s( I'IM|.

a

b
Soit M a2_p? | avec &, b) # (0, 0) un point de),
a +b?

le vecteurN' = (dab?, — 4°b, — (@° + b%)?) est un vecteur normal &)

X
'{yJDHM -~ PMON' - [4abx—4’by- @ +b)*z+a"-b'=0]
z
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Quatrieme partie

IV-1.a)

IV-1.b)

IV-1.c)

IV-2)

IV-3.a)

r(t)
Le point M{(t), 6(t), z(t)) a pour coordonné{so ] dans le repere cylindrique.
Z(t)

IMOE) = z(t) = cos[B(1)]].

OM(t) =r(t).tl + cos[B(t)]. K.
Le point M étant régulier la tangente en M aiést dirigée par le vectetah

5“ =r'(t).U +r(t).6'(t).V — 2sin[B(1)].6'(t). K.
i 3kt 5 ) S - ‘9' 1‘
ot/ M M oM ro r O|=-=2rsin(@®,|, .|=0
(dt 00’ arj ‘ 2.sin(®).8' —2.sin(®) 0 o1

Donc| la tangente & ) est contenue dans le plﬁm.

Soit By une valeur fixe dans [O7R
(C): tOl o (r(t), Bo, cos(B)) avecr de classe Esur | définit un arc de classé acé sur).

Au point M{o), la tangente d() est dirigée paf - f\ﬂ =r'(t).u car @p)' =

On retrouve la droite définie au lll-2.c.

| Cette droite est donc bien incluse dax)sn( I'IM|.

OM(©) =r ().t + cos(B).K

am(e) =r'(0).0 +r(8).V — 2.sin(B).K| e d:'\ﬁ'(e) = [r"(8) —r(0)].Ui + 2r '(8).¥ — 4.cos(B).k|.

—+

Le point M@) est commun aux deux plang BtIMy.
On travaille dans le repére cylindrique.

0
- N(@(®), 9)[2-Sin(29)J est un vecteur normalldy.
r(0)

5k r'(e) e [FE-r®)

- (9) r(0) et 402 —(0) 2r'(6) sont deux vecteurs directeurs dg P
— 2.sin(®) —4.cos(B)
et ces deux vecteurs sont linéairement indépeada
N(r(6), 6) O ‘W(e) (3)

P =Tw < djflvl

N(r(6), 8) 0" 35z(6) (4)

N(r(6), 8) O ‘W(e)

Donc |[) est une ligne asymptétique d8 6si deM
N(r(6). 6) 0"z (6)
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IV-3.b)  (3) est toujours vraie.
(4) = sin(D).r'(6) — cos(B).r(6) =0 ce qui correspond a I'équation (H) de ldipar

| La courbel() est une ligne asymptotique @8 Esir est solution de I'équation (I—.I)

1207
IV-3.c)  N(r(6), 0 g 8?\/1 dN(r(e) 9 8?\/1 g ©) + N (r(8), G)d M(G) =
am
N (r(6), 6) 35 ®) =0
Ao =My = o - NCO.O M

N(r(6). 6)-gz(6) = 0

- 2.sin(®) r'(6)
CommemgegM( 4.cos(B) } et %(9){ r(e) ]
r'(0) — 2.sin(®)
on retrouve la condition

| () est une ligne asymptotique @8 (= r est solution de I'équation (H)

I\V-4) Si () est une ligne asymptétique d8,(alors la projection dd { sur le plan d'équatian= 0
est| une courbe d'équation polair) g \/sin(28), AOR|.
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