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o ya—1
I (a, b):f+ hdx avec & b)ORZ
0

1)

2-)

-1
La fonction¢ : X oo %(5 est continue sur ]0,o4.

L'intégrale peut étre doublement impropre &etlen .

Comme cette fonction est positive, les criteresaterergences adaptés a I'étude de cette intégrate

* la comparaison avec les intégrales de rétéren
» larégle des équivalents,
* laregle de Riemann (qui permet de se ramam@remier point).

- Sib>0 alors ¢(x) 5 ;11Ta et 6(x) - )—([%1.
. J1-a<1 .
La convergence déa, b) emge{ b_a+1>1 SO 0<a<h.

+o00
- Sib=0 alors I(a, 0) =f % diverge (référence).
0

~ Sib<0 alors ¢(x) - ;f%l eton) xIl‘a'

. Jb-a+1<1 .
La convergence déa, b) exige 1-a>1 soit b<a<0.

Par suite:|I(a, b) converge si et seulement si @<boub<a<0|.

On obtient le domaine hachuré (frontieres exclues).

a

Z .
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I-) f: XOR wo- X.cosk) — sink)

1-1.1) Pi=R et IXUR, f(—Xx) = —x.cos(—X) — sin(—x) = —x.cosf) + sink) = —f(x).

Doncet on peut restreindre son étudea R

1-1.2) | La courbe €) est symétrique par rapport a l'origine du rebére

1-2) OxOR, f'(X) = cosk) —x.sin(x) — cosk) = —x.sin(x)
donc, sury, f'(x) ale signe de — six) car x(l, = [n1;, (h+ )] avecnJN donc x = 0.
- Sinest pair alord '(x) <0 doncf est décroissante syr |
- Sinestimpair alord '(x) >0 dond est croissante su. |

1-3.1) f'‘®)=0 « x=0 ou sik) =0 = x=km, kIIZ.
La dérivée dé s'annule donc au point d'abscikse k[IZ.
En un tel point,f(km) = krcoskm) — sinkm) = (- 1f.kmt
-  Sikest pair, on obtient le point de coordonnéas Km) situé sur la droite d'équatigre x.
-  Sikestimpair, on obtient le point de coordonnéeas € k) situé sur la droitg = —x.

Donc| les points de¢) a tangente horizontale sont situés sur les Hisses du repéde

-3.2)

1-4.1) - [OnON, festcontinue sugk [ntt (n + 1)rg.
De plus: OnON, f (nm) = nrcosam) — sinfim) = (— 1).nmt
Par suite:f (nm) x f[(n + )] = (- 1Y"**n.(n + 1) = —n.(n + 1)7? < 0.
D'apres le théoreme des valeurs intermédidismet au moins une racine daps |

-~ Onavuqué'est de signe constant syet ne s'annule qu'aux bornes gle |
Par suitef est strictement monotone syr |
On en déduit que la restriction dé |, est donc injective.

En conclusion, I'équatidiix) = 0 admet une solution unigugdans chacun des intervallgs |
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gm I,

Par ailleurs,f ((Zn +1) j =(2n+ 1)— X cos{(Zn + 1)1—;) - sir{(Zn + 1)%[) =— (1=

1-4.2) On note que: 2+ 1)1—212 nTt+

donc f (nm) x f ((Zn + 1)§j = (- 1y.nmx (- 1) = —nni< 0.

Par suite:| pour tout natumglla racinex, est contenue dans I'intervaﬁi&m, (2n+ 1)%[ .

L'intervalle est ouvert a droite ca((Zn + 1)%[) =(-1tzo0.

1-4.3) On vient de montrer quetdnCON, nm< X, < nn+g
1

On en déduit queDnON’, 1<— <1 o

. 1 .
Comme lim 1 +5-=1, par encadrement im2=1. Donc Xn = NT.
n - +oo 2n n - 4+ NTT too

1-4.4) Par définition de, : OnON, x,.cosk,) = sink,) et an[nTr, N+ [ donc cos() # 0.
Par suite: OnN, x, =tanf,) et on sait que:lIxJR, tan[Arctank)] =

La relation précédente s'écrit donCinJN, tan[Arctank,)] = tan).
On en déduit: OnON, [kOZ, Arctank,) =X, + KTt

Comme an[nTr, nm+ 4 [et Arctangn)D} > 2[
:T—T[Arctan(xn) —Xn]D:| -n+1,-n +%[

Le seul entier de cet intervalle est donck = —n et OnON Arctanf,) = X, — N1t
On a montré que:| OnON, X, =nm+ Arctan«n)|.

-4.5) OnON’, %, >0 donc Arctang) :g—Arctar&%}

OnON, X,=ntmt donc lim x, =+ d'ou lim i:

n - +oo n - +oo

Par suite, Arcte(xl‘) T o donc Arcta@ o(—j.
00 Xn +00 n nT[ +00'

m 1 1
Finalement: nm+-—-——+ o|—
% = 2 nm +°°(nn)

ce qui s'écrit: |[xp = (2n + 1)%—## €, avec lime,=0.
n —» +oo
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11-1) Sir,#0 alorshy(t) = \/an2 + b [ﬁ cosfiwt) +ﬁ sin(nwt)}
n n

Le point de coordonnéé/ &n By 2) est sur le cercle de centre O et de rayon 1.

an” +bn” \Jan” + by
. . an . bn
Si on notap, son angle polaire dans alors co =——=cetsing) =——
Fnsonanglep Ferbalors cosb) = r pr O S T BTy

et hy(t) =rn.[cosn).cosfiut) + sin@dn).sin(wt)]
Donc | sir, # 0 alorshy(t) =ry.cosfiwt —¢n)|.

11-2.1) Sig est T-périodique aveag(t) = 1 sur [0, T/2[ eg(t) = O sur [T/2, T[

alors g est aussi T-périodique aveft) =% sur [0, T/2[ etg(t) = —% sur [T/2, T[.

I 1. L
Larestrictionde g -5 a R \Z est donc une fonction impajre

11-2.2) Si on note A et B, les coefficients de Fourier de la foncti@H% alors OnON, A,=0.

On en déduit que:

1 (T 1 1 N
N ?j (g(t)—ijdt=ao—§=0 d'ou|ay =
0

NI

* T *
— OnON, %f (g(t)—%jcoshwt)dt:an—ozo d'ot|OnON’, a,= 0.
0

T2 4 _
1-2.3)  OnON’, bn:% fT’Z sin(ox).dt = % [_cos(noot)} _ 1 — cosfm)
0

nw o nrt
donc | OpON’, by, = 0| et |OpON, b2p+1:(2pfl)n'

On en déduit le développement en série de Fodeigr | SQ)(t) :% +% > S|n[(22§: 11)wt] :
p=0

11-2.4) La fonction est T-périodique et @ar morceaux sur R
donc sa série de Fourier converge en tout peirst sa fonction régularisée.
(Théoréme de Dirichlet).
T 1,2 ¢sinf@o+2)t] _ o o012 sin[(2p+ 1] _1
Si tDZZ alor52+ > 2+ 1 —g(t)smon2+ > 3+l 2

pz0 p=0

Plus précisément, pour tout entier relktif

: 1.2 §sin[(2p+ Tjui] _
SHtTIKT, (& + 1).T/2[ alors 5 + T[p§0 o1 1

- 1.2 sinf(2p+ 1) _
Sit])(2k + 1).T/2, k+ 1).T[ alors > +np§0 rl - 0

+ = 1.2 sinf(Zp+1)] _1
Sit=k.T/2 alors >t > rl 2

p=0
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11-2.5)

11-3.1)

11-3.2)

11-4.1)

11-4.2)

11-4.3)

Sin est un nombre pair non nul aldrgt) = O.

Sin=2p+ 1 aveqON alorshgp « 1i(t) = 2. S|(n2[é2|z ;)111“] = 2p1+ 100:{(2p + 1)t — }

2

s Tt
d'ou |OpON, rszW_[ et ¢2p+1=§.

=1y
2p+1
en décroissant en valeur absolue.

Si up= alors ) u, est une série alternée dont le terme généralversd0

Par application du critere spécial des sériesrades, Zé;—iﬁlconverge.

- L : T
On utilise la convergence de la série de Fourey plourt =7

ot 1,2 o sin[(2p + 1)1w2] _ ( 1P _1 - (11 T
Il vient: 5 + > p+1 —1st 2p+1 =5 dou g 12

:1

p=0

Sila fonctiong est T-périodique et continue par morceaux sulaliyrmule de Parseval dit que:

la sériedof +— > (faxf? + b ) converge et a pour somnfief g ct.
2,1

=
Commey est & valeurs réelles, cette formule s'é¢ritg” +— Z (a +by?) = %f g(t)%.dt|.
=1 0

1,7 o 12, 1
Comme.l_f0 o(t) .dt—.l_f0 dt—2
Appliquée a la fonctiog la formule de Parseval donne:

1+1 i 5 dou nz
4 2 2p+1iZ I0>02p+1;‘;

1 1¢1
La convergences sen@(z—z et 2.7 estclaire etn = () "4 Elﬁz
2n+1 1 n 1 n 1

On remarque quellnJN k§1E2 = kz::l(zk)? + k§1(2k +1

. 1_ 1 1
Par passage a la limite dans cette égalité, itvien Pl Gn+l + )

n=1 n=0 nz1
1 7 11 1.
dou X 2=g+z X7 et | X 2%l
n=1 n>1 n=1
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it =yt 2 or _ X _X
. _ Of _ iy x 90 = Ly x X
Deés lors, commé(x, y, 2) = u(r), aX—u(r)xax—u(r)xr
r—xx=
P . X2 r S I S S <
etaxz—u(r)X(r) +u(r)><—r2— donc aXz—u(r)><Fz+u(r)><—r3—.

2 2 2 2
On montre de méme qug% =u"(r) x )ré +U'(r) x r—r_gf et % =u"(r) X%Zz +U'(r) x r_r—rzz

2 2 2
Par suite: Af =u"(r) x u§+—22 +U'(r) x 3 =X r3—y2 _22-

En tenant compte de la relatioh=x? +y? + 7, il vient |Or > 0, Af =u"(r) +% x u'(r)|.

111-2) L'énoncé me semble ambigu.
[l aurait peut-étre fallu écrire "Saitune solution de (U). On définit la fonctiermpar ..."

Soitu une solution de I'équation (Uu"(r) +% u'(r) + «.u(r) = 0,
si v(r) =r.u(r) alorsv'(r) =u(r) +r.u'(r) et v'(r) =2u'(r) +r.u'(r).
Par suite: Or >0, V'(r) + &’v(r) =r [u"(r) +% u'(r) + coz.u(r)} =0.

Donc |vvérifie I'équation différentielle (V)v" + w’.v = O|.

11-3) (V) est une équation différentielle linéaire horang du second ordre a coefficients constants.
Elle a pour solution générale(r) = A.cosgor) + pLsin@.r), O, WOR?.

Siu est une solution de (U) alofé\, p)OR?, r.u(r) = A.cosgor) + pLsin(w.r)

donc O, WOR?, Or >0, u(r) = *-Coster rsin(en)

Réciproguement, gil=A.cosfu.r) + p.sin(w.r) x% avec K, WOR?

alors u' = [-Aw.sin(w.r) + pw.cosgo.r)] x% -u X%

et u" = — w’[A.cosr) + WLsin(@.r)] x % — [-Aw.sin(w.r) + pw.coso.r)] xrlz —u' % % +u xFlz
%u' = 2[-Aw.sin(w.r) + pw.cosgo.r)] x ?12 -2 xFlz

donc 1 1
u" = —o’u(r) — 2[-Aw.sin(.r) + pw.cosgo.r)] x 2t 2u x 2

. 2 : .
Par suiteu" + PR u' = —w’ x u donc u est bien solution de (U).

A.COS(n.r) : u.sin(oo.r)’ o, WOR?.

Les solutions réelles de (U) sont les fonctionsr OR% s -

Mathématiques 2 — C.C.P. TSI 2008 Page6



11-4) A.cosfor) + p.sin(wr) =A +p.oxr +9(r) doncu(r) :% +Hw +9(1).

Pour queu admette une limite finie en 0, il faut et il suffjueA soit nul.

Les solutions non nulles de (U) admettant une dérfiitie quand tend vers 0

sont les fonctiong OR%+ o - }%(ﬂl niR".

111-5) Siu(r) =w avecp # 0 alorsu'(r) = u.(w.r).cos@r.g) — sin@o.r)l

La conditionu'(1) = 0 se traduit pa}oo.cos(o) —sin@) =0 (Q)|.

[11-6) Sur A=}g+nn, g+(n+1)n[, Q) = w=tanw)

et la premiére bissectrice ne coupe la courlda destriction aJde la fonction tangente
gu'en un point unique.

Donc| [OnOON, (Q) admet une solution unique suf.\]

1|:|;

RNt

[1-7) | = fl Un(r).Ug(r).r>.dr = kfl sin(mqr).zsin(wpr) rl.dr = kfl sin(on r).sin(@r).dr
0 0 r 0

. . 1
I :gfol {cos[(th — wp)r] = cos[m + wp)r].dr =I§<[sm[£:h_ Q‘:’)r] _S'n[(E;q‘:&:’ﬂ)r]L
,:K[Sin(uh—%)_sin(uwwp)} ___k_k
2| -y e ]2 -w)
avec K= (n + wy)[sin(wn).cos(y) — siny).cos(n)]
— (0 — wp)[sin(wn).cos ) + Sin(y).Costw)].

En tenant compte de  Sigj = w,.cos(x,) etde Sing) = wp.COS(y)
il vient K = (@ + 00p)(6h — 0).COSE). COSE) — (U — 60p) (G + ). COS0n).COSEy) = O.

. I 5
Par suite, f Un(r).up(r).re.dr = 0.
0
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